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lu  Untenaehnng  djv  dgebnluhsn  Tanktdoueii  de«  KOrpon  fOr  ^e  Stallen 

der  Biemuiniohen  KugnlflAohe  St,     Die  ftlgehniiohen  Blrlnran  N 

lOo.  Die  udthmeÜfloheQ  Bogiftndungm  dei  Ehuktbegiiffei  6t 
11    Onbemobnuff  der  Timraonen  om  Kflrpen  Kiit,  §)  in  bang  Hif  Um 

TellbftEkelb  duioh  dnen  beliebigen  DfrliaE  DI 

IS  Die  algebAuohen  Syitomo  nnd  Uue  ElemiintiirtaUer  B( 
18    Die  elndat^lgtiTi  iWiifuErnftÜODen  des  EOrpon  K(u   i)  in  den  Ihm  glel 

ohan  K(y  «)  bei  beliebiger  Ajinohme  der  anabhAnglgen  ViHablen  0  M 

14.  LHe  Blntollnng  der  elgebrelioben  Dlrtsoran  m  EluiBn  M 

Ifi   Die  DlrlsornuahAren  und  Ihre  Lanuiajitou  fi^ 

18    Die  ganten  Dlvliorflii  einer  Öftdiie  Q  AI 

lU.  Die  ■■  dam  ESrper  K(j/j  ai)  vehOrigen  Abelieken  Integrale. 

17  Die  Abelnhen  Integrale  bl 
18.  Die  DtflarenÜale  der  filemente  des  Kfirpen  K  nnd  die  ngebOrlgon  DItI 

goren  A7 

10  Die  DUTbrentiiUclUK  W  B7 
iO  Die  ^undAmentalaobabe  In  der  Theorie  dar  Aboliohen  lategaJe.    Der 

Blemonn  Eoebiobe  Sab  A7 

Si    Die  ElamBDtadntogroIo  erater,  nrelter  und  dntiter  Oattong  A7 

ii   SpoiiallBlorong  flir  die  Intagnle  mit  rationalem  latogranden  &H 

IT    Die  mm  KOrper  K(yftD)  gohOrlgen  algebralBeben  Korroa^ 

dB    Die  ebenen  algebralBohea  KnrTon  nnd  Ihre  ilngnlOnn  EHinite  A8 

M    Der  inr  Knrre  C  gehörige  Diviior  der  Doppelpunkte  A8 

SA    ÄanOsuna  der  SliupilorlnlteD  einer  Kam  A8 

10   Die  KD  eOier  Olelehnng  F{m  y)  gohOrlgon  Fnnküonenxlnge  AB 

17  Dantollmig  deriom  EOrpez  ^gehörigen  Eorron  dnroh  homogene £ooidl 
naten  AO 

18  Die  DlflbrontlaltoilDr  elnoz  DirlMrenBohar  und  Ihre  Anwendong  In  der 
Qeomebrla    Die  Flflokenoben  Fomieln  Ab 

SB   Theorie  der  algebrauchen  Banrnkoiren  dO 

T   nie  Klanen  aigebnliaher  Gebilde 

80  Die  HaDptknrre  elnaa  KOrpan  nnd  Ihre  Welentrafipankto  BOI 

II  Die  Normalglelohongon  nnd  die  Uodoln  der  alaebrunheu  KOrpor  SOt 

81  Die  ITonnalglelohangen  nnd  die  Hodoln  dar  aÜgemelTien  KOrpor  rom 
Genhleeht^  elf 

TL  Ugebralielie  Belatlonen  nriHhen  Abnlieben  Iitegralni 

18   Algebraliohe  Nonnlerong  der  Fnndamental Integrale  erster  and  iweltor 
Gaituig  'llfi 


u 
B4.  DIa  IntagTole  dritter  G*tlniig  und  daz  Bali  ran  dtr  Terteruehiiag  tod 

PiramAtsr  und  AEguniODt  8] 

BS  THnfaHlniig  aQeE  Wflgo  ftof  «liuz  BltmeDBHhffii  miflhe  In  Xlnwm  01 
88   DJe    Pnudnieiitaliipiteiiift    ron  PmlDdiMirageii   fOi  olu  BlmiHnuafaB 

FUeha  «I 

87  Dl»  FadodmnlaUouesi  du  lotognU  sriter  imd  ewhUgt  GtUnng  AI 
BB   Die  EesiBhinigea    nrfaohaB    dan  TOEnihladnMni  VondtmentabjitameD 

Ttni  Forlodsnvsgsn.  81 
80   Dia  Foitodaa  der  IntegndA  iireUs  mul  dritter  Oattong  bIi  Fiuktionfin 

lluar  nnitBtIff'keltBimiÜLts  88 
40    Die  FrlmAmRuaoBiL  Zariognng  der  FunUknoB  doi  EOrpert  (n  Primhiiik 

tlonan  «1 

4t    Du  Abalidu  nifloram  ali  AddltloivpriBrip  der  Int^gmle  M 

41.  DIb  atu  dorn  AbalMhon  T^onm  fblgaHUn  Bsdnktknupiohlemo  81 

48    Du  ümbahzpinbleio  Ar  die  Üaliolua  lategnlg  84 

TU.  (Inknuv  )  IrllhmotlMlift  Theorie  der  tlgebraluken  Ealilen 

44   Dar  Etteper  ft(l)  dac  nUoniilBii  Zahlen  imd  dai  EAfpn  JTCp)  dar  .p-adl 

Bohen  ZahloD  84 

48    Die   al^bralHliea  ZoMkOrper   iind    die  Ihnen    IsoBiGiphon  ntloBblan 

KoQgnienikOEper  84 

48    Unteniiühtiiig  dei  »bfmeJfm   KimgnuuiekArper  Alt  den  DezelQfa  oiner 

Prinuthl  u    Ihn  BadaUüm  eof  &  jp-iiUniien  KoBgrneoBkÄrper  üi 

4T   Die  p  uuBohen  EongiaonBlmrper  dsB  die  ihnen  liamorphaa  XOrper 

K(^)  dar  «-«diwilien  algebnleoben  Kahlen  64 

48   Dar  m  eiiifir  Torgelegten  Ghdolmng  P(>4  — 0  ngohÜElge  Oololiiobe  u 

adlaoho  ZoiülcOipar  04 

(Ahfhi-»n  In  Uta  IIIL] 

0  Ai'ttbnotlBohe  Thurle  der  algobrolseheK  Fuiktiraen  Ewoler 

nnabhftnffgfln  7«Tfiud«iliohen    Von  HEiiTSicn  W  B  Jumq 

in  Halle  o.  8 

I    ElileltiMf 

n  0er  Orper  der  algebnliobfin  PiraktlAuui  siroler  TerOMdarlleheii. 

1  Die  Dantallmig  dac  ronktioDan  doe  Ettrpen  in  dei  üaigebmig  edtwz 
Knm  OB 

%  Die  Dantelliuig  der  VmiUlaneD  du  XArpoti  in  der  Dmgebnng  einer 
Stelle  OA 

B   Die  Stellen  riei  COqwa  JT^y,«]  Qt 

m  Frlmlfillor  iid  IHvliona. 

4.  Die  PrimtaDec  entor  Stofb  OB 

b   Die  BlntsUmig  der  Frunteller  entar  Bto&  in  iwd  Arten                          OB 

8   Die  FilDileiler  siraltez  Btaife  m 

7    DiTieoron,  DlTiHmldaiien  qb 

fi.  Ond  and  QaMthlaehfc  elnsc  Klun  oa 

0    BtTa^nole  TrAnaAmnAdon  gg 

LO    FamlainenUiyvtemB  fOi  die  TlelflioheD  einn  Dlrlion  BT 


1\    Die  Zeutiie«  Segmeha  Itvirinate  luul  das  onaorluhe  fleukledit. 
11  Die  FUoho  F  07 

Ifi  Die  Zonthen  Begteioha  Inreriutte  67 

18   Du  nnmeiiuhe  oder  aritfameünlie  Geadbleaht  p^im  F  67 


ÜberelGht 

Aber  die  im  rorliegendoii  Bande  n,  3  Teil,  1.  UOIfte 

zufiaminengefoflteii  Hefte  und  Ihre  Anegabedaten 

tTrA  1         r 
SB  L  IBM      I   ^    PinoiEiDi  D.  F&bibi  Algsbnlflolie  Anftljili 

Haft  I         f   ''   ^™'*'  ^  Wnj^mi  NnmorlHhe  and  granhlfloba   Quadnitni 
8  TUL  IBlB   i       ™'^  Int«ffTiUon  gewOhnllohfii  and  parHoller  DlffanmUBlglel 

Haft  S         ja   LuraTHmni  Renen  Bntwloklimg  der  FotsnÜftlUmorle    Kon 
IB  Zn.  leiO   l        ftinne  Abbadnng 

Heft  L        f  l.  BanMUAOHi  Neuere  UnbenuahnngOD  flboc   Fiuiktlonan   von 
80  TL  IHl     t       kmnpleiBn  TuUblen. 

Heft  fi.       I  ^  Hhiii.1  Aiühmetiiahe  Ülieorlfi  dar  ftlgehialsohen  FonlcMoDon 
80  TL  iBIl     I   '   J(mi  AzUlunBUuho  Theorie  der  algebnluhoD    FunlcÜonan 


Terbeasenugen  an  n  0  8,  L  Uohteiuteln 

p   ISO  ZiTQ     pl8l7lTO.dai  HaupttestaiE  podUfar  lUti  nloht  nagot 

Zn  Xr  91  und  Ni  P  LAtff  luit  Hdne  Br^bnlaie  tibar  du  a^mplaUHlia 
halten  der  Orasmabea  Funktiami  ua  Bmde  dei  DailnltiaiiigebisiBi 
fflkrfaQh  In  Auto  Malih  AB  (IBltO,  p.  BOT— 907  rarSflteUlflH  Kuh  F 
bedarf  die  Formal  tob  OuotU  (p.  Bfifl)  ednor  TBEbfluamiig 

Zn  du  Arbelk  ron  Biabm^thj  p.  fiA8,  &BBb)  vgL  BemeckniigaB  von  Bi^m 
In  dem  Aofanefbrat  F  d  U.  M  (1014—193  8}  p  BiS,  «owle  eine  donml 
liL  dan  Uath  Aim    BO  emdielneiide  Aiball  tqü  SadM 

p.  ATS  Vonnel  (l)i  1  — |7|  lüitt  jl— ifCf)|. 

p.aTB,  68«)i  DnnhmaiHr  Mimti.  Uiiga  Tgl  B.  Oourtmt,  GDtL  Naohr  1 
p.  AB -70 


BerleJitl^iigeu  zu  II  0  4,  L  Dleberlueli 

p  886  2.  4  V  0  llaii  mfliacm^  '^)  itfttt  mflaKu  ZuioAlgen  0  1).  Elnlgo 
«elbflD  komman.  mit  gBrlngenn  VcuBDafetEungfln  aas  und  dad  m  Umm 
TuAton  AbwBlahan  ron  dorn  J7f«jiattHiohen  Bvweliguig  ali  TozlOote 
mocUrnai  BewelHi  anxoaeheni  0  J  i£iil*M(«n>  Sveoaka  Akadi.  TOdia 
Bd.  0  Nr  8  (leos),  &  Xtitag-T^lor,  a)  BTimflka  VeU  AJodi.  Orsnlkt  1 
b)  Oewali  für  dan  Otwobyiafaen  Sab  GOtt.  Naehr  I87fl,  p  flfi— 78,  Srio 
Jitmqtut,  l^terio  des  AmoUona  elUpUqoei  S.  ed.,  Paiii  187B,  p  118— 

p  410  ITote  OS)  nuiifagaai  P  Montd,  h  a.  O  77,  l)i  O  Jnlia,  a.  a.  0  61, 
G  Vtthron,  a.  a.  0  151  o)  und  he  tbtfortma  de  H.  Fioord  et  lai  grfn^nJ 
fciana  do  iL  Bol-bI,  Padi  a  E.  IBB  (iDSO^  p   107— IflB 

p.  41S  Koto  08  11«  a  rtatt  a^ 

p  418  intt«  Uu  1  itatt  (— iri  Z  B  T  n  llei  r<M,)*>  Z.  fl  t  n.  hinter  i 
eüixufDgeni  Bas  lit  die  waiire  Boluaoke.  Note  OBa)  Boia/Ogani  P  Mm 
».  a.  0  77   I). 

p.  iLia  7  0  7  0  Uei  log  Jr(a,,  q)  itatt  £(0^  0)  Am  BohlnB  tqo  18.  iiuaAlg 
r  Mmiel"  0  liat  gesolgt,  daO  doh  die  BoHiEche  Methode")  m  ali 
Ueweli  des  jfiMoHiyiaben  Batxai  varTrenden  UUt  ZnaofDgai  77,  1)  P  Mot 
Bur  lee  romllloi  noimalei  doi  fbnotloai  analjtlqnBi ,  Ann.  £0.  nonn.  (8) 
{1916),  p  JSfl- 80S  Vgl  biem  fbrnar  dls  in  OS)  imd  dfi)  geDuntoD  Arbel 
wo\fi9  Do  la  VaUis  PSausai»»  D^onibatlou  ■hnpHfläo  dn  tbdorteia  /bn 
mautal  de  U.  ifoatel  rar  iei  ftjnillei  oormalee  de  fonotloiu  Ann  of  nu 
it)  17  (Ifllö),  p  fl 


p  il6  Z  8  V  u.  iniofQgQni  Et  hat  Qm  ipUer***)  uf  dls  Umgobang  dnur  ven 
Uflh  dogiüllnn  BtoUfi  u^edehnb.  Die  Zftfal  dar  Anrnftbrneworte  lit  da  J 
(Bw,  Bv")  Note  BO  KiuQfDgen  q)i  Ptfli  0  B,  170  (IDBO),  p.  lUT— IB 
171  (ino),  p  IfiT— ifi0|  Th.  VaropaOoa,  Fadi  0  B.  171  (lOBO),  ikflüi— ( 

p  ilT  &ide  ron  IB  Huafflgoni  O  Jitäa*^')  hat  gowdgfc,  dnfl  ot  bol  Je 
ganien  ^dIcUod  beliebig  "*""»J*  ui  puMUide  Enmn  angelolnite  Wlal 
rlmm  gibt,  In  wela^  die  Funktion  Jaden  War!  mit  hdohibeiu  dnor  A 
nibinfl  oneodlloh  oft  unfanmt.  Dtfl  HUhmlttal  dar  UntarHoohunff  lifi 
Theorie  dai  noniutlan  funllleo  Vit  Ihrer  HlUb  hat  JHUa  antepieolioi 
tief^ielflmde  Dnteniiobiingen  Anoh  Aber  dsn  Wertoroznt  ongeBtellt,  den  o 
gaoM  Funktion  In  geirlsen  gegen  onendlloh  iloh  hEohnden  dlekreten  < 
bieten  mniTtimf.,  Ble  gehen  ani  einem  denelben  donb  KnlÜplflcatlon  i 
gewlaan  Zahlen  e^  herrar,  Ar  die  |aj  -*■  oo  gUt.  ZnnfDgeni  Si,  1)  Q-  Jul 
Fula  Q.  Rh  IflB — 170  mid  anifDhiUoheri  Snz  qnalqnai  propElttdi  nonrol 
dei  Amstüuu  entdärai  on  mäiomiKrpbfli.  I,  II,  IH,  \nn  et.  nonn  IT!  8A  (101 
p   QS— ISBi  87  (IBIO),  p   IflB— B18|  B8  (IBfllX  P   lU-181. 

p.  All  Note  BO  ■mofflgeni  Nahe  damit  Terwandte  CntemuhnngaD  flndeu  il 
gldohialtlg  bei  G  VaHroH,  Bmnorquei  aar  le  thteWimo  Ar  K  IMoanl,  lii 
H   math   (I)  U  (lOfll)  p  Ol— lOi 

p  ili  Nota  SB  imnfageni  Zn  dieeor  lofaiteron  Arbdb  vgl  man  dlo  ilomorkiinf] 
TOD  Fatou>  Paiii  a  0.  10S  (lOlB),  p   B01~^AOI 

p  ilfi  Z.  1  T   0      Das  Wort  vahnohelnliah  lit  «a  ifadohen     Aiu  Kade  tou 
lit  anranigeni  F  nnd  U.  Riea'^  xalgen  Hie  Sxlitou  dar   Ituidwortn   I 

lir 
anf  alna  Ndhnenge  Ai  Punktionen  /(«)    deren   /  |/'(rt/^|d^  Im  Blnhel 

kreli  beuhrAnkt  lit.  Note  OB  ■niofBgent  Hier  lit  der  Sata  endllob  LiewlaH 

p  ASS  Note  107  nmfflgani  P  JfotUcJ,  a.  o.  0   7T,  1). 

p  MB  U  Z  I  hinter  Artmton  olnRofDgeni  Inibeflondsre  dJe  Ton  Jior«t  ' 
Z  B  Uem  entmakolt.  "^  ■)  /uofOgen  U7  B)  O  JVwmitndm,  Paru  L  lt.  i 
(IBBO)    p  SBB-BBl      Th  \  uropottloa    Paria  C   U    171   (IMG),  p    OIU— OU 

p  4iB  Z  4  Lei  Hadamard  (Parii  C   A.  lOi,  p  10BS|  lionl  Tonnt  ontauroa  p  S 
llai    A(r)  dar  poilüven  Worte     7  B  liaai  [a^|j*<4  Mai(0  ^(r))  —  iSHin 
Z  8  Uofli  Ä{f)<S£(r)    Z  b  llai    Ä{r)<  Mir).    Ifil   1)  xannigen  o)  Üb  tlit 
r^ei  gdodruz  da  U  Boral  dani  la  thdorie  doi  Ibnoboni  antiir«    Ann    f^ 
DomL  m  87  (leaO)    p   Blfl— BBB 

p  lUB  Endo  \-oa  BS  laniftlgeni  Am  lemor  Theorie  dnr  normaltni  bnikUtme 
fSunülen  üab  1*  Mo»id"  *)  die  Theorie  der  (fanion  FunkUen  nridlloher  Ol 
Dong  entvlokelt. 

p   484  Note  1B4  KUinfUgeni  J  Swla,  PoeU  C   R.  171  (IHBO;,  p.  Bdl— £40 

\\  4BB  Z  10  T  0   lioa    ilngulBr   wann  die  a,  |9  inllort  dnd 

|)  466  am  Ende  det  knalT  gedmoktan  insanigooi  J  &w/a**^  Aat  gaaigl,  dt 
wm  in  o)  ftoü  «<Mr  gtaum  FwkUm  irgtudoine  M  c  —  0  M\ä  bei  dt 
o^a^tt)  refüUra  Fmktim  nAmm  kanii  Nota  1D8  aniniAlgcuii  J  Sotd 
Pari«  0  B    171  (iBBO),  p  614— 61B 

p  468  Note  BOB     Dia  hier  erwObubo  Behauptung  Irt,  wie  Herr  Pr^j/tt   Inmurl 

hat,  nnzldhUg 
p  47B  Z  10— IB  T  0   der  Satx  „Obapman        seien"  Ist  xu  slxelohen 


p.  illl  2. 1 T  IL  llei  gudgk  "<  ■}  ZumfllgeB  fiTl,  l]  Notwuidlge  and  Unialob 
Badlngangsn  ffii  dan  inalTUiehaii  OhftmkUr  der  Edhanminme  hak  ( 
J  Wdlff  ugBflebQn    Forli  a  B    100  (191S),  p  Mft-M9 

p.  1S6  Z.  i  T  o.  Um  einaE,  Im  Annhlnfl  u  SXBmiß*^*'*)  ijbsUcn  tibar 
J>MiUitHha  Ffliulp  {1900)  nomaatilah  ZnnAgen  ST6,  1)  Hlor 

du  OedankB  dar  AniwtUkoiiTQi^Biii  mm  Hifaen  Mals  waS 

■^  Ml  im  Ende  da  ontan  Ahube«  aunlUgeai  0  OartöAxfmy***)  gibt  ein 
iSMipfffffohan  uulogei  Lamm»  u  fOr  dac  JaU,  dafi  ff^)  ititt  olnan  Imh 
Fnnkt  sml  Eandpunkte,  ■  B.  -}- 1  nnd  —1,  ftaUfiBL  fify  nlmmb  dBm 
Jodffii  Bar  Eoellea  AohM  ^Tnunsfadidien  £nlibogsiiTdook  mit  den  Bt 
1  and  —  1  nur  Worts  »n  dlMer  Blohel  u  Q  AiKa**^  '}  findHoh  befcrao 
dau  roD,  WD  /X^  mir  ehien  Bindpankt,  i.  B  +1,  SutlUi  Dun 
fblgandfli  LemiU]  «  —  /X«)  ni  fn  Inj  <  1  rognllr  Ai  h1  duelbit  \f(fy\ 

rW-l  and  ei  edBUar«  r(l)  —  ltm^^  "^^^~^  ftr  |1+A|<1,  t 

^■*  IT^^^  [7ii)i  1"!^'^'      Z«i«Mbb«  «W.  I)  ff  JüHa,  a)  Mfimolxe 

IMUntloideiftauHoEintiouiAllQi,  J  dam«tii.(B)l(lBia},p  dT— U6  b) 
bmiüm  urarello  d'ua  lemm»  de  BÖhwan  Aeta  miUi  AB  (lOMX  p.  MB— 

p.  60B  Z  i  T  a.  lloii  gagebaif  nd  idobb  alle  Null 

p.  Mi  Z  1  T  0  lleei  w^n  itatt  n, 

p.  50fi  UUto  lioii  Irt  dmeh  BAr*"")  Im  nogtUrte  Blnn  ailadigt**^) 

p.  M8  Utte  11«!  IBBB  fltett  LflSS  Btnlalwi  Nuh  fiurwfb  liui  Ble  £ 
rieh        JamU.  ***)    StralehB  Kote  808. 

p.  WO  tu  dar  leiiton  FonnaL  sind  nutsr  dam  aioaln  ZfihJer  und  Notumt  eh 

fallHlUD. 

p  fiSS  Bikde  TOD  70  urnftlgani  Q  JnJfa  hit  gaiolgi,  dafl  die  hlor  ftir  den 
gnlarltUiberaüdi  aliier  anal^Ujohen  TiraÜiBi  ongagebaneD  Elgunolu 
anoL  deqfadgso  Benlohen  inkommen,  in  welohen  Tudlian  ron  annljtii 
TnnktloDon  mohreror  TodoUeu  normal  Bstn  können.  Hier  orwalHn 
jene  SgeBeohaflea  ngat  all  hlnndobud  bdf  Qhanktorlilenmg  eolulLer 
rdaha."^  ■>  Znnngen  MB,  1)  G  JiiMa,  8ai  1h  bmlllai  Am  ftmoUon 
pladeiin  rarloblei  Puli  0  E.  no  (IBM),  p.  TBl-TBI,  BTA~8T7, 1040—] 
Isai-lIM,  Hfl»— USA. 
p  0S7  Z  Ifl  Ueii  iweldimeniJonale  "BSbrnü, 

p  bSO  Z.  10  r  n.  elnmuahalion  t  Hlbre  Bemlkuite  lei  ron  Nnll  Terwihiedan. 
p.  All  Z.  11  r  o.  hlntsr  Bntvlobhug  sinrafllfaD    „Deren  ßonütuite  id  von 
nnobloden  "    Z  i  t  n   liintor  Berelahe  efambaUeni  „dnroh  am  Bande 
regolOre  ffonktloaai*' 
p  US  JToto  saa  hintor  der  AibeH  von  T  Lnt'OMtä  elniehalbon    0  äiffn 
zapprosantoalani  taeJI  deUe  fbnne  eomploB*  ^U  enti  Iparalgolwalel,  k 
Ann.  iO  (less)    p.  dlS— UT     J7  fiw2y,  SngU  anU  anaUttd,  PaL  Bern 
(IBOfl)    p  84A— lae     Die  drei  lefartgenannten  AzbeUen  enthalfm  SUie 
ualjiliehe  UuintgfiLUgkeUen    die  bd  Sluäff  m  toHoe  Allgamaüiheit 
gnreirt  azMhofaian   DioBor  Aibeli,  velehe  In  ToallganehieniDgan  der  SoiU 
■oben  äpIegelongiiU»  gfp/Ut,  volut  elae  bflwmdere  gnmdlogonds  Be 
tang  (nno 
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naires  dans  les  constructions  göomötnques  1"  öd  (ßcms  nom  d'auteur)  Paris 
1806     20  6ä   (par  J  EoUeT),  Pans  1874 

JBemJiard  Bdlnano,  Der  binonusche  Lehrsatz  und  als  Folgerung  aus  ihm  der 
polynomische  und  die  Reihen,  die  zur  Berechnung  der  Logarithmen  und  Ex- 
ponentialgrößen  dienen,  genauer  als  bisher  erwiesen,  Prag  1816 

N  JS  Abel,  Untersuchungen  über  die  Reihe    1  -f-  t"^  4"  o    ^*  "1"        ' 

1  12 

heiausgeg  von  A  Wcmgertn  (Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften, 
Nr  71,  Leipzig  1896)  (=  J  f  Math  1  (1826),  p  31  =  Oeuvres  id  Sylow-Lie 
1,  p.  219) 


Euüeitung:  Historisolies.  Naclidem  man  gegen  Ende  des 
17  Jahrhunderts  mit  Eüfe  der  Differential-  und  Integralrechnung  die 
allgemeinen  Grundlagen  für  eine  Theorie  der  elementaren  transzen- 
denten Functionen  gewonnen  hatte,  machte  sich  schon  sehr  hald  das 
Bestieben  geltend,  diese  Theorie  im  Anschlüsse  an  die  Arbeiten  der 
älteren  Analysten  ohne  Benutzung  des  Infinitesimalcalcüls  durch  wesent- 
lich algebraische  Methoden  zu  begründen.  Eiders  introdiictio  in  ana- 
hfsm  infinitorum  (1748)  ist  der  erste  systematische  Versuch  zur  Er- 
richtung eines  derartigen  Lehrgebäudes,  das  sofort  dui-ch  den  von 
3uler  entdeckten  Zusammenhang  zwischen  e^'  und  cos  |,  sin  |,  somit 
schließlich  durch  die  prinzipielle  Einführung  des  gleichfalls  der  Al- 
gebra entlehnten  Imaginären  m  die  Änalysts  gegenüber  den  syste- 
matischen Darstellungen  der  ausschließlich  mit  reellen  Veränder- 
lichen arbeitenden  Infinitesimalrechnung  seinen  besonderen  Charakter 
erhielt  und  späterhin  im  Gegensätze  zur  letzteren  als  algebratsdie 
Änalys2S  bezeichnet  wurde  Gelang  es  auch  JEnlers  rechnerischem 
Genie,  zahlreiche  m  der  angedeuteten  Richtung  erwachsende  Pro- 
bleme mit  glucklichstem  Erfolge  zu  behandeln,  so  bheb  doch  die 
strengere  Begründung  seiner  zumeist  durch  rein  formale  Übertragung 
algebraischer  Methoden  auf  sogenannte  unendliche  Algorithmen  ge- 
wonnenen Resultate  emer  späteren  Peiiode  vorbehalten.  Die  ent- 
scheidende Wendung  beginnt  erst  mit  CaucliyB  Analyse  dlg^brigue 
(1821),  einem  auch  für  die  Gegenwart  m  vieler  Hmsicht  noch  muster- 
giltigen  Werke,  m  welchem  neben  dem  Bestreben  nach  strenger  Be- 
handlung des  Grenz-  und  Stetigkeitsbegriffes  die  konsequente  Aus- 
dehnung des  Funktionsbegriffes  auf  JcoTnplexe  Vetdnderhche  chai-akte- 
ristisch  hervortritt  Weitere  erhebliche  Fortschritte  bringen  Ahela 
Abhandlung  über  die  JBinomialreihe  (1826)  und  GoMchyB  Besvmes 
analyliques  (1833).  Sucht  auch  —  unter  dem  Emflusse  der  sogenannten 


4        HCl     Alfred  FringsJmm  imd  Oeorg  Fab&r     Algebraische  Analysis. 

kombinatoriaehen  Sotule  {Hindmburg,  Eschefü)ach,  Bothe)  zumal  in  der 
deutschen  Lehrbuchliteratnr  (07iw,  Dirksen,  Stern)  —  noch  bis  über 
die  Mitte  des  19  Jahrbnnderts  hinaus  neben  der  durch  Gauchy  und 
Ahel  inaugurierten  Tmtisch-exciMen  Behau dlungsweise  {ßchlimüch)  und 
teilweise  im  bewußten  Gegensatze  dazu  eme  Weiterbildung  des  Euler- 
schen  Formalismus  sich  geltend  zu  machen,  so  gewmnt  jene  erstere 
doch  schließlich  die  Oberhand  und  wird  namentlich  durch  den  Einfluß 
von  Wei^rstraß  Vorlesungen  zur  Vollendung  gebracht  (Ltpschvte,  SioU). 
Freilich  erreicht  die  algebraische  Analysis  damit  gewissermaßen  auch 
ihr  Ende:  sie  geht  in  der  von  Weierstraß  geschaffenen  demerdwen 
Tlieone  der  atmlytischen  FunMionen  auf  Will  man  heute  überhaupt 
noch  von  der  Sonderexistenz  einer  aXgeh  aisclien  AncHy&is  reden,  so  wird 
man  sie  allenfalls  als  eme  Vorstufe  zui  Weierstraßsahffn.  Funktionenlehre 
auffassen  können  und  ihr  etwa  die  (besser  als  Gegenstand  der  „aVr 
gemeinen  Ärilfimetilc"  zu  bezeichnende)  Lehre  von  den  unendltchm 
Algorithmen  (mit  konstanten  Termen)  und  von  den  allgememen  Eigen- 
schaften der  Potengreihen,  sowie  eme  Anzahl  spezieller  Methoden  zui 
Darstellung  der  Elementarfunlctionen  durch  unendhche  Reihen,  Produkte 
und  Kettenbrüche  zuteilen  Nachdem  nun  die  Lehre  von  den  unend- 
licJmi  Algorithmen  mit  honstmtten  Termen  angemessener  Weise  bereits 
in  dem  der  Arithmetik  und  Algebra  gewidmeten  Bande  der  Enzyklopädie 
(untei  IA3  und  I  G-3:  PnngsJieim)  ihre  Erledigung  gefunden  hat  und 
bei  dieser  Q-elegenheit  auch  schon  diejenigen  Arbeiten  berücksichtigt 
worden  smd,  welche  sich  mit  den  Kettenbruchentwicklungen  gewisser 
Elementarfunktionen  beschäftigen  (s  JA 3,  Nr  55),  so  hat  sich  das 
folgende  Referat  auf  die  noch  übng  bleibenden  der  genannten  Q-egen- 
stände  zu  beschränken. 

Dabei  soU  hier,  im  wesentlichen  dem  Vorgange  Gauchys  folgend 
und  im  Gegensätze  zu  einigen  neueren  Lehrbüchern  {Cesäro,  Godefroy, 
Bur7:ha/rdt)  dm-chweg  der  Begriff  der  komplexen  Veränderlichen  in  den 
Vordergrund  gestellt  werden.  Hiernach  bedeutet  im  Folgenden  das 
Zeichen  x  stets  eme  Tcomplexe  Veränderkche  von  der  Form  i  +  *'V; 
bzw.  r(coS'9' +  ^sm-ö"),  wo  man  unter  |,  ->;,  ^  reßZ/c  Veränderliche, 
unter  r  eine  positive  redte  Veranderhche  zu  verstehen  hat 

1.  PotezLzreilien:  Der  Eonvergenzkreis.  Der  Konvergenzbereich 
einer  ,^eivÖhnhchen  Potengreihe^' 

00 

(1)  '^[^t)  =-2  a,x^ 

0 

ist  unter  Zugrundelegung  der  üblichen  Repiäsentation  einer  Jcojnjolexen 
Zahl  I  +  iii  diuch  den  Punkt  mit  den  rechtwmkligen  Koordinaten 
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(I,  1^)  allemal  ein  —  eventuell  auch  unendlich  großer  oder  in  den  NvUl- 
jßimkt  sich  eusamtnenisiehender  —  Kreis  um  den  Nullpunkt,  „der  Kon- 
v&rgenghreis^f  dessen  Radius  B  eindeutig  durch  die  Beziehung  be- 
stimmt wird^): 

(2)  B  =  (E^>4^-' 


(bzw   »=  hm 


,  -wenn  dieser  Limes  eanstimi). 


^{x)  "konvergiert  alsdann  für  |a;|  <  i^;  divergiert  für  |a;|>iJ  (geo- 
metrisch gesprochen:  innerhalb,  bzw.  außerhalb  des  Kreises  (0,  i2); 
über  das  Vei halten  für  |ic|  =  J2  s.  Nr  3.  In  den  beiden  Glrenzf  allen 
J?  =  oo  (d.  h.  lim  y|a^|  =  0,  also  geradezu  lim"j/[äj  =  O)  und 
^  ==  0  (d.  h  lim  y\a^\  =  oo)  heißt  die  Reihe  beständig  ^)  konver- 
gent bzw.  divergent.  Konvergiert  ^a^af  für  einen  gewissen  Wei-t 
X  =  X  oder  weiß  man  nur,  daß  für  irgend  ein  X  imd  alle  v : 
la^X^l  <  G  bleibt,  so  Jvonvergiert  ^\a^,x*\  zum  mindesten  für 
a;|  <  |X|  °)  Man  erschließt  daraus,  daß  ^{x)  für  |a;|<12  stets 
absolut  und  für  |ii;|^r,  wo  r<JS,  auch  gleichmäßig^)  konvergiert, 
also  für    |a;|<i^   eme  (eindeutige  und)   stetige^)  Funktion   darstellt 

1)  Gauchy,  An.,  p.  286  Vgl  im  übiigen  I A8,  p  81  Fußn.  167,  168;  IIBl, 
p  88  Fußn  204).  (NB  Die  an  letzterer  Stelle  gegebenen  Hinweise  auf  Cauchy 
Bind  nicht  ganz  korrekt,  Bie  beziehen  sich  lediglich  auf  den  entsprechenden  Satz 
für  leeUe  Beihen) 

2)  Bezeichnung  von  Weierstraß 

3)  In  der  ersten  Fassung  für  positive  X  bei  Abel  (J  f  Math  1  (1826), 
p  314  =  Oeuvres  1,  p  228),  anderer  Beweis  bei  P  F  Af^idt  (Arch  f  Math  26 
(1855),  p  211),  welcher  den  J.&c?schen  Beweis  miger  Weise  för  falsch  hillt 
(Arch  f  Math.  20  (1863),  p  464)  In  der  zweiten  Fassung  (mit  Benutzimg  der 
auch  von  Arndt  angewendeten  Schlußweise)  wohl  von  Wezet  straß  cf  iS*.  Ptncherle, 
Giom.  dl  mat  18  (1880),  p  828  Der  Konvergenzradius  B  eischeint  dabei  als 
obere  Grenze  der  Zahlen  |X|,  fflr  welche  'a„X'|  endlich  bleibt;  cf  IPmcJieile 
a  a  0   p  331 

4)  Ftncherle  a  a  0  »)  p  838     Vgl  iin  übrigen  H  A  1,  Nr  17;  IIB  1,  Nx  6 

5)  Eine  Funktion  f{a:)  dei  komplexen  Veränderlichen  a5=H-7jt  heißt 
fflr  a;  =  »0  =  lo -|- Tjo »  (oder  auch  an  der  Stelle  a;,)  stetig,  wenn  f(x)  für  sc=Xg 
und  eine  gewisse  Umgebung  von  x  =  Xq  eindeutig  definiert  ist  und* 

\fix)-f{x,)\<s    für    \x-x,\<ä 
(nach  Weie)stiaß,  s  PmcJieile  a  a  0  *)  p  24C)     Ist 
f(x)  =  <p{l,n)-j-t  i/)(|,7j), 

so  zieht  die  Stetigkeit  von  f(ß:)  an  der  Stelle  iCj  diejenige  der  ieellen  Funktionen 
g)(|,7j),  -«/»(l,  7j)  an  der  Stelle  (IojTJo)  nach  sich  itnd  wmgekeh/rt  Das  Analoge 
gilt,  wenn  man  setzt 

ic  =  «-(coS'9"-f  »sm-ö')    und      tp{x)=  ^ {),&)-{■%    W{r,^), 
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"Werden  x^  und  Ji  beliebig,  jedocb  so  angenommen,  daß  [ajoj  +  |/i|  <E 
ist,  so  fimdet  man  mit  Hilfe  des  Ca/ucJiyschen  Doppelreihmisat0es 
(s  IQ- 3,  Nr  4)  die  „Taylorsche  Entwicklung" •^) 

(3)  ^(^0  +  ^)=  ^(^o)  +  ^' W  n  +  •  •    +  ^^"^  W  ^  + 

Die  als  n^  Dermette  (w  =  1,  2, . . .)  von  ^(x)  bezeiclineten  Potenz- 
reiten 

(4)  s|5W(a;)«^r(v— !)•      (v -n  +  1)  a,«?"-« 

n 

besitzen  denselben  KonTergenzkreis  wie  '^(x)  selbst')  Die  Reihe  (3) 
bzw  die  durch  Substitution  von  Xq -\-  h  ==  x  daraus  hervorgehende 
„aus  '^(x)  abgeleitete  Reihe  '?^(x\Xq)"^),  nämhch. 

(5)  ^(^\x,)  =  Sp W  +  S(S'(^,)  ^  + .  .  +  spw w  f'"  -J'^"  + 

konvergiert  auf  Grnind  der  Herleitung  mim  mindesten  für 

\h\  =  \x  —  Xo\<E  —  \xo\, 
kann  aber  auch  einen  größeren,  also   über  den  Kreis  (0,  B)  hinaus- 
ragenden Konvergenzki'eis  besitzen  und   liefert   dann   die   andlytisc^ie 
Fortsetmiig^)  von  '^{x).    Im  entgegengesetzten  Falle  heißt  die  Stelle 

a  =  R  — - ,  d  h  geometrisch,  der  in  der  Verlängerung  des  Strahles 
Oxq  gelegene  Peripheriepunkt  von  (0,  R),  eine  smgulme^'^)    Der  (wahre) 

(wobei  znr  Erhaltung  der  ümheh)ba)leit  fdr  den  Fall  aio  =  0  noch  der  Zusatz  er- 
forderhch  ist,  daß  *(0,'8'),  ?P"(0,«-)  eindeutige,  von  -fr  unabhängige  Werte  besitzen 
müssen)  Es  kann  also  auch  die  Stetigkeit  der  reellen  Funktion  q>  (^  tj),  i/j  (|,  ti)  bzw 
(&(r,  «•),  W{r,&)  als  Defimtum  der  Stetigkeit  von  fijc)  dienen  (vgl  das  Analogen 
in  IG 8,  Nr  1);  so  z  B  durchweg  bei  Oauchy,  bei  dem  freihoh  andererseits  die 
Stetigkeit  eines  qod,  r})  nicht  ansreiohend  definiert  erscheint  (An.,  p  87,  vol. 
hierzu  EAl,  p  48)     Ist  f{sc)  für  x  =  Xq  stetig,  so  hat  man 

hmf{x)  =  f(x,), 

eine  Beziehung,  welohe  wieder  auch  umgekehrt,  mit  dem  Zusätze,  daß  /"(a;,,) 
encUieh,  als  Defimtion  der  Stetigkeit  dienen  kann  (vgl  HAI,  p  9,  Gl  (21),  (22)) 

6)  Vgl   HA 2,  Nr  U 

7)  Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Heileitung  von  Gl  (8)  oder  auch  un- 
abhängig davon  aus  Gl  (2),  vermöge  der  Beziehung, 

]^yv{v  —  l)       (v  —  n  +  1)  I a J  =  lim  j/jö^ 

8)  Bezeichnung  von  Weietstraß    Pmcherle^  a  a  0   p  347 

9)  Gnmdlage  des  Begriffs  der  analytischen  Funlction  nach  Weiß)  Straß  und 
Miray,  als  Weiterbildung  von  Lagranges  „Fonotions  analy tiques" ;  vgl  IIBl, 
p  40,  Fußn  77 

10)  Eme  solche  singulare  Stelle  a  ist  also  dadurch  charakterisiert,  daß  die 


1.  Fotenzreiheu .  Dei  Eonveigenzkreis  7 

Konv&rgenghreis  (0,  R)  ist  dann  dadurch  charakterisiert,  daß  anf  ihm 
mindestens  eine  singulare  Stelle  hegen  mnß^^)  Es  können  aber  auch 
samthche  Stellen  von  (0,  JS)  singulare  sein"),  ja  dieser  Fall  ist  m 
Wahrheit  sogar  als  der  allgemeinere  zu  betrachten  ^^.  Die  Konrergenz- 
eigenschaften  von  ßeihen  der  Form 

oo  00 

(6)  ^(^  -  X,)  =^  a^(x -  x,)%      ^  (4-)  =2  ^v^-' 

0  '  0 

ergeben  sich  aus  den  vorstehenden  durch  Substitution  von  x  —  x^ 
bzw.  x~^  anstelle  von  aj,  sodann  durch  Kombination  auch  die- 
jemgen  von 

(7)  P{x)  =^  a^x'  bzw  T{x  —  x^)  =^yaXx--x,y 

—  00  00 

Als  Konvergenzbezirk  erscheint  in  letzterem  Falle  ein  Kreisnng  (dessen 
äußerer  Orenzkreis  eventuell  wiendlich  groß  werden,  dessen  innerer 
sich  in  den  NuUpunht  bzw.  den  Punlt  x  =  Xq  ßusammeiigiehen  kann)  ^*). 
Als  typisch  für  die  Potenzreihen  mit  p  Variabein 

00 

^(x^  X,      .  x^)  =2'-  'P  fl,,^     ,x^^    .  .  X'^P 

0 

kann  der  Fall   j?  =  2,   also 

00 

(ß)  ^{s:,y)=^',-a^^^xff 

0 

betrachtet  werden,  es  gilt  hier  zunächst  der  Satz:  Hat  man  für 
irgend  em  von  Null  vei schiedenes  Wertepaar  X,  Y  und  alle  fi,  v: 
\a^^^X"Y''\  <G,   so  konvergiert  '^{x,y)  absolut  fiir  alle  x,  y,  welche 


untere  Grenze  für  die  Konvci  gensradien  dei  aus  5p  (oj)  ableitbaren  Reihen  m  dei 
Nilhe  von  a  den  Wort  Null  hat     Weierstraß,  s  Ptncherle,  a  a  0  ')  p  863. 

11)  Dem  -wesenthchen  Inhalte  nach  schon  von  Cauchy  herrührend  als 
Polgemng  des  nach  ihm  benannten  Integralsatzes  (vgl  ÜB  1,  Nr  7),  in  der  vor- 
hegendon  Passung  von  Weierstt  aß  formuliert  und  elementar  bewiesen  s  PiTichetle, 
a  a  0»)  p  850,  Stole  2,  p  188,  Stolz -Chiemer,  F  1,  p  212 

12)  s    UBl,  p   83,  84 

18)  Zuerst  ausgesprochen  und  bewiesen  von  Ä  Pnngsheim,  Math  Ann  44 
(1894)  p  50  Andere  Beweise  bei  J^mtle  Borel  (Par  0  R  128  [1896],  p  1061, 
Acta  math  21  [1897],  p  248)  und  Uug&ne  Fabry  (Par  C  R  124  [1897],  p  142; 
Acta  math  22  [1899],  p  65)  Vgl  im  übrigen  Jacques  Hadamard,  la  söne  de 
Taylor  et  son  prolongement  analjiaque,  Paris  1901,  p.  38,  sowie  auch  II  Bl, 
p  84 

14)  Über  Umformung  von  P{x)  in  eme  ?ß(a;,  x^)  s    z.  B   Stolz  2,  p  167 
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der  Bedingung  genügen  |a?|<|X|,  |y|<|r|")  und  gletcJmäßig  för 
^l^»"j  \y\^'^'>  sofern  r  <\X\,  »•'<|r|.")  Ist  q  die  kleinere  der 
beiden  Zahlen    \X\j  \Y\y   so  konvergiert  also  '^{p,y)   absolut,  wenn 

\\\  <  o      Bedeutet  E  die  obere  Ghrenze  dei  ZaMen  q,  oder,  was  iin 

wesentliclien  dasselbe  aussagt,  setzt  man: 

(9)  J?  =  (hV"yl^)-'"), 

SO  wird  auf  Grund  der  Analogie  mit  GL  (8)  von  mancben  Autoren  R 
als  der  „wahre  Konvergen^radiu^'  von  ^{x,  y)  bezeiclinet  ^^)  Zu 
einem  allgemeineren  Resultate  fiihrt  die  folgende  Auffassung.  Sind 
J?,  B'  zwei  positive  ZaUen  von  der  Art,  daß  |a^J  iJ^E'"  <  (r  für 
alle  ft,  V,  daß  dagegen  eine  solelie  endliche  Schranke  G-  mclit  mebi" 
vorhanden  ist,  wenn  nur  dne  der  Zahlen  B,  B  beliebig  wenig  vei- 
größert  wird,  so  Jconvet'giert  S^(x,y),  -weim gleicheeiUg  \x\<R,  \y\<,It\ 
divergiert,   wenn   ghiclimtig   la;|>JR,   jj/j  >  I?      B,  R'  heißen  dfmn 

16)  Ptncheile  nach  Weterstraß  a.  a  0  ^  p  329 

16)  0  Btermann,  Theorie  der  analyt  Fimkt ,  ij  1S7  (in  der  freilich  molit 
korrekten Fassimg,  daß  ^(x,y) für  | as [< | X| ,  1 1/ 1< ] T] gleichmäßig konyei giere).  — 
Man  findet  auch  in  Lehrbüchern,  selbst  in  solchen,  welche  der  neuesten  Zeit  ange- 
hören, den  folgenden  (nach  Analogie  eines  für  Fotenzreihen  einei  Yanabeln  rKMtgen 
Satzes  gebildeten)  falschen  Satz.  ,,Konvergtert  die  ßeihe  ^{x,y)  für  em  gewisses 
Werfcepaar  ar  =  Z,  y='Yy  so  'konvergiert  sie  auch  für  |a!|<^|Z|,  |2/)<|!r|,"- 
Aus  der  bloßen  (d  h  eventuell  nur  bei  bestimmter  Anordnung  vorhandenen) 
Konvergem  der  Doppelreihe  Sß(X,  T)  folgt  nämlich  kemeswegs,  daß  di& 
\a  X^^T^l  unter  einer  endlichen  GJrenze  bleiben  (vgl  IA3,  p  98  und  insbe- 
flondere  Pnngahetm,  München  Ber  27  (1897),  p  180)  Der  obige  Satz  ist  viehnehr 
nur  dann  richtig,  wenn  man  ausdrücklich  diese  letztere  Eigenschaft  oder  auch 
die  absolute  Konvergenz  von  ^{X,  Y)  voraussetzt  (was  im  Falle  ctwcf  Veränder- 
lichen keineswegs  erforderbch  ist). 

Eine  sehr  eingehende  Untersuchung  auch  der  eventuell  nur  bedingten 
Konvergenz  der  Potenzreihen  von  zwei  Veränderlicheu  sowohl  bei  der  Anordnung 
als  Doppelreihen  als  bei  derjenigen  nach  Zeilen,  Kolonnen  oder  Diagonalen 
gab  neuerdings  Frteändh  Hartogs  m  zwei  Abhandlungen  1)  Beiträge  zur  elemen- 
taren Theorie  der  Potenzreihen  uaw  ,  Münchener  Diss  ,  Lpzg  1904,  2)  Math. 
Ann   62  (1906),  p  1— -88 

17)  Ist  c    ,  eine  Doppelfolge  positiver  Zahlen,  so  bedeutet    lim    c    ,  den 

oberett  Ltmes  der  („nach  Diagonalen"  geoidneten)  einfachen  Folge: 

'^OO^  ^Of>  ''lO'         •»  ^Ofi>  ^fi-l-'         '^M><>'  ' 

(bei  welcher  alle  Tenne  nach  Gruppen  mit  konstantem  ft  -{"  **  gßoidnet  smd)^ 
und  darf  nicht  verwechselt  werden  mit  dem  oberen  Dmies  der  Doppelfolge,  in 
Zeichen     ban  c      (vgl   Prtngshetm,  Math.  Ann  63  (1900),  p.  296) 

18)  Btennann,  Analyt  Funkt,  p  188,  Math  Ann  48  (1897),  p  894 


2.  Yeiholten  von  Potenzreihen  auf  dem  Konrergenzkreise.  ^ 

em  Paar  assojsiierter  Konvergenzradien.  Da  im  aUgemeinen  die  Be- 
dingung \a  \Iif^I^'^  <.  G  bei  Verkleinernng  von  E  eine  Vergrbßenmg 
von  B!  zulassen  wird  —  und  umgekelirt;  — ,  so  gibt  es  aisdaun 
unendlich  viele  Paare  assoziierter  Konvergenzradien  ^^)  (unter  denen 
das  Paar  II'  ==  H  den  oben  erwähnten  „wahren"  Konvergenzradiua 
liefert).  Als  Verallgemeinerung  der  Beziehung  (9)  erscheint  alsdann 
die  folgende^): 

(10)  K   i]7|a,J  (|y  =  h^'y\a^,\-Iif'E^  =  1. 

fi+v=ea         '  \JtbJ  ^t  +  r  =  oo 

2.    Verhalten  von   Fotenzreihen   auf   dem  Elonvergeuzkreise. 

Auf  dem  Konvergenzkreise  kann  ^(a;)  ==  ^a^x^  noch  äurchivegj 
tmkoeise  oder  auch  mrg&näs  konvergieren  Im  ersten  der  genannten 
Fälle  konvergieren  zwar  die  bekannteren  Reihen  zugleich  ahsölut, 
doch  gibt  es  auch  aUgememe  Tj^en  von  Reihen,  welche  auf  dem 
Konvergenzkreise  ausnahmslos,  dennoch  nur  hedhigi  konvergieren  *^) 
Bei  teilio&iser  Konvergenz  kann  dieselbe  allemal  nur  eme  bedingte 
sem^^.  Konvergiert  ^(cc)  für  eine  gewisse  Stelle  X  des  Konvergenz- 
kreises,  so  hat  man*^): 

(11)  lim  S}5((>X)=«ß(X) 

^  =  1-0 


19)  Daß  die  Punktion  JR'  =  cp{E),  welche  zu  einem  Konvergenzradiua  den 
asBOzuerten  angibt,  (im  aUgemeinen)  stetig  ist,  bewiesen  A  Meyer,  Stookh, 
Yet  At.  FörL  öfv  40  (1883),  Nr  9,  p  16;  Phragmin,  ebenda  Nr  10,  p  17, 
F  JTartoga  Dies  ^^  p  8.  Eine  weitere  von  JS  Fabry  (Paris  C  R  184  (1903) 
p.  1190 — 1192)  als  fiir  die  Funktion  qp  notwendig  erkannte  Bedingung  wurde 
später  von  G  Faber  (Math  Ann  61  (1906),  p.  800),  sowie  von  F  Hartogs  (Math 
Ann  62  (1906),  p  81)  wiedergefunden  und  als  für  qp  diarakteusUsch  nach- 
gewiesen    Vgl   das  Referat  von  F  Sartogs,  D.  M.-V  16,  1907,  p  231 

20)  F.  Leinatre,  Darb   Bullet  (2),  20  (1896),  p  286 

21)  Pnngshetm,  Math  Ann  26  (1885),  p  419,  Mflnchen  Ber  80  (1900),  p.  68. 
Einfachsteg  Beispiel 

wo  [y^^  die  größte  m  \Yv\  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet) 

22)  Ißt  Sa^  divergent,  dagegen  S\a^  —  '^i.  +  il  konvergent^  so  konvergiert 
2a  aj"  bedingt  für  alle  |a3|=»l  außer  x  =  l,  wie  sich  unmittelbar  mit  Hilfe 
der  sog  jlteZschen  Transformation  ergibt,  s  IGS  Nr  4.  Ebenda  siehe  auch 
emen  besonderen,  von  Weterstraß  hervorgehobenen  Fall  dieses  Satzes 

28)  Für  reelle  X  ausdrücklich  formuliert  und  bewiesen  von  Abel,  J.  f 
Math.  1  (1826),  p.  814  -=  Oeuvres  1,  p.  228  Anderer  Beweis  von  IHrtchlet,  J  de 
raath  (2),  7  (1852),  p  258  Vgl  die  Bemerkungen  von  Pnng^etni,  München 
Ber  27  (1897),  p   844 
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und  etwas  allgemeiner: 

(12)  limSi^{x')  =  ^iX), 

falls  x'  aus  dem  Iirneni  des  Konvergenzkreises  aiif  u-gend  eiuem 
Strahle^)  (auf  irgend  einer  den  Konvergenzkreis  nicM  tangierenden 
Kurve  "«O)  der  Stelle  X  zustrett  Die  Konvergenz  von  ^{x)  bleibt 
n'ämlicli  eine  gleichmäßige  im  Innern  und  auf  der  Begrenzung  jedes 
innerhalb  (0,  R)  liegenden  Dreiecks  mit  der  Spitze  X  *«)  Eine 
direkte  Yerallgememerung  des  ÄbelBchen  Satzes  (11)  bzw.  (12)  liefert 
der  Satz  von  Fröbetmis^^f  welcher  besagt,  daß: 


(13)  lim  5jS(()  :X)  ==  lim  ^  5/  s,, 

n 

bzT7  28):  lim  ^(x')    =  lim  -^^«^ 

(wo:  s„==ßo+«i^+«8^+  •  +  »v^''); 

falls  der  rechts  stehende  Grenzwert  existiert  Auf  G-rund  von  (11) 
ist  die  BediQgung 

(14)  hm  «P(()X)  =  ^  (d.  h  eudhch) 

§  =  1-0 

eme  notwendige  fui  die  Konvergens  von  ^(X),  übrigens  keine  Imi- 
rehcheyide  Dies  ist  nicht  einmal  der  Fall,  wenn  die  weitere  Bedingung 
hinzukommt*^): 

(15)  lim  a„  =  0, 
wohl  abei  wenn"**): 

n 

(16)  lim|2i'«.,Z'  =  0, 


24)  StoU,  Zeitschr  Math  Phys  20  (1876),  p  870;   desgl  29  (1884),  p  127; 
Allg.  Arithm.  2,  p   157;    Stols - Guietner  F  2,  p  287 

26)  E  Ftcard,  Traitö  d'Aaalyee  2,  p  78  (2  Aufl ,  p  77)    Diese  Fassung  ist 
ubngens  nur  dann  korrekt,  wenn  mau  unter  „Eurve"  schlechthin  eme  solche 
Linie   versteht,   die  m  X  eine  Tmigente  hat     Andernfalls  müßte  man  sagen 
auf  emer  Eurve,  welche  m  dei  Nähe  von  X  ganz  mneihalb  emes  im  Innern  des 
Kreises  (0,  S)  hegenden  Winkels  mit  dem  Scheitel  X  verläuft 

26)  In  dieser  Fassung  bei  Pnngshezm  a  a  0   p  347 

27)  J  f  Math  89  (1880),  p  262.    Weitere  Yerallgememerungen  bei  Hulder, 
Math  Ann  20  (1882),  p.  685.     Ygl    auch  IA3,  p  108,  Fußn.  287 

28)  Bezüglich   dieses   verallgemeinerten   (d   h    ebenso  wie   bei  Gl  (12)  zu 
verstehenden  Grenzüberganges)  s   JP}-%ngsheim,  München  Ber,  81  (1901),  p  517 

29)  Pnngsh&im,  a  a  0  '^  p  505 


8.  Weitere  Ftmdamentaleigenficliaffcen  von  Fotenzreihen  H 

und  zwar  bestellt  die  letztere  Bedmgtmg  mit  Sicherheit  für  alle  X, 
■wenn 

(17)  lim  na„  =  0 

Andererseits  ist  für  die  Konvergenz  von  5ß(X)  an  irgend  einer  einsdnen 
Stelle  X  außer  der  Bedingung  (14)  das  Verhalten  der  „Bandfunktionf' 

(18)  /•(X)=  lim  «ß(()Z)       ^ 

längs  des  gesamten  Kreises  \X\  =  Ji  maßgehend ^^)  Füi-  genaueie 
Untersuchungen  m  der  fraghchen  Richtung  erweisen  sieh  die  rem 
elementaren  Hilfsmittel  als  unzureichend.  Als  zweckmäßige  Grund- 
lage dient  alsdann  die  Darstellung  der  a^  in  der  Cawc%3chen  bzw. 
Fo  urieradhen  Integralform  ^^). 

Ist  I^a^X''   eigentlich  divergent,  so  hat  man  allemal'') 

(19)  hm  «ß(?X)  =  cx5. 

(1  =  1-0 

3.  Weitere  Fondamentaleigensoliafteii  von  Fotenzreilieu.    Koii- 

vergiert  F{x)  .^^ja^x'  gleichmäßig  für  alle  x  mit  dem  absoluten 

—  00 

Betrage   \x\  =  r  und  ist  |  F(x)  \-^M,   so   besteht   füi   jedes  r   die 


30)  A  Tauher,  Monatsh  f  Math  8  (1897),  p  273.  —  PiiizgsJimn,  Mönchen 
Ber  30  (1900),  p  51  —  Andere  Bedingungsformen  bei  Konrad  Knapp,  Palermo 
Rend.  25  (1908),  p  287 

81)  Selbst  wenn  lini?P(a;')  fili-  alle  X  endlich  und  bestimmt  ausftlUt,  braucht 
x'  =  x 
^(x)   fiir  kein  einziges  X  zu  konvergieren     Betsptel 

{P)ingsJicim,  München  Ber   30   (1900),   p    39,   vgl    auch  Math  Ann  44  (1894), 

P    ö^) 

32)  Literatur  L  W  Thomi,  J  f  Math  87  (1879),  p  333,  desgl  96  (1888), 
p  97;  deagl  100(1887),  p  167,  G  Darboux,  J  de  math.  (3),  4  (1878),  p  13, 
J.  Hadamard,  J  de  math  (4)  8  (1892),  p  169;  A  Tauber,  Monatshefte  f  Math  2 
(1891),  p  79,  desgl  6  (1896),  p  118,  Pnngsheim,  München  Ber  25  (1895),  p.  387, 
desgl  30  (1900),  p  54,  79;  K  Knopp,  Dissert  Berlin  1907;  Versuch  emer  zu- 
sammenfassenden Darstellung  K  Jahraus^  Progr  des  Gymn  Ludv?igshafen 
a  Rh   1901/2   —  Vgl  auch  HAH 

88)  Ein  besonderer  Fall  schon  bei  Ahel^  Oeuwes  2,  p  208 ,  allgemeiner  bei 
StoU,  2,  p  169;  genauer  Pnngsheim,  München  Ber  80  (1900),  p.  41  Bei  StoU 
a  a  0  sind  auch  gewisse  PaUe  wnetgenthcher  Divergenz  behandelt,  Stolz- 
Gmciner,  F   2,  p  289 
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Beziehung: 

(20)  löJ^üf-J-" 

(sog   CawcÄ^aclier  Koeffieimiensaiä^)). 

Entsprechend  hat  man  un  Falle  |  P{x,  y)\'^M'. 

(21)  [a^J^iff-^ /--«). 

00 

Ist  fiir  une^idlich  viele  x  mit  der  Haufungstelle  0:  ^a^x'^  <=  0, 

0 

so  ist  a^  =  0  für  jedes  v  ^^)    Der  Satz   gilt  auch   noch,   wenn  die 

eo 

Stellen,  für  welche   yj'a^x^==0  ist,  eine  beliebige  im  Innern^'')  des 

0 

Konvergenzkreises    gelegene    Häufungsstelle    a    besitzen  ^^).     Hieraus 


84)  Bei  Gauchy  als  Folgeiimg  aus  seinem  Integralsatze  Exerc.  d'anaJ  2  (1841), 
p.  58  (Wiederabdruck  ans  emer  lithographierten  Tnnner  Abhandlung  von  1881). 
Elementai  bewiesen  von  Wex&i's^aß'  Werke  1,  p.  67  (ans  einer  nicht  pnbhzierten 
Abhandlang  von  1841);  s.  a  Ttncketle,  n  a  0.  p  863  Mit  Hilfe  einer  scheu 
von  Gauchy  herrShrenden  (Exero  d'an  1  (1840),  p.  278),  die  Integialdarstellung 
der  Koeffizienten  dnrch  elettientcne  Mittelwßrte  eisetzenden  Methode  im  vresent- 
hchen  bewiesen  von  E  JRoucM^  Joum  de  l'dc  polyt  cah  89  (1862),  p  198); 
anaführhcher  bei  J.  A  Senet,  Coura  d'algfebre  1  (6"°'  4d.  188Ö),  p  468  Exakte 
Begründung  und  zweckmaJige  Weiterbüdung  dieser  Methode  bei  Pnngsheim, 
Math  Ann   47  (1896),  p  121;  München  Ber   26  (1896),  p  167 

85)  Wew'straß,  a  a  0  ")  p  68,  Ptnch&le,  a.  a  0.^  p  386 

86)  Früher  gewöhnlich  so  ausgesprochen,  daß  die  Voraussetzung  5* a^aj'^O 
für  alle  ] aj |< p  gefordert  wurde,  oft  auch  nach  Euler^  Vorgange  ^troductio  1» 
art  214)  unstreng  bewiesen  (dnrch  Einsetzen  von  a;  >»  0,  Division  mit  a;,  Einsetzen 
von  «;  ="  0  usw )  Strenger  Beweis  basiert  auf  der  Stetigkeit  der  Potenzreihe, 
vgl  Stolss^  1,  p  188;  2,  p  160;  Stole-Ghneiner,  F  1,  p.  180.  Anderer,  noch  an- 
schaulicherer Beweis  nach  Weterstraß  mit  Hilfe  des  Koeffizientensatzes  bei 
Ihncherle'),  p  844  —  Der  Satss  läßt  sich  auf  behebig  viele  Veiänderhche  aus- 
dehnen; B  z  B  Stok-Ghnetner,  F  1,  p  226 

37)  Das  ist  wesentlich,  besitzen  die  Stellen  x\  für  welche  j]S(a;')==0,  eine 
Haufiingsstelle  nur  auf  dem.  Konvergenzkieise,  so  braucht  ^(x)  nicht  identisch  zu 

verschwinden     (Beispiel  •  ^(x)  =  sin -) 

88)  Unter  der  engeren  Yoraussetzung,  daß^'a^a;''=  0  für  alle  x  zwischen 
zwei  positiven  Zahlen,  als  zu  beweisendes  Theorem  aufgestellt  von  Abel,  J,  f. 
Math  2  (1827),  p.  286  =  Oeuvres  1,  p  618  —  Der  Beweis  des  Satzes  m  der 
allgemeineren  Form  beruht  auf  der  Umformung  von  ^(x)  in  ^{x\a)  und  dem 
folgenden  von  Tf^ic;  5im/8  formuherten  Fundamentalsatze  Konvergieren  5ßi(a!—a) 
und  ^3  (a-  —b)mT  und  ist  jjJi  {x  —  a)  =  Sßj  (x  —  h)  fdi  unendlich  viele  x  nut 
emer  vni  Innern  von  T  gelegenen  Haufangsstolle,  so  besteht  jene  Gleichheit  für 
alle  K  von  T  {JPincher/c,  a  a  0  «)  p  829,  StoU-G metner,  F  1,  p.  198). 
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so  OD 

folgt  die  IdmUtat  von  ^a^x",  ^"h^x^  wenn  Gleichheit  besteht  ffir 

0  0 

unendlich.  Tiele  x  mit  einer  im  Innern  des  gemeinsamen  Konvergenz- 
hezirkes  gelegenen  Häufangsstelle  ^^). 

Auf  dieser  „Mindeutigkeilf'  der  Potenzreihenentwicklung  beruht  die 
Beiechtigung  der  von  den  älteren  Analysten  meist  ohne  hinlänghche 
Begründung  benützten  überaus  fruchtbaren  Methode  der  unbestimmten 
Koeffimenten*^) 

Die  Anwendung  der  für  beliebige  konvergente  Reihen  gelten- 
den Additions-  und  Multiplikationsregeln  liefert  das  Resultat,  daß 
A(^)  +  J?a(^)>  ^i(a;)-A(^)  wieder  m  der  Form  F(x)  darstellbar 
sind**).  Dasselbe  gilt  dann  von  (Pj  (a;))"  und  schließlich  von  jeder  ganzen 


+  eo  +00 


39)  Q-ilt  auch  fiir  ^»  a^a^ ^    ^l  b^x^     Beweis   mit  Hilfe   des   Satzes   in 

—  00  —00 

Fußii  88  und  des  Koeffizientensatzes  nach  Weierstraß,  a  z  B  Stolz,  2,  p  IGT— 173 

40)  Im  Prmcipe  1637  von  Descat  tes  ausgesprochen  (Geometna,  ed  Schooten 
(1659),  p  45),  seit  Ende  des  17  Jahrhunderts  zur  Auffindung  von  Potenzreihen- 
entwicklungen gegebener  Funktionen  sowie  s-ur  Integration  von  Differential- 
gleichungen vielfach  angewandt 

41)  Gauchy,  An,  p  166—157  —  Bind  ü^,  jR^,  Bdie  Konvergenzradien  von 
?ii  ^»»  ^.  ''^o  ^  =  ^1  ±  ^ßa »  so  ist  B  mindestem  gleich  dei  Uemeren  der 
Zahlen  jR^ ,  iJj ,  und  zwar  stets  genau  gleich  der  klemeren  dieser  beiden  Zahlen, 
falls  El  und  M^  verschieden  sind  Ist  aber  7?^  =  J?,,  so  kann  B  behehig  viel 
größer  aem 

0  0  0 

alFiO 

i?i  =  1,  ii,  =  2,  i?  =  22i  =  1 
Dagegen 

«0  00 

0  0 

Anders  hegt  die  Sache  im  Falle  ?ß  =  ^ßj  ?Ps  Auch  hier  ist  zwar  stets 
B  7mndcstens  gleich  der  Ueitiam  der  Zahlen  iZ^,  JR^,  dagegen  kann  B  auch 
gleich  der  gtoßeren  der  Zahlen  B^,  E^,  sowie  beliebig  viel  großer  sein  als  JB^ 
und  J^,  gletcftgiltig,  ob  By  und  22,  emandei  gleich  oder  vei  schieden  sind 


^i=r~c^     ^a=^^'    als^      J?i=l.    i?,  =  2,    R==E,=2 
^'  =  i~-^'    ^»  =  f4~^'   ^^'°     B,  =  E,  =  B  =  1, 


14     n  C  1     Alfred  Pungsheim  iiiid  Georg  Fdber     Algebraische  Analysis 
rationalen  Funktion  g(jP.^(ß))     Die  Anwendbarkeit  der  Additionsregel 

+  00 

auch  für  unendlich  mde  PfX^)  =  yja^^cc'*  (ji  =  1,  2,  3,  . .  )   ergibt 


sich,  füi'  BQ<i\x\<,B  ans  dem  CfcftwÄyschen Doppelreihensatze  (s.  IG3, 

00        +eo  00        -l'eo 

Nr.  5),  falls  nicht  nur  ^^ ^  cb^^'no'',  sondern   auch  ^^  ^j\0'f^x'\ 

1  —00  1  —00 

konvergiei-t.    Eine  weitere  Bedingung  gibt  der  WeierskaßBche  Doppel- 

oo        -foo 

reihensatz*^),  welcher  nur  Aie gleicIunaßigeKonYergenz  yon  ^^  ^»g^f'^af 

1  -00 

auf  jedem  Kreise  \(e\  =  r,  wo  J?o  <  ^  <B,  verlangt**)  Als  Folgerung 
ergibt  sich  die  Darstellbarkeit  von  ^9(^1(2;))  m  der  Form  ^{os),  falls 
|?ß;i(0)|  kleiner  ist  als  der  Konvergenzradius  von  ^^iv)^)  (^  ^-  ^^®" 
mal  dann,  wenn  ^^  (0)  =  0  oder  ^g  (1/)  beständig  konvergiert),  endlich 

auch  diejenige  von  ^^|  ^ ,  sofern  |  ^^(0)  j  >  0     Da  hiemach  im  Falle 

I  &o  I  >  0  eine  Entwicklung  von  der  Form 


^^^)         If-:-.   -2^^-' 


0 

för  hinlänglich  kleme  x  stets  imd  nach  dem  zuvor  Gesagten  nur  auf 
eine  Weise  möglich  ist,  so  gewinnt  man  dm-ch  Multiplikation  mit 
^lyX^  und  Koeffizientenvergleichung  zur  Berechnung  der  unbekannten 

^=\~.    5ß,=^e^also     i?,  =  iZ,  =  1,  i?  =  00 

^i=r^-|'    ^'=1^'^^  ^'^^°     ^1  =  1,   i2,  =  2,    B  =  oo) 

Vgl   auch  A,  JPnngsheim,  Americ  Math.  Soc   Tianaact  2  (1901),  p.  406   — 

Analoge  Betrachtungen  gelten  für  Potenzreihen  von  der  Form  Pj(a;),  P^ix), 

42)  Schon  m  der  Fußn  34  zitierten  Abhandlung  von  1841  (und  zwar  fiir 
beliebig  nele  Veränderhche),  p  70  Außerdem  Berlin  Ber  1880,  p  728  =  Werke  2, 
p  206  Vgl  a-ach  StoU,  Math  Ann  24  (1884),  p.  169;  Prmgslmm,  Math  Ann  47 
(1896),  p  144    —  Im  ilbngen  b   II  B  1,  p   21 

43)  Auch  die  gleichmäßige  Konvergenz  ist  ledighch  eine  hturezcltende,  Jceine 
>iotivendtge  Beimgüng  C  Bunge,  Acta  math  6  (1885),  p  245,  C.  Aizelä,  Rendic. 
Accad   Bologna  1888 

44)  Cauchy,  Ras  analyt  (1833),  p  66,  161,  Pmchetle,  a  a  0  ^  p  389  (eben- 
daselbst auch  für  beliebig  viele  Veränderliche).  S  z  B  auch  Stols  1,  p  284, 
"94,   2,  p   160 


8.  Weitere  Ftmdameutaleigenschafteii  von  Potenzr^iben.  15 

Koeffizienten  c^  die  Rekursionsfonnel: 

(23)  \c,  +  &,c,_i  +  . .    +  &,c„  =  a,      (v  =  0, 1, 2,  .  ) 

Der  Konvergenzkreis  der  Reihe  ^c^fl?"  reiclit  bis  zu  der  dem  Null- 
punkte  nächst  gelegenen  singula/ren  Stelle  von  {^7-0  (s  Nr,  1);    ins- 

besondere  bis  zu  der  dem  NuUpunkte  nächst   gelegenen  NuUstelle  cc 

von  ^aC^);  "w^eiui  die  Konvergenzradien  von  ^t{x),  5^2 (^)  großer  als 

ff 
I  a  I  und  I  ^i(a)  |  >  0*^     Dabei  hat  man  lim  — —  =  a,  falls  nur  eine 

v  =  eo  ^v  +  1 

emsige  NullateUe   mit   dem   absoluten  Betrage    |  a  \   vorhanden  ist*^). 

w 

Für  den  Fall  '^^{x)  =^^'b^x'=g{x),  ^ß^ (a;)  =  ^'(ic)  resultiert  hieraus 

0 
eine  schon  von  Daniel  Bernoulh  angegebene  Methode  zur  Berechnung 

der  numerisch  kleinsten  Wurzel  der  Grleichung  g(x)  =  0  *') 

Zu  den  mit  algebraisch-elementaren  Hilfsmittelu  zu  erweisenden 

00 

wichtigen  Eigenschaften  der  Potenzreihe  y  =  ^j a^x*    gehöi-t    noch 

ü 
deien  UmJcehrbarJceit^^).    Danach  hat  man*^),  wenn  |  »i  |  >  0  und  nur 

so 

in  diesem  Falle:   x  =  y^^  5„ (y  —  Gq)*  für  eme  gewisse  Umgebung  der 

1 
Stelle  y  =  a^]   die  h^  köimen  aus  den  a^  nach  der  Methode  der  un- 
bestimmten Koeffizienten  rekursorisch  berechnet  werden^**).    Der  Satz 


ist  em  spezieller  Fall  des  folgenden"):  „Konvergiert    >^>?'a^^ a?" 2/** 

0       0 

45)  Für  den  Fall,  daß  ?Pi(J;),  ^i{x)  sich  auf  Polynome  reduzieien,  schon 
bei  Cauchij,  An ,  p  397  Fui  den  allgemeinen  Fall  ebenfalls  zueist  bei  Cauchy, 
s  Fnßn   11 

46)  JuhusKömg,  Math  Ann.  23  (1884),  p  448  Weiteres  s  Jacques  Hada- 
mmd,  La  a^rie  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique,  p  19,  39  Vgl  im 
tibrigen  II B  1,  Nr  85,  36 

47)  S   IB8a,  Ni  13 

48)  Das  Problem  der  UtnJceTirung  einer  Potenzreihe  zuerst  bei  Newton,  De 
analysi  per  aequationes  numeio  teimmomm  infinitas  (1669,  publ  1704),  cap  VE 
=  Opnscula  1  (1744),  p   20 

49)  Strenger  Beweis  mit  Benützung  eines  Cauc/ij/schen  Konvergenzprinzips 
(Exerc  d'anal  1  (1840),  p  855,  §  m)  wohl  nach  Weiet Straß  bei  Thomae,  El 
Theorie  der  analyt  Punkt  (1880),  p  107  =  2  Anfl  (1898),  p.  187.  S  auch 
Pußn  61 

50)  Methode  zur  expliziten  Darstellung  der  &,,  bei  G  O  Jacobi,  Joum  f.  Math 
6  (1880),  p   267  =  Werke  6,  p  38 

51)  Konvergenzbeweis  bei  Stole,  Math  Ann  8  (1875),  p  418;  Allg  Anthm 
1,  p  296;  StoU-Qmemer,  F  1,  p  229,  Thomae,  a  a  0   p  109  bzw  139 
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absolut  für  eine  gewisse  Umgebung  der  Stelle  x  =  0,  j/  =  0,  so  hat 
die  Gleichung 

0  0 

in  der  Umgebung  von  a;  ==  0  stets  eine  und  nur  eine  Auflösung  von 
der  Form: 

0 

falls  «Qj,  =  0,  I  «Ol  I  >  0  "  Em  analoger  Satz  gilt  fiir  Poten2a:6ihen 
mit  beliebig  vielen  Veränderlichen^^  und  kann  schließlich  als  spe- 
zieller Fall  eines  noch  allgememeren,  für  die  Theorie  der  analytischen 
Funktionen  mehrerer  Variablen  grundlegenden  Satzes  von  Weierstraß^^'^) 
(des  sog  „WeierstraßBchQji  Vorhereitungssatees")  angesehen  werden. 

4.  Bationale  Funktionell  und  rekurrente  Belhen.  Eeduzieren 
sich  die  in  ö-l  (22)  mit  ^(a);  ^s(^)  bezeichneten  Potenzreihen  auf 
Polynome  m*™^  bzw.  n^^  Grades  ohne  gememsamen  Teilei: 

^a,a;'  =  /'(a;),     ^\x"  =  g{x)  (wo  |&ol>0), 

0  0 

so  daß  also  für  die  (irreduzible)  rationale  Funktion  —4:  eine  Ent- 
wicklung von  der  Form  besteht: 

so   genügen  nach  Gl.  (23)    die   c^  für  v^p   (wo  ^  die  größere  der 
beiden  Zahlen  m  -\-  1  und  n,  eventuell  p  =  m  -{-  1  ==n)  der  folgenden 
(» +  "^yglieängen,   linearen   Jiomogenen  Relation   mit  unveranderluJien 
Koeffizienten : 
(25) ho,  +  &1C.-1  +        +  &„c._.  =  0") 

62)  Beweis  —  wiederum  mit  Benützung  eines  von  Cauchy  und  Wetetshaß 
herrührenden  Grundgeäankens  —  bei  Stolz,  Gmndz  d  Diff-  u  Integr  -Keolinuug 
1  (1893),  p  162 

52»)  Wet&i'straß,  Abb  aus  der  Funktion enlebre  (1886),  p  107  =  "Werke  2, 
p  186  (vgl  IIBl,  p  106,  Nr  45)  Ebendaselbst  (p  111  bzw  139)  gibt  auch 
W  eine  Yerallgememoiung  der  Jaco&eschen  Eoeffizientendarstellung'") 

63)  Man  findet  Gl  (26)  vermöge  der  Substitution  —  -^  =  5^  (A=  1 ,  2 ,       ,  w) 
hJlnfig  auch  m  die  Form  gesetzt  " 

n 

(26')  c»=2^aCv-i 

1 
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Die  Reihe  ^c^  x^  wird  alsdann  nach,  dem  Vorgange  von  Abraham  de 
Moivre^)  als  eme  relcurt-mte  (nach  Lagrange^'^)  mit  dem  Zusätze 
n**^  Ordnung),  dei  Zahlenkomplex  (l)Qy\,  .  ,  &J  als  deren  Skala 
(„scäla  rdaüoms",  „ächelle  de  relation")  bezeichnet.  Umgekehrt  kann 
man  zu  jeder  rekurrenten  Reihe  mit  der  Skala  (&(,,  \,  .  .,  6J  die 
„erzeugende  FunMion"  („fonction  gm^aince"),  d.  h  eine  zu  ihr  m  der 
Beziehung  (24)  stehende  rationale  FunMion  mit  dem  Nenner 

(26)  K^)  =  &o  +  &i^H-    •■  +  M" 

angeben *'')    Daraus  folgt,  daß  jede  rekurrente  Reihe  eo  vgso  einen  von 

Null  verschiedeuen  Konvergenzbereioh  besitzt^') 

Das  schon  von  Moivre  und  Fuler  behandelte  Hauptproblem,  bei 
gegebenen  oder  willkürlich  angenommenen  Anfiangswerten  Cq,  c^,..  ,  c„_i 
einen  mdependenten  Ausdruck  für  jedes  behebige  c^  (y  ^  n)  herzu- 
stellen, wurde  von  Lagrange^'')  als  identisch  mit  der  Integi-ation  einer 

(Bei  dieser  Schreibweise  pflegt  man  dann  {B^ ,  ,  B^  als  die  Skala  der  Reihe 
zu  bezeichnen ) 

54)  Lond  Phil  Trans  32  (1722),  p  176.  Die  daselbst  zunächst  ohne  Be- 
weise mitgeteilten  Resultate  erscheinen  zu  einer  verhSütnismäßig  vollständigen 
formalen  Theorie  der  lekunenten  Reihe  veiarbeitet  m  den  MisceU  analyt 
(London  1730),  p  27fF  Die  m  neueren  Arbeiten  "*),  °")  auftretende  urefäbrende 
Bemerkung,  es  habe  schon  Qtovcmni  Domenico  Cassini  1680  sich  mit  rekurrenten 
Reihen  beschäftigt,  reduziert  sich  auf  das  uneihebliche  Faktum,  daß  dieser 
letztere  gelegentlich  einige  ganz  spezielle  arithmetische  Eigenaohafben  der  gane- 
sähhgen,  allerdings  untei  das  Rekursionsgesetz  (25)  fallenden  Zahlenfolge 
c^=»Cy_j -f- c,,_2  (wo  c^  =  Cq  eine  behebige  natUihche  Zahl)  hervorgehoben  hat 
(Pans  Hist    Acad    1666—1686,  puLl.  1788,  p  201) 

65)  Das  Problem  der  Swmmatton  einer  rekurrenten  Reihe  bei  Mo\mc,  MisceU  , 
p  72ff ,  auch  bei  iJulei,  Introd  1,  art  281 — 238  In  moderner  Darstellung  z  B 
bei  Stolz,  1,  p  292 

66)  Dies  kann  auch  leicht  direkt  nachgewiesen  werden  vgl  van  Vleck, 
Am   M   S  Trans.  1  (1900),  p  294,  wo  dei  etwas  allgememere  Fall 

w 

^V-^^/^f^'^v-..    lim23i^)  =  :B, 

behandelt  wird  Im  Anschlüsse  daran  emige  Konvergenzkntenen  fflr  Potenz- 
reihen, deren  Koeffizienten  gewissen  linearen  Relationen  genügen  Vgl  auch 
D'Ocagne'^%  p  189 

57)  MisceU  Taur  1  (1759)  =  Oeuvres  1,  p  28,  elementarer  und  ausführ- 
hcher  Berlin  Nouv  Mdm  1775  =  Oeuvres  4,  p  151    Lagrange  behandelt  auch  den 

w 

etwas  allgememeren  Fall    ^v  hj^c^_^  =  y^,  (entspiechend  der  linearen  Differenzen- 

0 

gleichung  „mit  einem  zweiten  Teil")  Auch  gibt  er  m  der  zweiten  Abhandlung 
eme  ausführhche  Theorie  der  in  anderer  Weise  schon  von  Laplace  (Pans  Mem 

Euoyklop   d  math   Wlssenaoh.    n  0  2 
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hnea/rm  Differenssenglei(^ung  n^  Ordnung^^)  erkannt  Die  Lösung 
hängt  daher  (wie  bereits  auch  Moivre  und  Euler  auf  anderem  Wege 
erkannt  hatten '^^)  naturgemäß*^)  von  den  Wxirzeln  der  Gleichung 
(eguakon  genöratnce) 

(27)  ö(y)  =  2/«.^(-i)  =  0 

ab    Besitzt  dieselbe  n  verschiedene  WnrLehi  cci, .  •  ,  cc^,  so  ergibt  sich. 

(28)  c^-'Z'^^^h 

wo  die  P^  "^on  den  Anfangswerten  Cq,  -  j  ^n-i  ^^^  "^°^  ^i  a^J^ängige 
KonstaMm  bedeuten.  Ist  dagegen  a^  eine  X;^- fache  Wurzel  von 
(t(2/)  =  0,  so  tiitt  an  die  Stelle  von  P;^  em  bestimmtes  Polynom  P/j  ('»') 
{x^—l)^  Gfradfes  in  v.^) 

Lagrange^  m  gewissem  Sinne  vollständige  Losung  des  fraglichen 
Problems  leidet  an  dem  prinzipiellen  Übelstande,  daß  sie  die  im  all- 
gememen  nicht  erreichbare  Kenntnis  der  Wm-zeln  a^  voraussetzt^') 
Dazu  kommt  noch,  daß  die  Form  jener  P^  (v)  mit  «;i  vwniert^^  und 
ihre  Komplikation  mit  wachsender  Multiphzitätsziffer  Xj^  rapid  zu- 
nimmt. Aus  diesen  Gründen  haben  m  neuerer  Zeit  JDSsire  Andre  und 
Maurice  d'Ocagne  jenes  Problem  wieder  aufgenommen 

ÄndrS^^)  legt  semen  Untersuchungen  eme  allgemeinere  Rekursions- 
formel,  als  die  unter  (25)  bzw   (25**)  angegebene,  zugrunde,  nämlich: 

(29)  o^=-ß.+'2^'^'v-i, 

1 

und  unterscheidet  acht  verschiedene  Typen  von  Reihen,  je  nachdem 
er  5^*5  als  mit  X  wid  v  oder  nur  mit  emem  dieser  beiden  Ladizes  oder 
endlich  gwr  nicht  verandeilich,  sodann  n^  als  mit  v  veränderlich  oder 

sav  &x  6  [1774],  p  363  =  Oeuvres  8,  p  6,  ebendas  7,  1778  [1776]  =  Oeuvres 
8,  p.  69)  behandelten  rekurrenten  Doppelreihen  („senes  ricurro-recwrrenies") 

68)  Vgl  IE,  Nr  16 

69)  Movore,  Miao,  p  S3;  Euler,  Introd,  art  215  (p  177) 

60)  Auf  diesen.  Tall  der  mehrfachen  Wuizeln  kommt  Lagiange  sp.lter  noch 
ausfuhrhcher  zurück  Berlm  Nouv.  Möm   1792—98  =  Oeuvres  6,  p  626 

61)  Selbstverständlich  könnte  man  c^  als  Lösung  eines  linearen  Gleichungs- 
sjstema  ohne  weiteres  m  der  Form  von  Quotienten  zweier  Determinanten  an- 
schreiben.   Damit  wäre  aber  in  Wahrheit  nicht  viel  gewonnen 

62)  Über  eine  von  Lagrange°°),  p  640  ohne  Beweis  mitgeteilte,  diesen 
Mangel  beseitigende  Formel  s  G  Jacobt,  Dissert  Berol  18 J5  =  Werke  3,  p  3if. 
(speziell  Art  9) 

68)  Ann    6c   norm.  (2)  7  (1878),  p  375 


4.  Bationale  Funktionell  und  rekuirente  Beihen  19 

konstant  anmmjnt^)  Mit  Hilfe  kombinatonsclier  Betrachtungen  ent- 
wickelt er  Bodann  fitr  den  allgemeinsten  Fall  amen  aus  den  ß^,  JB^") 
zusammengesetzten  Ausdruck  für  c^,  der  für  die  einzelnen  Spezialtypen 
verscliiedene,  entsprechend  yeremfachte  Formen  annimmt.  D'Ocagne^'^) 
beschränkt  sich  im  wesentlichen  auf  die  gewöhnlichen  rehwrr&nten  Reihen 
und  vereinfacht  vor  allem  die  nach  Lagrcmge^  Vorgänge  ihm  wiederum 
als  Grundlage  dienende  Integration  einer  linearen  Differenzengleichung 
durch  den  IN'achweis,  daß  es  m  der  Hauptsache  genügt,  diese  Aufgabe 
für  die  zur  Skala  {B-^y  .  ,  J?J  gehonge  „Fundamentalreihe"  d.  h.  die- 
jenige mit  den  Anfangs  werten  Cq  =  •  •  =  c„_i  =  0,  c„  =  1,  zu  lösen. 
Er  gelangt  auf  diesem  Wege  sowohl  zu  dem  J.MC?y^schen  Ausdrucke 
für  c^y  als  auch  zu  einer  wesentlich  vereinfachten  und  verbesserten 
Darstellung  durch  die  Wurzeln  von  Gr{^  =  0,  sowie  zu  einem  Kon- 
vergenzkritenum  und  einer  Summationsformel  für  ^c^  Der  näm- 
lichen Darstellung  der  c^  durch  die  Wurzeln  von  G(i/)  =  0  hat  sich 
auch  A  Gapelli^^)  bedient,  um  die  im  wesentlichen  schon  von 
Bamd  JBemoulU  und  Euler ^^'*^)  stammenden  Betrachtungen   über   die 

eventuelle  Existenz  des   Grenzwertes  lim  -^^^^  und  dessen  Bedeutung 

als  numerisch  größte  Wurzel  der  Gleichung  g(x)='0  zu  vereinfachen 
und  zu  vervollständigen 

Die  rekurrenten  Reihen  stehen  m  enger  Beziehung  zu  dei- 
Entwicklung  einer  rationalen  Funktion  in  Partiälbriidie^^')  Ist  a 
eme  Ä-fache  Nullstelle  von  g(x),  etwa  g(so)  =>  (p  —  f^T'ffii^)}  '<^^ 
f{x)  =  fi(a;  —  a)  (wo  |  f(a) |  =  | /^^ (0)  |  >  0) ,  so  ergibt  sich  mit  Be- 
nützung von  (24): 

(30)  ^ M^--)  _    _      1         V.,;(^_^y 

^     ^  yi!^)        {x-af  g^ix  —  a)        {x  —  af    ^    ^  ^' 

so  daß  also  die  Terme  Cy(x  —  a)""*  (v  =  0, 1,  ,(Ä  —  1))  die  von  der 
Wurzel  X  =  a  herrührenden  Partialbrüche  liefern  ^^). 


64)  Die  Annahme  n^  =  n,  B^^  '^  ^i  für  v  ^  «  (Lei  A  =  Typus  "VI,  p 
liefert  die  m  Fußn  57  erwähnten  allgemeineren  LagrangeBohen  xmd,  wenn  noch 
ßr  =  0  für  V  ^  w,  die  geicohnliehen  rehivrrenten  Eeihen 

6Ö)  J   dc~^olyt   64  (1894),  p   151      Auf  p.  222   eine   geometnßche   Kon- 
struktion für  die  Cy  einer  rekurrenten  Reihe 

66»)  Napoli  Rend  (8),  JL  p  194.   Auch  A.  Gapelh,  Anal  algebr  1902,  p.  638 

65^)  D  Bernoulh,  Comment    Acad   Petrop    8  ad  ann    1728  [1732],  p  85; 
Euler,  Introd   art   832  (p  276)     Vgl  I  B  3a,  Nr  18 

66)  Vgl  HA 2,  Nr  2C 

67)  S   z  B   LvpachiU,  Algebr.  Anal  ,  p  415;   Stole,  2,  p  164   —  Der  um- 

2» 
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5.    Der  aUgemeine  binomische  Satss.    Der  binomische  Satz  fiir 
einen  ganzen  positiren  Exponenten  m 

m 

(31)  (l  +  y-^^^^^^^ 

0 

findet  sicli  schon  in.  Midiad  StifeU  Ai-ithmetica  integra*^,  jedoch 
nur  in  dem  Sinne,  daß  daselbst  ohne  Beweis  die  suknessive  Berechnung 
der  m^  mit  Hufe  der  Rekursionsformel- 

(32)  m,  =  (m  —  1),  +  (m  —  l),_i 

gelehrt  wu-d.  Über  diese  additwe  Zusammensetzung  der  Bmomial- 
koeffizienten  ist  man  länger  als  em  Jahrhundert  kaum  hinaus- 
gekommen^")     Den  bekannten  ivkdependentm  Ausdruck 

(33)  ^^=='''^''-^1^   im-v^l),,^ 

hat  erst  Isaac  Newton  auf  Gnmd  einer  glücklichen  Induktion  auf- 
gekehrte Weg,  die  rekurrente  Reihe  ^'c,,«"  aus  der  Partialbruchzerlegung  Ton 
— ^  herzuleiten,  bei  Eule},  Introd,  Art  212;  Oauchy,  An.,  p  896 

68)  Nürnberg  1544,  Fol  44''. 

89)  Vgl  Cantm;  2,  p.  688,  3,  p  66  —  Nach  Eution,  PhiL  and  math  dio- 
tionaij  (London  1816)  1,  p  230  soll  Henry  Bnggs  (m  seiner  mir  nicht  erreich- 
baren Arithmetico  loganthmica,  Lond.  1624)  bereits  m  Worten  em  mit  der 
Formel  (83)  übereinstimmendes  Verfahren  zur  Berechnung  der  w,,  angegeben 
haben.  Ferner  ist  em  von  2*etius  de  Fermnt  (Bnef  an  Bobervdl  yom  4  Dez  1686 
="  Opera,  Tolosae  1679,  p  146,  Anmerkung  zu  Dtophanius,  De  numens  mult- 
angulia,  ToL  1670,  p  16)  ohne  Beweis  mitgeteilter  Satz  über  figurierte  Zahlen 
inhalthch  gleichwertig  mit  der  Formel-  (v-fl)  («-|-v)„^i  =  w(w-l-v)p,  anders 
geschrieben  (v-)-l)  wi^,j  =  (?ft — v)  m^,  -welche  bei  wiederholter  Anwendung 
gleichfalls  auf  den  JV^iotOMSchen  Ausdruck  (38)  fahrt 

70)  Die  Bezeichnung  9w„  wohl  zuerst  bei  Bofhe  (Theorie  der  kombinato- 
rischen Integrale,  Nürnberg  1820,  p  44),  dann  bei  Abel  (J  f  Math  1  [1826], 
p  818  =  Oeuvres  1,  p  226)  Ahnhch  (m)^  bei  Cauchy  (Rös  analyt,  p  6)  und 
(«i)"  schon  bei  Gondorcet  in  der  Encyolop   mdthodique  1  (1784),  p   309     JEhiler 

(Petrop  Acta,  6,  1781  [1784],  p  89)  schreibt  —  ,  woraus  wohl  die  heute  zu- 
meist übliche,  jedoch  bei  einem  w  in  Bruchform  unzweckmäßige  Bezeich- 
nung \)  heiTorgegangen  ist    Andere  Bezeichnungen  sind    jn3Z  bei  Htndenhurg 

n 

(nach  Klugel,  1,  p  809),  w93  bei  Thihaut  (Grandr  d  allg  Anthm  ,  Gdttingen 
1809,  p.  44),  auch  noch  bei  Ston  (Algebr  Anal,  p  44);  G^,  der  Kombmatorik 
entlehnt,  noch  heute^  namenthch  bei  französischen  Autoren,  m  Gebrauch 
Für  den  Koeffizienten  von  g*"  m  der  Entwickelung  von  (1  —  l)""*,  also  fiir 
w(w  -I-  1)       («t  -)-  7/  —  1)  gj.j^j.g^|3^  Cauchy  [vi],  (Rös   analyt  p  82) 
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gefanden^^)  und  damit  tatsächlicli  auch  erst  die  rollkommene  analy- 
tisohe  Formulieruiig  des  (gewötoiliclien)  hinmnisclien  Satzes  (31)  {j,der 
Newtonschen  Formel'^  geliefert '^*).  Zugleich  aber  gekramt  er  durch 
Aufstellung  des  für  jedes  heh^ige  m  wohldefimerten  Ausdruckes  (33) 
die  Möglichkeit,  die  binomische  Entwicklung  in  der  allgemeineren  (für 
positive  gange  m  mit  (31)  zusammenfallenden)  Form: 

so 

(34)  (1  +  l)"'==^m,i''       („Binomische  BeiJief') 

0 

auf  heUehige  reelle  m  zu  übertragen,  freilich  ohne  Beweis,  ledigKch  mit 
Hilfe  einer  sehr  imvollkommenen,  auf  der  rechnerischen  Verifikation 
weniger  Spezialfälle  beruhenden  Induktion.  Der  Satz,  dessen  univer- 
selle Bedeutung  für  die  Analysis  bald  allgemein  erkannt  wurde,  blieb 
tiotz  zahlreichster  Anwendungen  fast  em  volles  Jahrhundert  ohne 
ausreichenden  Beweis.  Die  zunächst  vorhegenden  Versuche,  den  Satz 
mit  Hilfe  der  Differentialrechnung  zu  beweisen,  sind  teils  unzuläng- 
lich''^), teils  enthalten  sie  emen  vollständigen  circulus  mtiosus'^^)    Erst 


71)  Bnef  an  Oldeiiburg  vom  24  Okt  1676  (=  Opuacula,  Ed  Caßtilloneus, 
1  [1784],  p  828),  -vremger  deutlioli  schon  in  dem  vorangehenden  Bnefe  vom 
13   Juni  1676  (=  Opuacula,  p  807) 

72)  Die  heute  zumeist  übhche,  auf  der  Bestimmung  der  m^  als  Konibtnations- 
anzahl  beruhende  Beweismethode  (vgl  IA2,  Nr  2,  13)  ward  Jacob  JBernoulh 
zugeschneben  Eine  sehr  elegante  Form  derselben  bei  Cauchy^  Itds  anal,  p  6« 
wo  durch,  eine  nur  wenige  Worte  erfordernde  kombinatoxisch.e  Betrachtung  die 
Rekursionsformel-  v  m^  =  m  («i —  l)v-i  hergeleitet  wird,  die  bei  v-maliger  An- 
wendung den  Ausdmck  (88)  liefert  Eine  m  Lehrbüchern  nicht  selten  anzu- 
tieffende  Beweiaait,  bei  welcher  aus  den  Spezialfällen  (1  -}- flJ)*,  (1  +  a;)^  (1  -\- x)* 
die  Form  (88)  „vermutet"  (?)  und  sodann  durch  voUatiindige  Induktion  erwiesen 
wird,  liefeit  lediglich  eine  Veniikatiou,  keinen  -wirklich  befiiedigenden  Beweis 
Vervollkommneter  Induktionsbeweis  bei  JSattendoi  ff,  Algebr  Anal.,  p.  84    Em  auf 

der  Relation  hm  i-  { (i  -(-  a;  +  Ä)"*  —  (1  -f  aj)'"  }  =  m  (1  +  aj)"'"  ^  beruhender  Be- 

A=0  '^ 
weis  (s    z  B  Schlomilch,  p  146)  gehört  in  Wahrheit  dei  Differentialrechnung  an 

73)  Sie  beruhen  auf  dem  Ansätze  mit  unbestimniten  Koeffizienten,  setzen 
also  von  vornherein  die  erst  zu  beweisende  Existetiz  der  Entwicklung  voraus, 
80  z  B  JoJtn  Colson,  Kommentar  zu  Newtons  Method  of  fluxions  (London  1789), 
p  309,  Oohn  Mac  Lamm,  Treatise  of  fluxiona  (Edinburgh  1742),  p  607  Eine 
wirklich  ausreichende  Herleitung  des  Satzes  mit  Hilfe  der  Differentialrechnung 
wurde  eist  durch  die  stiengere  Begründung  der  Tcii/loj  achen  Formel  {Lagrange, 
Cauchy  —  s   nA2,  Ni   11)  ermöghcht 

74)  Indem  zunächst  die  bmonuache  Reihe  zm*  Differentiation  der  Potenz 
mit  behebigem  Exponenten  benützt  wird  {Eulm,  Instit  calc  diff  [Petrop  1756], 
p  124)  und  sodann  die  Differentialquotienten  von  (1  -j-  g)"*  zur  Herstellung  der 
liotreffenden  Mac  iattrMjsohen  Reihe  dienen  (ebendaa   p  860)    Euler  hat  diesen 
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1774  gab  Jßkler''^)  einen  vollgültigen,  überdies  durchaus  elementaren 
Beweis,  der,  ganz  abgesehen  von  der  Wichtigkeit  des  Resultates,  durch 
Neuheit  und  Fruchtbarkeit  der  Methode  bedeutsam  erscheint  Eule) 
macht  die  Lösung  der  Aufgabe,  statt  -wie  bisher  von  der  JEniwicUung  des 
Ausdruckes  (1  -j-  Ö™  von  der  Summierung  der  Reihe  ^w^S''  ab- 
hängig, zeigt  vermittelst  des  sog.  Additionstheorems  der  Binomial- 
koeffizienten'*): 

V 

(35)  S  ^fc^r-^  =  (w  +  n\, 

0 

-daß  ^»»^1"  als  f(m)  betrachtet  der  Funkhonalgleichung : 

(36)  f(m)   f(n)=^f(m  +  n) 

genügt^'),  und  daß  diese  andererseits  die  einzige  eindeutige  Lösung''^) 
{/(l)]"»,  ßho  im  vorliegenden  FaJle  (l-f-|)",  zuläßt 

Fehlei  epJiterliin")  eelbst  erkamit  —  In  der  Introductw,  deren  wesenthchate 
EntwickLuiLgen  mit  der  binomischen  Heihe  stehen  und  fallen,  findet  sich  merk- 
'wTlrdigerweiae  nicht  die  leiseste  Andeutung  eines  Beweises«  der  Satz  wird  ohne 
jede  nilhere  ErHSjnmg  als  ein  „Theoiema  unwersale"  (Art  71)  angeführt  tmd  in 
ausgiebigster  Weise  verwertet. 

76)  Petrop.  CoTTiment.  19  ad  a.  1774  [1776],  p  103  Em  daselbst  mit  einiger 
Anerkennung  zitierter  Beweis  von  Aeptnics  (Petrop  Oomment  8  ad  a,  1760  [1768], 
p  169)  ist  gänzhch  mißglückt  Eon  augebhcher  zweiter  JEt«Zersoher  Beweis  (vom 
Jahre  1776,  erst  nach  JEulefs  Tode  veröffentlicht  Petrop  Nova  Acta  6  [1787]) 
beruht  wiederum  auf  dem  Ansätze  mit  unbestimmten  Koeffizienten  nebst  Auf- 
lösung der  Rekursionsfoi-mel  (82)  dui'oh  eine  Art  Probiermethode 

76)  Beweis  noch  Eul&f  a  a  0  zunächst  für  positive  ganze  m,  n  duich 
Koeffizientenvergleichung  aus  (1  4- ic)™  (l-\-x)'^  =  (l-^tcf^'^*  (bei  Cauchy,  Au 
p  98  mit  Hilfe  emer  kombinatorischen  Betrachtung),  woraus  dann  Evler 
ohne  weiteres  (strenger  Cauchy  irnt  Hilfe  des  bekannten  Identitätssatzes  für  ganze 
Funktionen)  auf  die  vollkommene  formale  Identität  der  beiden  Ausdrücke  (35) 
schheßt  Beweis  durch  vollständige  Induktion  bei  Simon  L'Smlter  (Calc  diflF 
et  integr  expoaitio  element,  Tubmgael796,  p  VI)  und  de  Stamville  (Geig  Ann. 
9  [1818 — 19],  p  280),  welche  den  JS/ttZerschen  Beweis  des  binomischen  Satzes  von 
neuem  aufgefunden  zu  haben  scheinen  Beweis  durch  direkte  Umrechnung  (im 
wesentlichen  schon  bei  JEJülei  m  der  Abhandlung  über  die  Bmomialkoeffizienten '°)) 
e    iä  B    ScMömüch,  p  104;  Baiteer,  1,  p.  219 

77)  Die  bei  Euler  selbstverständlich  fehlende  Peststellung  der  Konvergenz 
(flu  [^(<[1)  bei  CaucJit/,  An,  p  168.  Letzterer  zeigt  auch,  daß  im  Falle 
f(l)>0,  stets  auch  [/(l)]"*  >  0 ,  also  (1 -f- 1)"*  den  (emzigen)  postUveti  Wert  der 
Potenz  bedeutet 

78)  Gilt  zunächst  nur  für  lationale  m;  für  tirationcUe,  wenn  man  mit 
ÜaticJiy  (An ,  p  104)  f{m)  als  stetig  voraussetzt  —  eine  Bedingung,  die  mit  Be- 
nützung einer  (auf  die  Funktionalgleichung  f{m)  +  fW  =  f{m  -\-  n)  bezüglichen) 
Bemerkung  voa  Gaston  Darhoiix  (Math  Ann  17  [1880],  p  56),  auch  durch  eine 
weniger  enfjro  oisetzt  worden  kann    a   Stolz-Gmeiner,  A,  p  208    Über  unstetige 
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Um  die  Sünunierung  der  Binormalreilie  mit  Pesthaltung  der 
J^Zerschen  Beweismethode  auf  den  Fall  einer  Icomplexen  Veränder- 
Uchm  X  zu  übertragen,  defimert  Cauchy  zunächst  unter  der  Voraus- 
setzung, deiß- 

(37)  a  =  a  -\-  ßi  =  Q  (cos  9  +  i  sin  93),      ( —  3t<.q3^x), 

die  Potens  a'"  durch  die  Beziehung'^®): 

a™  ==  ^"»(cos  mcp  -\-  ismmq}) '  ((1))"*  ^) 

(38)  =  ()'"(cos  m(cp  +  2Äsr))  +  i  sin  w(g)  +  2kTt)) 

(Ä  =  0,±l,+2,      .). 

Diese  Definition  erweist  sich  als  die  allgemeinste,  welche  die  Funda- 
mentaleigenschaften der  Potenz  mit  positiver  Basis  und  positivem 
Exponenten,  insbesondere  die  Funktionalgleichung  (36),  bestehen  läßt^). 
Das  so  definierte  a™  ist  emwei*tig,  g'-wertig,  cx)-vielwertig,  je  nachdem 
m  ganzzahlig,  gebrochen  und  zwar  als  reduzierter  Bruch  =— ,  irratio- 
nal Bezeichnet  man  den  aus  (38)  für  fc  =  0  resultiei enden  Weit  als 
den  Hmiptwert^^)  von  a"*,  so  folgt ^^)  • 

Lösungen  jener  Funktionalgleichnng  b  O  Hamel,  Math  Ann  (10,  p  461  — 
Unznlängkoh  ist  bekannthch  Catichya  Beweis  für  die  Stetigkeit  unendlicher 
Reihen  (An,  p.  181,  vgl  HAI,  Nr  17,  Pnßn  178),  mithin  auch  der  daraus  ge- 
zogene Schluß  (a  a  0  p  166)  auf  die  Stetigkeit  von  ^^wt^l"  als  Funktion  von 
tn,  derselbe  kann  indessen  leicht  durch  den  Nachweis  ergä.nzt  werden,  daß  die 
fragliche  Reihe  fiir  |m|<;M,  |||<e-<l  gleichmäßig  konvergiert  (s  z  B  Stolg, 
1,  p  307)  Das  absprecEende  Urteil,  welches  Stern  m  der  Vorrede  seines  Lehr- 
bnches  aus  Anlaß  dieser  etnen  Beweislücke  über  OaucfiyB  gesamte  Analyse  al- 
gi5brique  fällt,  erscheint  um  so  unberechtigter,  als  er  jenen  falschen,  aber  ein- 
fachen und  durchsichtigen,  infolgedessen  auch  relativ  leicht  zu  komplettierenden 
Beweis  Catichya  durch  einen  ebenso  falschen,  nur  viel  weitschweifigeren  und 
äußerst  konfusen  ersetzt  (a  a  0   p  87 ,  vgl   auch  p   395 — 899) 

79)  An,  p  228  Die  nämhohe  Definition  übrigens  schon  bei  Sulei  Berlin 
Hist.  Acad   6  (1749),  p  266. 

80)  Über  die  Bedeutung  eines  Symbols  ^on  der  Form  ((1))™  und  die  Be- 
zeichnung des  sog   Hauptwertes  mehrdeatiger  Ausdrücke  s  Fußn  98 

81)  Das  analoge  Prmzip  (nach  heutigei,  von  Herman/n  Hankel  [Theorie  dei 
kompl.  Zahlensysteme,  Leipzig  1807,  p  10]  herrührender  Bezeichnuifg  Prinzip 
der  Permanenz  formaler  Gesetze,  bei  O-.Peacock,  Brit  assoo  rep  3,  1884,  p  198 
„pnnciple  of  equivalent  forms")  wird  von  Cauchy  in  dei  Aual  algöbi  für  die 
Übertragung  der  elementaren  Transzendenten  auf  das  komplexe  G-ebiet  durchweg 
angewendet 

82)  An.,  p  296  Der  Grenzfall  |a!|  =  l  wud  von  Cauchy  in  der  Anal 
algäbr  moht  behandelt  Dagegen  zeigt  er  m  den  Eserc  de  math  1  (1826), 
p  8  (=  Oeuvres  [2],  6,  p  19),  daß  die  binomische  Reihe  noch  filra;  =  —  1  kon- 
vergiert, wenn  m  positiv  ist.  Bdlsano,  der  m  seiner  Abhandlung  über  den  bino- 
mischen Lehrsatz  (s    das  Lit  -Verz    unter  „Monographien")  sich  durchweg  auf 
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00 

Die  Reilie  ^^  m^sc''  komergtert  fOi  \x\<l  nach  dem  Haupt- 
werte  von  (1  +  x)%  d  li.  man  hat,  für  x  =  r  (cos  tp  +  i  sm  g>% 

00 

W  -2  ^^r «'  ==  Q"'  (cos  mt  +  iBm  mi)), 

0 


wo: 


11+^;  =  (>(cos  ^  -|-  j  sin  V), 
d  h:  9  =  |]/l  +  2rcos9)-f"7S|,    tg^ rBintp^ 
•^            1  +  »"  cos  gj 
(-f<*^l) 

Die  Ausdehnung  dieses  Resultates  auf  lomplexe  w  =  « -f  a« 
nebst  vollständiger  Diskussion  des  GrenzfaUes  \x\  =  l  gibt  AUm 
dessen  Abhandlung  über  die  binomische  Reihe  mcht  nur  durch  ]h^ 
Endresultat,  sondern  namentHch  durch  exakt-  Behandlung  der  Frage 
nach  der  Stetigkeit  einer  Reihensmnme  erheblich  über  Caucliy  hmaus- 
geht  )  Durch  geeignete  Erweiterung  des  l^MZerschen  Beweisver- 
fahrens «ß)  gewinnt  er  das  folgende  Resultat- 

reeUe   a:  mid   m   beschrankt,   behauptet   noch,   daß   die  bmonuBche  KeAe  fi3r 
««;  T  f ;?.?  ^°''  '^'"'  ^^^  '"^''  ganzzahligen  positiven  m  inmer  d^verg^e. 

^.f«    V  V?   ^  ^^^^®^'  ^-  ^^^  =  °'™=  ^'  P  219;  8  auch  daB  Lit-Ver2 

Tinter  „Monographien"  ^i   tul* 

84)  Über  den  Satz  betr.  die  Stetigkeit  emer  Potenzieihe  s  Nr  2,  Fußn  23 
Em  anderer  Stetigkeitaaatz  (Oeuvres  1,  p.  228,  Th^or^e  Y)  ist  zwar  \n  der\<m 
A^bel  gegebmmFassm^  zunächst  nicht  voUst&ndig  bewiesen  (s  X  Sylcm  Zns  z 
t      ^.'"ZTJ'  ^'  ^°^^'  ^^  '°^  BactweiBbar  unriohüg  i^Pnngahexm,  München 
^er   27  L1897],  p  3ö),   unter  geeigneten  Einachiänknngen  jedoch  haltbar  Ns\ 
SyMo    Pnngshettn  a  a  0)     Abels  Beweise  und  Eesnltate  wurden  übrigens  von 
vielen  Mathematkem  jener  Zeit  mcht  verstanden  (ygl   die  nnzutrefiende  Enfak 
f^^dts>^  nnd  Björhngs  (Nova  Acta  TJpsal   13  [1847],  p  66,  166),  sowie  die  viel- 
fach nntemonmienen,  als  mißglückt  zn  bezeichnenden  Versuche,  die  ^fieZschen 
Resultate  einfacher  abzuleiten,  s   z  B  Orelh,  J  f  Math  4  (1829),  p  805;  6  (1880) 
p   187.    (?r«««t,  Arch    f  Math.  8  (1846),  p  272    (auch     Supplem.  zu  KlügJs 
Wörteib    der   reinen   Math    1    (1888),    p    283);    Bjö^hng,   a    a    0    p    81-86 
p    148 — 186  i*    "*     ow, 

8ß)  Abel  operiert  dabei  ausschließlich  mit  Funküonalgleichungen  zwischen 
Funkhon^  reeller  Veränderlicher,  die  er  durch  Trennung  des  reeUen  und  ma- 
gm.hen  Teils  erhält;  durch  Benüteung  komplexem  Funktionalgleichungen ,  unter 
B^lekflichtigung  des  „analytischen"  Chaxaiters  der  betreffenden  Funktionen 
läßt  sich  die  Beweisführang  erhebbch  zusammenziehen,  s  Stoh,  2,  p  206,  Stob- 
Omeiiier,  F.  2,  p  840  >    ^  f     ^  ,  owis 
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ea 

Die  Beihe  ^j'  (x  -j-  Xi\  •  x"  konvergiert  absolut  niclit  nur  für 

0 

\x\<Cl,  sondern  im  Falle  iH;>0  auch  noch  fdr  )a;|==l;  ist 
—  1  <  »  ^  0,  so  honvergiert  sie  für  |  a;  [  =  1  noch  bedingt^  mit 
Ausnahme  von  a:  ==  —  1,  wahrend  sie  im  Falle  9c^  —  1  für 
I  a;  I  =  1  ausnahmslos  dtvergiert^^.  Soweit  die  Reihe  lwnvergiet% 
hat  man: 

00 

(41)  ^(«  +  A*%    x^ 

0 

==  Q'' '  (cos  Kip  -\-%  sm  Till})    e~^'*^  •  (cos  (A lg  p)  +  * '  sin  {k lg  q))  ^"^ 

(wo  ilf,  Q  durch  öl  (40)  definiert  smd),^^) 

6,  Die  Bxponentialreüie  Die  Exponentialreihe  ergibt  sich  zu- 
nächst für  eine  reelle  Veränderhche  |,  indem  man  (l  +  )  m  ^ö 
binomische  Reihe  entwickelt  ^°): 

(^2)         (i+ir=ir».(i)' 

und  dann  n  unendlich  werden  läßt  (s  (43*));  die  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  erforderliche,  von  Mtler  und  zunächst  auch  von 
Cauchy^)     ohne    ausreichende    Begründung ^^)    vorgenommene    Ver- 

86)  Der  bei  Abel  noch  recht  weitiaufige  EonTergenzbeweis  fdr  |  a;  j  =  1  er- 
ledigt eich  am  einfachsten  mit  Hilfe  der  Weiers^aßBchen  Kriterien  (b  IG 3, 
Nr  8,  4  nnd  Faßn  151  des  vorliegenden  Artikels).  Eine  in  viele  Lehrbücher 
nbergegangene  einfache  Behandlung  des  Falles  |  a?  |  =  1  für  reelle  m  gibt  E  JETetne, 
J    f  Math   56  (1868),  p  279 

87)  J.  f  Math  1,  p.  239  =  Oeuvres  1,  p  238  Vgl  auch  Nr  7  —  Aus 
Gl  (41)  gewinnt  Abel  durch  Trennung  des  Reellen  imd  Imaginären,  insbesondere 
für  |a;|  =  l,  Formeln  zur  Summation  gewisser  trigonometrischer  Reihen,  sowie 
zur  Entwicklung  von  (cos  x)\  (sm  x)\ 

88)  Über  Restabschätzung  und  Anwendung  der  binomischen  Reihe  zur 
numerischen  Berechnung  von  Wurzeln  s  z  B  Schhmilch,  p  1(54;  Stolg,  1, 
p  808,  318  —  Bezüghch  emer  anderen  elementaren  Herleitung  des  allgemeinen 
binomischen  Satzes  s  Fufin  110,  111. 

89)  Es  ist  nicht  nötig  n  ganzzahhg  zu  denken 

90)  EuleTj  Introd,  p  86  (vorher  ohne  Beweis.  Mise  Berol  7  (1748),  p  177), 
Caiichy,  An  ,  p  167    —   Die   Beziehung  (44)   war  schon  1728  Dan.  BemovJlt 
bekannt  (Corresp   math  [Fuß],  jp  247);   die  Potenzreihe  für  c  ,  ebenso  für  sm^, 
cos  g,  arcsm  |  wurde   zuerst  von   Newton  gefunden   (s    M  Cantor,    Gesch   d 
Math   8,  p  73—74;  A  v   Brawnmülü,  Gesch   d   Trigonometrie  2,  p  61—62) 

91)  Bedenken  hiergegen  äußerte  wohl  zuerst  J  Ltou/oüle,  J  de  math  (1840), 
p  280,  worauf  J  A  Qnmert  (Arch  f  Math  1  (1841),  p  204)  emen  auf  dem 
Nachweis  der  gleichmä.ßigen  Konvergenz  beruhenden   —   der  Begriff  in  semer 
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tanschung  zweier  Grenzübergänge  rechtfertigt  sich  dadurch,  daß  die 
betreffende  Reihe  für  alle  |  S  |  ^  -R  (-R  behebig  groß)  und  w  ^  Wjj 
gleiclimaßig  konvergiei-t.  Für  lim  «=00  geht  dann  die  Beziehung 
(42)  in  die  folgende  über*) 

(43.)  H.(l  +  |)'=|4 

(43*')  ==  e«,«^ 

wenn 

(44)  i-.(i+ir=i?^ 

71=C0    *  0 

mit  e  bezeichnet  wird. 

Der  Grenzwert  und  die  Reihe  auf  beiden  Seiten  von  (43*)  bleiben 
konvergent,  wenn  man  |  durch  die  komplexe  Zahl  ic  ==  |  +  »t^  er- 
setzt, und  hefeiTL  dann  zwei  Definitionen^^)  der  komplexen  Potenz: 

Allgemeinheit  fehlt  natürlicL  hei  Onmert  —  Beweis  von  (44)  gab  Strenger  Be- 
■weiB  der  allgemeineu  Formel  (43  "■)  bei  Gauclvy,  Exero  d'an  4  (1847),  p  237  und 
m  allen  moderaen  Lehxbüohern,  besonders  einfach  (nach  G  Darhottx)  bei 
Tannery  et  Molk,  Thöorie  des  fonotions  ellipt  1,  p  101, 102  (auch  fflr  komplexe  x) 
Ein  durch  Schärfe  and  Elarheit  ausgezeichneter  BeweiB  schon  hei  S  L'Suüier, 
Pnnc   calc   diff  et  int   expoa   element.,  Tubingae  1795,  p  92 

Einen  direkten  (mcht  auf  der  Umformung  in  die  B-eihe  beruhenden)  Beweis 

für  die  Beziehung  lim  [l  -) 1   =e^  gibt  Caitchy,  Rösumös  des  leyons  etc  (1823), 

p  2,  vgl  IA3,  Nr  17     (Entsprechende  Herleitung  der  Formel  hm  «(ya  —  1) 

=  lg«  bei  Schlömüdh  p  36,  exakter  bei  JPh  Wulf,  Monatsli  f  Math,  8  (1897), 
P  4.9) 

92)  Die  Berechtigung  zur  GleidaeetzuBg  der  Ausdrücke  (43 ')  und  (48'')  folgt 

1  -| J   =  e  durch  die  Substitution  o  =  — 

und  Benützung  der  Relation  lim  a|  =  (lim  a^  (4  h  also  der  Stetigkeit  der  Potenz) 
oder  auch  des  ümstandes,  daß  die  linke  hzw  die  damit  identische  lechte 
Seite  yon  (48')  der  charaktenatiachen  Funktionalgleichung  der  Potenz  /"(!)  /"(tj) 
=  /(l4-l)  genügt  (bezüglich  der  linken  Seite  Cauchy,  R^sumös  analyt,  p  118 
und  Exerc  d'an  4,  p  239  [zugleich  für  komplexe  a;];  bezüghch  der  lechten, 
vgl    Caudiy,  An  ,  p  168  und  **)) 

98)  Die  Eeihendefinition  bei  Cauchy,  An ,  p  809 ;  die  Grenzwertdefinition 
bei  Schlömtlch,  p  287  —  Eme  andere  Methode  zur  Einfuhrung  von  e*  für  kom- 
plexe X  besteht  dann,  diejenige  Potenzreihe  (durch  den  Ansatz  mit  unbestimmten 
Koeffizienten)  zu  suchen,  welche  identisch  die  Funktionalgleichung  f{x)  f(y) 
=  f{x-\-y)  mit  dei  Nebenbedingung  /"(l)  =  e  befriedigt-  S  L'Euüter,  Pnnc  calc. 
diff  et  mt  expos,  elem ,  p  87 — 90;  StatmnJle,  Qergonne  Ann  9  (1818),  p  239, 
Ohm,  System  d  Math  2,  p  203;  TTiomae,  Elem  Theorie,  p  249;  Stob,  2, 
p    199,   Stoh-G-metiiei- ,   F    2,    p    343    —   Auch  das   Problem,   die    einfachste 
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00 

^1"  =  ßS+*ijj  die  Zerlegung  der  Reihe  y^~  bzw.  des  lim  (1  -j — X-^j 

in  den  reellen  und  imaginären  Bestandteil^)  ergibt: 
(45)  fiS+'v  ==  et  (cos  -jy  +  «  sin  1?)  ^^) 

In  dieser  Darstellung  wird  dann  die  Periodizität  von  e*  mit  der  Periode 
2ni  eisichtlicji  als  Folge  der  Periodizität  der  tngonometrisclien  Punk- 
tionen mit  der  Penode  2jc^) 

7.  Der  natürliche  Loganthmus  imd  die  allgemeine  Fotena. 
Jede  der  (unendlich  vielen)  Wurzeln  y  der  Q-leichung  ^  =  x  (x  und 
y  komplex)  wird  nach  Analogie  der  für  positive  x  und  reelle  y  gel- 
tenden Definition  als  zur  Basis  e  gehöriger  oder  natürlicher  Logarith- 
mus von  X  bezeichnet,  m  Zeichen:  y  =  \^x  Durch  Auflösung  von 
(45)  ergibt  sicli^^: 

{46)  \gx  =  \gr-\-^(p-\-2h^^        (^^  =  0,  + 1, +2   .  )> 

wo 

x  =  r  (cos  (p  -\-  i  sm  q»)     ( —  sc  <  9)  ^  jc) 

ganze  transzendente  Punktion  ohne  Nullstellen  zu  suchen  (Weiersti  aß) ,   führt 

0 

94)  Gamhy,  An.,  p  800;  Schlömilcli,  p  289  Diese  Zerlegung  -wird  zun&ohöt 
bei  endhchem  (ganzzahligem)  n  ausgeführt,  worauf  man  im  absoluten  Betrage 
und  ArgTument  des  Resultats  n  nnendhoh  werden  lUßt 

95)  Cauchy,  An,  p  300,  die  Formel  e''*  =  cos  tj -[- *  sin  ?]  bei  Euler,  Intro- 
■ductio,  p  104,  damit  äquivalente  schon  vorher  Mise  Berol  7  (1743,  p  177  und 
nach  Eneström  (Bibl  math  (1897),  p  48)  in  einem  Briefe  vom  20  Jan  1740  an 
Joh  Bemoulh;  die  Formel  (46)    Berkn  Eist  Ac  5  (1749),  p  179     Sa  Fußn  97. 

96)  Näheres  über  die  "Werteverteilung  der  Funktion  e*  in  den  funktionen- 
theoretisohen  Lehrbüchern,  z  B  Thomae,  p  59;  JBwAÄa«*:?^  Analytische  Funktionen 
§  41  —  Übei  den  zahlentheoretischen  Charakter  (Irrationalität  und  Trans- 
zendenz) von  e"  bei  algebraischem  x  b  IC  3,  Nr  7,  p  GC7 — 674  Emen  auf  der 
Eeihe(4S*)  basierenden  sehr  emfachen  Icrationalitätsbeweis  für  e^  bei  rationalem  | 
gibt  JSermtte  Eep  Brit  ass  1878;  mit  analogem  Verfahren  beweist  er  die  Ir- 
lationahtät  von  ä  Cours  hthogr  (1882),  p  74,  75;  auch  bei  Oodeftoy,  Thöorie 
rilöm ,  p  153—155 

97)  JEuler,  Berhn  Eist.  Ao  ö  (1749),  p  165,  277,  CaucJiy,  An ,  p  317  — 
Die  Formel  log  (cos  |  + » sm  |)  =  g*  nach  v.  Brawnmrihl  a  a  0  2,  p  108  schon 
bei  H.  Ootes,  Harmonia  mensurarum  (1702);  vgl.  auch  Fußn  96  Euler  beendete 
durch  die  von  ihm  zuerst  erkannte  Unendlich -Vieldeutigkeit  der  mit  Iga?  zu  be- 
zeichnenden Funktion  den  histonsch  mteressanten,  besonders  zwischen  LeQtnis 
und  Jdh  BemoulU  geführten  Streit  über  die  Logarithmen  negativer  und  imagi- 
närer Zahlen     Vgl   Canior,  a  a  0  8,  p    722 
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und  lg  r  der  einzdge  reelle  Logarithmus  der  positiven  ZaM  r  ist  Der 
fiir  Z;  «=>  0  resultierende  Logarithmus  heißt  der  Hauj^twert^^),  ju 
Zeichen:  lg  a;;  für  positiTea;  stimmt  also  derselbe  mit  dem  gewöhnlichen 
reellen  Logarithmus  überem  Der  allgemeine  Loganthmus  genügt  wie 
der  reelle  der  Funkkonalgleichung: 

(47)  lg  (xy)  ^lgx-\-lgy 

und  zwar  m  dem  Sinne,  daß  jedem  der  miendlich  vielen  Werte  der 
rechten  Seite  em  solcher  der  Imken  entspricht  und  umgekehrt,  doch 
mcht  immer  der  Summe  zweier  Hauptwerte  rechts  em  Hauptweit 
links  8"J 

Die  (wegen  der  WiUkür  von  Je  in  Gl  (46))  wnmcHidi  vidm  Funk- 
tionen 6*^«^*  bilden  m  ihrer  Gesamtheit  die  allgemeine  x^  Potenz  von 
rt,  in  Zeichen  a*;  es  ist  also,  wenn 

a;  =  I  -f-  it]    und    a  «=  jl  (cos  «  -|-  *  sm  a)       ( —  sc  <  a  5C  si^) 
iBt^«): 

(48)  (f  = 

^f(cos|(a  +  2ÄÄ)-f-^sin|(a-[-2ÄJfl;))  e-'K«+8*«)(cosi?lg^+*sin)?lg^). 

98)  Gaudhy,  An ,  p.  814  um  fax  x  mit  poeitiTeia  Bealteil;  ohne  diese  Ein- 
schränkung: Exero  d'an  3  C1844),  p  380;  4  (1847),  p  847,  BjiPrlvng,  Acad 
Stookh  1846  =  Arch  f  Math  9  (1847)  —  Doich  die  Definition  von  Haupt- 
werten  wird  nach  modemer  funktionentheoretißcher  Auffassung  ein  mit  einem 
Schnitt  versehenes  Blatt  auf  der  JZiCwawwschen  Fläche  der  mehrdeutigen  Funktion 
ausgezeichnet,  nnd  zwar  bei  den  elementaren  Funktionen  (dem  Loganthmus,  der 
Potenz,  den  zyklometrischen)  derjenige  Zweig,  der  für  positive  oder  reelle  Variable 
schon  durch  die  elementare  Anthmetik  oder  Geometrie  definiert  ist  Die  bei  ver- 
schiedenen Autoren  auftretenden  verschiedenen  Annahmen  der  Hauptwerte  beruhen 
lediglich  auf  verschiedener  Wahl  jener  Schnitte  In  der  AnaL  slgÄbr  sind  zum  ersten 
Male  besondere  unterscheidende  Zeichen  für  die  vielwertigen  Funktionen,  wie 

^((^))i  ((<*))**  1k  ^1  arcsin  ((a))  usw  nnd  andererseits  für  ihre  Hauptwerte  l{x),  a" 
ya,  arcsm  sc  usw  emgefOhrt,  die  teilweise  von  Stole-Chneiner  adoptiert  vniiden, 
neben  der  Peawoschen  Bezeichnungsweise  y^a  und  ya  (Formulaire  de  la  Ri- 
vista  4,  p  220)  In  der  Allgem  Arithmetik  schrieb  StoU  m  entsprechendem 
Sinne*  IjX  bzw.  Iss;  Arctg  cc  bzw  aixtga;  Die  im  Text  angewendete  Be- 
zeichnung lg  OS  ist  die  der  WeterstraßaeheR  Vorlesungen  Die  Benennung  Haupt- 
wert  (valor  pnncipalis,  potentia  pnncipolis  usw)  geht  auf  Bjorhng  zurück. 
Arch   f  Math    9   (1847),  z  B    p    893,  421,  ibid   11  (1848),  z  B   p  49 

99)  Übei  diese  und  weitere  Beziehungen  zwischen  Logarithmen,  insbesondei-e 
über  die  Gültigkeit  der  Funktionalgleichung  Iga3"  =  wlgic  s.  Catcchy,  An  ,  p  828» 
Re'sum^s  analyt ,  p  159?  Bjorhng,  a  a  0");  Stolz,  2,  p  201;  Stolz- Gmeiner, 
F,  p    866—370 

100)  Euler,  Berlin  Hist  Ac  5'(1749),  p  273  —  Gamhy  heß  zunächst  (An., 
p  310)  nur  positives  a  zu,  später  (Exere  d'An  3,  p  385;  4,  jp.  255)  fand  er  die 
JSulerBohe  Definition  wieder,  ungefähr  gleichzeitig  mit  Björling  (Arch  f  Math  d 
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Der  hieraus  für  h  =  0  resultierende  Wert,  welcher  also  mit 
e*'«*  identisdi  ist,  heißt  der  Eauptwert  der  Potenz  a* 

Hiernach   läßt   sich  die  Äbehche  Summation  der  Bmomialreihe 

00 

(s.  Nr.  5  am  Schluß)  so  formulieren:  Die  Reihe   ^*  m^x"  hat,  wenn 

0 

sie  konvergiert,  den  Hauptwert  von  (1  -|-  ^)"*  zur  Summe 
Die  Funktionalgleichungen : 

(49)  .   ^ 

wo  beiderseits  allgememe  Potenzen  stehen,  gelten  nur  msofern,  als 
jedem  Werte  der  rechten  Seite  auch  em  solcher  der  linken  entspricht, 
aber  nicht  umgekehrt     Dagegen  ist  m  der  Grleichung 

(50)  a*  .  ZF  =  (a  ■  h)" 

der  Wertvori'at  der  Lnken  Seite  dei  nämliche,  wie  derjemge  der 
rechten  "1) 

8.  Die  logaTitliniiaohe  HeUie.  Die  reellen  Logarithmen  positiver 
Zahlen  wurden  vor  Erfindung/' der  Infinitesimalrech.uung  nach  Metho- 
'  den  berechnet,  die  auf  eine  %virkliche  Herstelhbng  der  heutzutage  zur 
Definition  derselben  benutzten  konvergenten  Folgen  hinauslaufen  ^°^  "■)  So 
besteht  das  von  Bnggs  und  F7acÄ;^°^)  zur  Konstruktion  ihrer  Tafeln 
angewandte  Verfahren"")  dem  Smne  nach  darin,  daß  duich  Quadiat- 

(1847),  p  414.   Cauchy  nnd  Björhng  (a  a  0 )  definiei  an  auch,  den  zui  komplexen 

Basifl  6  gehöngen  Logarithmus  von  x    log  x  =  ~ — 

lg& 

101)  Über  die  „Vollständigkeit"  (d  li  Gleichheit  des  Wortevoiiats  arf  der 
rechten  und  linken  Seite)  diesei  und  anderer  Gleichungen  zwischen  Potenzen, 
sowie  deren  Gültigkeit  für  Hauptwerte  s  Ganchy ,  Exerc  d'An  8,  p  376, 
Bjorhng  a  a  0  °*),  StoU,  2,  p  203  und  am  auBfuhxlichsten  Stolz  -  Ghtieinet , 
F,  p  870—377 

101»)  S   z  B   Stolz,  1,  p  148;  StoU-Q-memei ,  F,  p,  210 

102)  Anthmetiba  logarithmica  1624  von  Bnggs  herausgegeben,  zweite 
veiTollBtändigte  Ausgabe  von  Vlach,  der  Grandgedanke  des  Verfahrens  schon 
im  Appendix  zu  JVepers  Tafeln  (Lugduni  1620),  p  89  —  Die  Auffassung  des 
Loganthmus  als  Umkehmng  der  Potenz  hat  sicli  erst  im  18  Jahrhundert  all- 
mahhoh  Bahn  gebrochen,  bei  den  ersten  Berechnern  von  Logarithmentafeln 
{J  Neper,  Minfici  logaritbmorum  canonia  deseriptio,  Lugduni  1614  und  J"  Biirg%, 
Atithm  u  geom  Progießtabulen,  Prag  1620)  sind  die  Loganbhmen  aufgefaßt  als 
eine  arithmetische  Beihc,  die  emer  geometrischen  (den  numens)  zugeordnet  ist. 
Vgl  Oantor,  Gesch.  der  Math  2,  p.  662 

103)  Davon  ist  nur  m  der  Anoidnung  verschieden  das  von  Eultr  (Introd  , 
p  76)  zitierte  und  an  einem  Beispiel  erklärte  Verfahren,  bei  welchem  als  Loga- 
nthmus des  geometrischen  Mittels  zweier  Zahlen  das  arithmetische  ihrer  Loga- 
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WTirzelausziehen  die  Zahlen 

—      / ~ 

(51)  yiö  =  io%  y-j/iö^io* .. 

bereclinet  wurden,  und  die  "belielDige  Zahl  n  in  der  Form 

1  1 

n  =  10«  lO»"^  •  10^'^  . . . 
dargestellt  wird  (was  stets  und  nur  auf  eme  Weise  möglich  ist);  esF 
folgt  dann  m  Form  eines  äyaäisdim  Bruch£S^°^^): 

(52)  iigw  =  7W  +  ^^-  +  ^  +  .    ■ 

10 

In  ähnliclier  Weise  kann  man  log  n  in  Form  eines  JDegimaJbrudbS 
herstellen  mit  Hilfe  emer  Tafel  der  Potenzen  von  10  zu  den  Expo- 

Die  Potenzreüe  für  lg  (1  -f-  g)  findet  sich  auf  Grund  von  Integral- 
beti'aditungen  zuerst  bei  Nicolaus  Mercator'^^^),  wurde  aber  bald 
aucli  auf  elementare  Weise  aus  der  bmoniischen  Reihe  abgeleitet  von 
Bdmond  Halley^^^. 

Diese  Ableitung  wurde  später  von  JE?Mfer"')  wiedergefunden,  von 
Ca/uchy^^^)  strenger  gestaltet  und  ist  noch  beute  die  übliche;  sie  basiert 
auf  der  zunächst  für  reelle  |  und  d  geltenden  Beziehung  ^°^). 

(53)  lim(^  +  «/-l  =  Ig(l  +  |) 


iJ=iO 


rithmen  ersclieint  "Weitere  histonsehe  Angaben  bei  J"  TP"  L  Glatsher,  Artikel 
„Logaxithm"  in  der  Encyclop  Brit 

108*)  S,  z  B  Hobeioar,  Lehrbuch  der  Anthmetik  und  Algebra  för  Ober- 
gynanasien  (Wien  xind  Prag  1902),  p  184 

104)  Eine  solche  Tafel  -wurde  nach  Stolz,  1,  p  839  von  Kramp  durch  Aus- 
ziehen von  ZTveiten  und  fünften  Wurzela  berechnet;  eme  andere  bei  Eg&n,^  Hand- 
buch der  allgemeinen  Arithmetik  (Berlin  1846),  1,  p  246—249 

106)  Loganth m otechnia,  London  1668 

106)  Phil    Trans    1695,  p   60 

107)  Ihtrod  ,  p  88 

108)  An,  p  169;  Schlömilch,  p.  SS,  180  —  Dem  Cauchysdhen  Beweise 
fehlt  zur  vöUigen  Strenge  hauptsadüich  dei  Begriff  der  gleichmäßigen  Konver- 
genz.   —  Eine  andere  elementare  Herleitung  durch  Mittelwerte  (nach  Analogie 

der  IntegTalbeziehtmg  lg  (1  +  |)  =  /  rnft)  bei  Gauchy,  Rdsumäs  analyt ,  p  77 

ü 
und   bei  ScMörmlch,  p  62—66    —    Thomae  (Elem  Theone,  p.  67)  gewinnt  die 

logarithmisohe  Reihe  aus  der  Funktionalgleichung  (47),  was  nach  Gantor,  3,  p  87 

schon   Moiwe  (Phil  Trans.  1699)  versucht  hatte 

109)  JEuhr,  Comm  Ac  Petrop  (1730—81)     Beweis  nach  Wulf^^)  bei  SMg- 

Gmetne?,  P,  p  219  (vgl   auch  p  379) 


8.  Die  logaiithjniBohe  Beihe.  31 

wo  (1  -\-  ^y  in  die  binomisclie  Reilie  entwickelt  und  sodann  m  allen 
Oliedeni  Hm  d  =  0  gesetzt  wird  (was  wiederum  wegen  der  gleichmäßi- 
gen Konvergenz  der  Reihe  für  alle  1 1 1  ^  p  <  1  und  alle  d  ^d'  er- 
laubt ist)     So  ergibt  sieh. 

00 

(64)  lg(l  +  |)=^.(-^)^*  «'        (-Ki^l), 

1 

speziell 

(65)  lg2=J:^-f^' 

1 

Eine  von  Cauchy^^°)  herrührende  Modifikation  dieser  Ableitung 
geht  von  der  Beziehung  aus: 

eo  eo 

0  0 

wobei  die  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  m  auf  beiden  Seiten 
von  (56)  unter  Benutzung  des  CawcAi/schen  Doppelreihensatzes  wieder 
die  Entwicklung  (54)  liefert 

Die  beiden  Ableitungen  gelten  auch  für  Icomplexe  x.^^)    Die  Reihe 

110)  An  ,   p   546      Umgekehrt  gewinnt   Cauchy  (Rösmnös  analyt.,  p  81), 
indem    er    m   dem  Ansdmcke   (1  +  1)"»  =  e'"^«(^  +  Ö  =  ^ '^^  ^^^ +^^^*    die 

0 

dnxch  Mittelwerte^"^  gefandene  loganthmiache  Reihe  einsetzt  nnd  unter  An- 
wendung seines  DoppelreihensatzeB  nach  Potenzen  von  |  ordnet,  auf  sehr  ein- 
fache Woise  den  binomischen  Satz  zunächst  für  leelle  |  und  m,  den  er  dann  auf 
komplexe  x  ausdehnt  (b  die  folgende  Note) 

111)  Bezuglich  der  ersten  Ableitung  b    Gauchy,  Au ,  p  805      Cauchy  hebt 
ubngens    in    der   Anal   algöbr    die  Übereinstimmung   der  von   ihm  summierten 

Reihe    /"( — 1)' '''^  —  (cos  i"9'-|- »  sin  v-ö-)  mit  dem  von  ihm  an  spaterer  Stelle 

0 

(p  314)  definierten  Ig  (1  -|-  p  (cos  'S"  -{-  z  sm  %•))  nicht  ausdrücklich  hervor  (ebenso- 
wenig ScJUamtlch,  s  p  270—272)  Die  modifizierte  Ableitung"*^  für  komplexe  x 
bei  Stolz,  2,  p.  207;  Stolz-Grmeine) ,  F  2,  p  368  —  Ohne  Benutzung  der  bino- 
mischen Reihe  folgert  Cauchy  (Rösum^s  analyt,  p  163,  164)  aus  seinem  Doppel- 
leihensatze,  daß  die  im  reellen  Gebiete  für  |^Kl  festgestellte"')  Identität 

0 

"  V 

auch  für  komplexe  x  gelten  muß,  daß  also  die  Reihe  ^v  ( —  l)*"'^  —  fdr  jajKl 


32     n  C  1     Alfred  I^nngaheim  tind  Creorg  Faber     Algebraische  Analyais 

^' {. —  !)''■'■  ^ —  TconvergieH  im  Innern  und  auf  der  Begienzung  des 
1 
Einheitskreises  mit  Ausnahme  des  Punktes  x  =  —  1  nacli  dem  Haupt- 

9.  Die  Bereohming  der  Logarithmen.  Zur  Berechnung  dei 
Logarithmen  ist  die  Reihe  (54)  wegen  ihrer  schwachen  Konvergenz 
und  ihres  beschränkten  Konvergenzgebietes ^^^)  direkt  nicht  geeignet 
Brnnchburer  ist  die  Reihe 

0 

weiche  veimittolat  der  Beziehung 


nach  einem  Werte  der  vieldeutigen  Funktion  Ig(l-j-.'c)  konvergiert,  dei  aus 
Stetigkoitsgrilnden  nur  der  Hauptwert  som  kann     Das  so  gewonnene  Resultat 

00 

verwendet  er  rlann  aur  Summation  der  binomischen  ßeihe  ^v  m^x^ {&  a  0  j)  ICö; 

0 
vgl  "")),  wobei  dio  Vorauasetzung  eines  reellen  m  ohne  weiteres  duich  die  eines 
komplexen  eisot/.t  werden  konnte 

llü)  Ütiüi    die  Entstehung    dos    allgemeinen  lg(l-|-a;)    durch   analytische 

00 

l'ortsct/ung    dan    l'uuKLioiiaüloau'uts    ^»' ( — 1)'"^ —    s   z    B      Thotnac,  Eiern 

1 
Thf'Oiio,  p   70  {2  Attii,  p   100) 

ll.J)  iUn  Ict/.toio  Grund  ist  nicht  wesentlich;   theoretisch  reicht  die  Reihe 

in  Verbindung  mit  der  Funktionalgleichung  lg  |  ==  —  ^S~r  ^^^  Berechnung  der 

Logarithmen  aller  positiven  Zahlen  aus;  s  SchlSmüch,  p  181,  dei  Gredanke  nach 
Cantor,  y,  p  (52  möglicherweise,  wenn  auch  nicht  recht  deuthch,  schon  bei 
W^'alhis,  Phil    Trans    2  (1668),  p   7Ö3— 756 

114_)  Von  J  Grctjo)-y,  Exercitationes  geometncae  (16G8)  geometrisch  ab- 
güleitot,  iii  dei  im  Toit  angegebenen  Weise  von  Hulley,  Phü  Trans  169ß,  p  62 
Ol  (,57;  hoteit  speziell  für  a  =  b  -{- 1  eine  zur  sukzessiven  Berechnung  der  Loga- 
nthmou  gauisor  i^ahlun  vorwendbaio  Formel  Eine  fiir  die  Rechnung  voiteil- 
hafto  Kombination  von  (57)  mit  einoi  passenden  Zerlegung  des  Numerus  in  ein 
Produkt  l>euutzt  Etiler  (hitrod  ,  ])  91)  bei  Berechnung  eines  Beispiels,  systema- 
tiBch  Adawfi,  Pioceed  Roy  Soc  27  (.1078),  p  *J1  Auf  ahnlichem  Gedanken  be- 
ruht das  ii.icli  ,/  W  L  Glaibher  (Art  Logaiithm  m  Encyclop  Brit)  m  England 
HOg  W'cddlcHchQ  Veifahicn  (The  mathomatician,  Nov  1845),  das  m  seinen 
iJaupti)UJikk'n  schon  Bnggs  (Arithmetica  logarithmica  1624)  bekannt  war 
(Wejlciü  LitüiaLur  in  1  \^\MchmU),  Nr  27,  28,  s  auch  StoU,  1,  p  810—325) 
Zwei  olt'inoutare,  nicht  auf  ^Viiwenduug  der  logaiithmischen  Reihe  beruhende 
BorochnuugHmolJiodeu  s  Ha  m/ntn  Schulet  t,  Element  Berechnung  der  Logarithmen, 
'lipzig  lüOa 


10.  Die  Punktionen  sinaj  und  cos«  33 

so 
0 

und  der  Substitution  ^-^  =  y  (also  x  =  ^"x^)  erhalten  wird^^"^). 

Die  Bereclinung  von  Loganthmen  mit  anderer  Basis  als  e  ist  auf 
die  der  natürlichen  durch  die  Funktional gleichung 

(58)  log&  =  Mlg&, 
zurückgefiihrt,  wo 

(59)  Jlf=J-.  =  log, 

der  Modul  des  Logaiithmensystems  mit  der  Basis  a  heißt.  Für  die 
in  der  Praxis  allein  gebräuchlichen  dekadischen  oder  gemeinen  Loga- 
lithmen  ist 

^«0)     ^  =  igs  -f  lg5  =  M02M  50230-  "=  0'*3429  44819 , .  -) 

10.  Die  Funktionen  sin  x  und  cos  x  Aus  den  Formeb. 
t'±  ^*  =  cos  I  +  i  sin  I  ^^^)  (vgl  (45))  folgen  durch  Addition  resp.  Sub- 

115)  Durch  andere  Variabelntransformatiouen  gelangte  schon  Sdttey  zu 
noch,  rascher  konvergenten  Berechnungsformeln  (Phil  Trans  1695,  Nr  216),  -welche 
m  der  Folgezeit  vielfach  vermehrt  wurden  (s  Klügel,  Math.  Wörterbuch  8, 
Axt  Logarithmus,  p  580  Geschichte  der  Loganthmotechnie)  Beispiel.  Die  bei 
der  Berechnung  der  Tables  du  Cadastre  für  die  Primzahlloganthmon  angewandte 
Pormel 


^'o%x=  ^-lä°gra:+l)+  -^lä"g(.-l)4-Jlf22^(2a-«-l) 


{Lefort,  Paris  Ann    do  TObservat   4  (1858),  p   180) 

115»)  Von  /  C  Äclmis  (London  R  Soc  Proc  27  [1878],  p  91)  auf  260  Stelleu 
berechnet    Vgl  auch  Glaisher  a  a  0  "') 

116)  Die  ursprüngliche  JEule-rsche  Ableitung  dieser  fundamentalen  Formeln 
(Introd ,  p  98  ff)  unterscheidet  sich  von  der  Nr  6  angedeuteten  Caitchyachen  nur 
durch  andere  Anordnung  der  Grenzübergänge  Euler  geht  von  dem  Moivreachen 
Satze  (66)  in  der  Form 

n«a  « t       ^'^^^  ^  +  t  Bin  §)"  +  (cos  I  —  »  Bin  4)" 

cos  716 -  , 

.       (cos  £  +  i  sin  D"  —  (cos  ä  —  «  sm  |)" 

sin  Jl  g  =  ^  '  n  

2  i 

AUS,  läßt  hier  n  unendlich  werden,  während  wg  endlich  bleibt,  und  benutzt  wie 

auch   Gauchy    die    geometrischen   Beziehungen  lim  — ^^  =  lim  cos  |  =  1      (Die 

5=0     S  f=0 

roin   formale   Übereinstimmung   der  beiden   aus    dei  Infinitesimalrechnung   be- 
kannten Reihenentwicklungen  für  2cos|  und  c*'  —  e~^*  vrar  EtUer  schon  früher 

Enoyklop    d   math   WlsaonBoh.    II  3  3 
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traJdion  die  Beziekungen: 

(61)  coB^=^^*  +  '"^', 

m  sin|  =  ^     g/      , 

und  vermöge  (43)  die  Reihenentwiekluugen: 


(63)  cos  I  =2^ 


(-in'* 

(2*)! 

-in' 

(27;  +  l)l 


(64)  sml^^^"^^'^"""' 

0 

Diese  beständig  hmmergcnten  Reihen  oder  auch  die  damit  äqui- 
valenten Ausdrücke  auf  den  rechten  Seiten  von  (61)  und  (62)  liefern 
für  Ttomplexe  x  (an  Stelle  von  |)  die  Definiüon^'')  der  Funktionen 
sm  X  und  cos  x,  die  durch  elementargeometrische  Betrachtungen  nur 
für  reelle  |  definiert  sind.  Die  Addüions-  und  JPenodmtatsfheoreme 
der  trigonometrischen  Funktionen  hleiben  auch  im  komplexen  Gebiete 
in  Gilltigkeit,  insbesondere  auch  der  Movore&ohe  Satz^^^)- 

(65)  (cos  x-{-  i  sin  xf  =  cos  nx-\-imi.  nx. 

Durch  Entwicklung  der  linken  Seite  von  (65)  bei  ganzzahhgem 
«  >  0  m  die  endhche  binomische  Reihe  und  Berücksichtigung  von 

aufgefallen  (s-  Enesln'om,  Bibl  math  1897,  p  48))  Ein  anderer  Standpunkt  ver- 
meidet ans  Gründen  arithmetischer  KonBequenz  den  Gebrauch  geometrischer 
Begriffe  Für  die  dann  durch  die  Reihen  (68),  (64=)  als  dcjftntert  zu  beti  achtenden 
ganzen  transzendenten  Funktionen  kann  die  Übereinstimmung  mit  den  gewöhn- 
lichen tngonometiischen  Funktionen  am  | ,  cos  %  für  reelle  %  naohtrtlglich  er- 
wiesen werden,  da  jene  Funktionen  den  fur  sm|,  cos  |  charaUertsttsclicn  Funk- 
iionalgleichungen  (Additionstheoremen)  geniigen;  s  Thomae,  Elem.  Theoiie,  p  55 
(der  dem  Hauptschluß  zugrunde  liegende  Halbierungsprozeß  schon  bei  CaucJiy, 
An.,  p  118 ff),  andere  Methode  bei  Tamiery,  Introduction,  p  147—152  (2*  ed 
p  312 — 316)  —  Dieselbe  Problemstellung  tiitt  auf  bei  den  Veisuchen,  den  Satz 
vom  Parallelogiamm  der  Kräfte  auf  einfachere  Anome  zurückzufuhren ,  s.  IV  1 
(FoyS),  Nr.  19  —  Vgl  auch  die  (nur  skizzierte)  Ableitung  der  trigonometiischeu 
und  zyklometri sehen  Reihen  aus  den  Additionstheoiemen  bei  Jack,  Procoed 
Edmb   Math    Soc    1894—95,  p   132—135 

117)  Eulet ,  Beihn  Hisfc  Ac  5  (1749),  p  279;  Cmchy,  An  ,  p  311  — 
Über  den  Verlauf  der  Funktionen  sin  x  und  cos  sa  s  die  Lehibucher,  z  B  Thomae, 
Elem  Theorie,  p  61  (2  Aufl ,  p  88),  Bmkhaidt,  Funktionentheone,  p  119  (8  Aufl, 
p   140) 

118)  Motvrßj  Mise  analyt  1730,  voiher  (nach  ^  v  BiaunmUhl,  Bibl  math. 
2  (1901),  p   97—102)  schon  Phil  Trans   1707  u  1722   —  Die  Gültigkeit  lür  kom- 
plexe X  hebt  Gaiichy  (Exeic   d'aii*4,  p.  279)  hervor 


10.  Die  Fnnktioiien  ama:  und  ooatc  35 

(Q6)  sm^iu  -f-  coa'x  =  1 

ergeben  sich  die  Formeln  ^^): 

a)  für  gerades  n: 

(67)  sin  nx  = 

*-' 

1 

n 

T  - 

(68)  cosMa:=l+  >-( — 1/     ^         ^^        J.^  ^  'biu^^x-^ 

b)  für  ungerades  n: 

8  ^ 

(69)  sm  iix=n^m.x-^  >v  ( —  1)"  ^  rn     \  -Xx ßm^ '^^a;, 

1 

119)  Schon  Yieta  gibt  in  einer  um  1590  verfaßten,    1615  von  Jlexcmder 
Anderson  mit  hinzugefügten  Beweisen  pubbzierten  Abhandlung  die  Pormebi  (68), 

(69)  und  an  Stelle  von  (67),  (70)  analoge,  nach  Potenzen  von  cob  es  fortschrei- 
tende, in  geometnsoher  Einkleidung  fili  die  Spezialwerte  bis  zu  w  =  10,  nebst 
Methode  zur  Berechnung  der  Coeffizienten  (a  Vieta,  Opera  1646,  p.  296,  297,  299). 
Eme  allgememe  Formel  der  vorliegenden  Axt,  und  zwar  diejenige  BeihenentioicKlung, 
welche  für  ganzsählige  n  sich  auf  die  Formel  (69)  reduziert,  zuerst  wohl  bei 
Isaac  Netcton  (Brief  an  Oldenlvrg  vom  18  Juni  1676  =  Opuseula,  ed  CastillioneuB  1 
[1744],  p  816),  der  bei  dieser  Gelegenheit  von  der  betreffenden  Formel  als  einer 
für  ganezahlige  n  allgemein  bekannten  spricht,  ohne  freilich  die  Gültigkeit  der 
von  ihm  für  behehtge  n  (mit  Hülfe  seiner  Methode  der  Reihenumkehrung)  ab- 
geleiteten Formel  wirklich  zu  beweisen  (im  übrigen  vgl  hierzu  Fußn  121)  — 
Jiuler  benutzt  in  der  Introductio  (Nr  182)  die  Gleichung  (65)  lediglich  zur  Dar- 
stellung von  cos  wa;,  sin  jix  durch  Aggregate  von  der  Form  ^c  cos'ic  Bin  *"''«, 
w.ihrend  er  die  Formeln  (67),  (69)  (a  a  0   Nr  286,  238)  und   an  Stelle  von  (68), 

(70)  analoge,  nach  Potenzen  von  cos  x  fortschreitende  (Nr  235,  248)  durch  ein 
lekureorisches  Verl'ahron  aus  dem  Additionstheorom  ableitet  Das  nämliche 
Verfahren  kuraer  und  durchaichtiger  bei  Lag)ange  (Le9onB  sui  le  calcul  des 
fonctions,  Paris  1808,  Le90u  XI  —  Oeuvres,  10,  p  113 ff),  welcher  alle  hierher 
gehörigen  Formeln  (d  h  außer  (67) — (70)),  auch  die  nach  Potenzen  von  cos  oc 
fortschreitenden  (letztere  überdies  auch  noch  nach  fallenden  Potenzen  geordnet), 
zusammonstellt  Die  im  Texte  angedeutete  Herloitnng  findet  sich  bei  Cauchy, 
An  ,  p  230  Andeie  an  die  Additionstheoiemo  von  cos  x,  sin  x  anknüpfende  Ab- 
leitungen s  Schlomüch,  p  185,  JSattendorff,  p  122 

Bei  Eulei  (a  a  0  p  220,  femei  Nov  Comm  Ac  Petrop  6  (1764—55),  p  164) 
finden  sich  auch  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (67)  bia  (70),  durch  welche 
die  Potenzen  der  trigonometrischen  Funktionen  als  Summen  der  Funktionen  der 
Vielfachen  des  Arguments  dai gestellt  werden  Die  entsprechenden  Formeln  für 
beliebige  reelle  n  bei  Abel,  Journ  f  Math  1  (1826),  p.  888  =  Oeuvres,  e'd 
Sylow-Lie,  1,  p  249    Vgl.  im  übrigen  IIA,  IIa 

8* 
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n-l 


(70)    cos„«==  co«x  (1  +2? (- 1)' ("*-'>'••*-\l)/"'-'''-'^Ia••^). 

1 

Da  die  NulkteUen  der  auf  den  rechten  Seiten  von  (67)  bis  (70) 
stellenden  Polynome  in  sin  x  bekannt  sind,  so  ergeben  sich,  aus 
diesen  Formeln  zugleich  die  Produktentwicklungen  ^^): 

a)  für  gerades  n: 


Y-' 


(71)  sin  nx  ==n'  sin  x    cos  x  jvl 


Bin*«; 


1 


(72)       co.««=];j  1-    z'z^    i 

b)  für  ungerades  n: 

w-l 

(73)  sin  nx  =  n  ■  am  X  Ivl  j  1  —       ^      j , 

w-l 

(74)  cos  nx  =  Goa  X  jvl  j  1 y   _  i —  ) 

1        \  sm* ie  I 

Ist  n  eine  ganz  beliebige  (auch  komplexe)  Zahl,  so  treten  an 
die  Stelle  der  Summen  auf  den  rechten  Seiten  von  (67)  bis  (70)  die 
entsprecbenden  unendliclien  Reihen,  welcbe  m  der  Termittelst  der 
Ungleichung 

(75)  Isma?!^! 

defimerten  Umgebung  des  Nullpunkts  (und  zwar  bei  den  aus  (67) 
und  (70)  resultierenden  Entwicklungen  noch  mit  Ausschluß  von 
a;  =  +  -^J  nach  sin  nx  bzw  cos  nx  konvergieren  ^^^)  und  die  anderer- 

120)  Eulei  a  a  0  *^^.  Durcli  Vergleichung  der  symmetrischen  Funktionen 
der  Nullstellen  mit  den  Koeffizienten  der  Polynome  (67)  bis  (70)  gewannt  Euler 
mannigfache  Relationen,  s  auch  Cauchy,  An,  p  666  Eine  elegante  Anwendung 
der  Formeln  (69),  (78)  zum  Beweise  des  Rezipiozitätsgeeetzes  der  quadratischen 
Reste  bei  Qottliold  JEtsenstetn,  Journ.  f.  Math  29  (1845),  p  122 

121)  Über  mangelhafte  Herleitungen  bei  iVeiofon"^,  Moivre,  Johann  und 
Jacob  Bei  noulh  s.  v.  Braunmühl,  Gesch  der  Trigonometrie  2  (1903),  p  6.  Ablei- 
tung auch  bei  Cauchy,  An,  p  648  (und  zwar  nur  für  reelle  1)  unvollständig; 
'"-laer  bei  Lagrange  ^^%  LoQOn  XI,   mit  Hilfe  der  nach  ihm  benannten  Reihe, 
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seits  für  ganzzaJhlige  n  bei  v  =  -^ 1  bzw.  y,  — - —  abbrechen,  also 

wiedemm  in  die  endliclien  Summen  (67) — (70)  übei gehen. 

Für  die  Quotienten  und  reziproken  Werte  der  Funktionen  sin  sc 
und  cos  X  existieren  auch  für  komplexe  x  die  zunächst  im  reellen 
Gebiet  (von  der  Trigonometrie  her)  üblichen  besonderen  Bezeich- 
nungen^*'): 

/_-,.  sina;         ,  11  1 

(76}        =  icrx  =  — 7—,  =  coseca;,  =  seca;. 

11.   Die  zyklometrisohen  Funktionen.    Genügt  x  der  Gleichung: 

(77)  igy==^^^^^^_^^  =  ^^^^,,^,  =  x, 

so  heißt  y  ein  Wert   der  Funktion  Aroustangens   von  x,   m  Zeic 
y  =  arctg  X]  die  Auflösung  von  (77)  nach  y  liefert  alsdann: 

(78)  arctg^  =  |lg^;;"») 

die  unendlich  vielen  Werte  der  Funktion  aictga;  untei  scheiden   sich 

ganz  unzulänglicli  bei  Schlömilck,  p  268,  richtig,  aber  liußerBt  uiuBtändlioh  bei 
Mattendorff,  p.  128,  189  Strenger  und  einfacher  Be-weia  mit  den  Hilfsmitteln 
der  elementaren  Funktionentheone  bei  Thomae,  Elem  Theorie,  p  106  (2  Aufl , 
p  186);  Stole  2,  p,  221— 224;  Stoh-Chiieiner,  F.  2,  p.  382;  andere  Herleitung  bei 
Weierstraß,  Joum  f.  Math.  61  (18Ö6),  p  59  =  Werke  1,  p.  219. 

Zqi  BestimmiULg  des  Konvergenzbereiohes  der  entstehenden  nnendlichen 
Reihen  eignet  eich  das  WeterstraßBohe  Elntenum  (s,  I G  8,  Nr  8,  4). 

Andere  Reihen  für  sina;  und  cosa;  (z  B 

_  4a;*  4a;^(4a;»— 2««*)^_4a;*(4a;=  — 2='7r3)(4a:»— 4=3tS) 

cosa.- 1       f  2    ««"^     1    2    3    4    7t*~  1    2    8    4    5    Ü    tt"  +  ^ 

bei  Bavtd,  Fans  See   math   Bull   11  (1883),  p  72 

122)  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  m  tg(^  +  zij)  bei  Eulo ,  Berlin 
Hist  Ac,  ö  (1749)  Die  Bezeichnungen  seca;,  coaeca;  sind  nicht  mehr  recht  ge- 
briiuchlich ,  ganz  veraltet  ist  smusversus  x  (siv  x)  und  coainusversus  x  (cosiv  a;)  für 
1  —  cos  X  roep  1  —  sin  a;  —  Übei  die  von  F.  JRiccaü  (Opuscula  1 ,  Bononiae 
1767,  p   70)  eingeführten  hyperbolischen  Funktionen 

,  sm  %x  , 

sin  ha;  = — ,     cos  ha;  =  cos« a; 

^ 

B  die  Monogiaphien  von  C  A.  Laisant,  Essai  sur  les  lonctious  hypeibol ,  Paris 
-1874,  und  S  G-un^e) ,  Die  Lehre  von  den  ge'WcShnlichen  und  verallgemeinerten 
Hyperbelfunktionen,  Halle  1881 

128)  Eulcr,  Introd.,  p  106  {x  reell  gedacht);  filr  komplexe  x  bei  Caw^y, 
Dxerc  d'an  4,  p  271,  Stolz,  p  211,  Stolg-Gmetnei',  F  2,  p  365  Zerlegung  von 
arctg  a;  in  seinen  reellen  und  unaginilren  Bestandteil  Evler,  Berlin  Hist  Ac  6 
(1749),  p  286  Der  Zusammenhang  zwischen  aictg  und  lg  war  schon  1702  (Paris 
M^m   Ac   Sc)  Joh  Bemoulh  bekannt  (s.  Opera  1,  p  893—400). 
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voneinander  um  Multipla  von  nc;    der  Wert  T  ^g  lA-xV  ^^^ssen  Real- 
teil 9?  also  der  Ungleichung 

(79)  ~y^?ft<| 


genügt,  heißt  der  Haup^ivert^^^):   arctg  a;  und  wird  für  alle  |a;|^l, 
ausgenommen  £C  =  +  */^^)  dai gestellt  durch  die  Reihe: 

(80)  ^:^x=^{-^mi~xz)-Y^g(l+x{)) 

0 

insbesondere  ergibt  sieh  füi-  a;  =  1  die  sog   Leibmmche  Reihe: 

(81)  ^«*gi  =  f=Jrfcp-'^ 

0 

Zui  Berechnung  von  ä  ist  dieselbe  wegen  ihrer  schwachen  Kon- 
vergenz ungeeignet;  zu  rascher  konvergenten  Formeln  gelangt  man 
entweder  durch  geeignete  Transformation  von  (81)^^^,  oder  indem 
man  den  Bogen  --  mit  Hilfe  des  sog  Additionstheorems  der  Funk- 
tion arotg: 
(82)  aretg  x  +  ai-ctg  y  =  arctg  ^^ 

in  Teilbögeu  mit  rationalei*  Tangente  zerlegt,  z  B.^^'')- 


124)  Cauclvy,  Bierc    d'an   4,  p   271. 

126)  Die  Punkte  x=-^t  Bind  die  einzigen  singnläien  der  Funktion  aictgo;; 
um  den  Punkt  oo  gelton  die  Entwicklungen" 

arctga;=.(fc— i)«-^(-l)^g^_J^^         (&  =  0,±1,±2,      ) 

126)  Euler,  Introd.,  p  105  {x  reell  gedacht),  filr  komplexe  .r  z  B  Stoh, 
P  211 ,  StoU-Qmeiner,  F  2,  p  864  —  Andere  elementare  Ableitungen  im  reellen 
Öebiet-  Cauchy,  An,  p  807  ebenfalls  aus  der  logantlumsohen  Reihe;  Schlörmlch, 
p.  70  duroh  Mittelwerte;  Hattendoiff,  p  148  aus  der  m  Fußnote  129  zitierten 
Reihe 

127)  Brief  an  Oldenburg  vom  27  Aug.  1786,  Acta  erudit  1682,  p  11;  schon 
vorher  (1671)  sind  die  Reihen  (80),  (81)  von  J.  Gregory  gefunden  (Conunerc. 
epiat ,  p.  78,  79). 

128)  S   I A  8,  87,  besonders  Fußnote  266 

129)  J  Madhm  in  Jones'  Synopsis  1706  Ähnhche  Zerlegungen  mehrfach 
bei  Euler,  z  B    die  besonders  mit  Hdfe  der  Reihe 

4.    *  *      /-,    .    2       t«       ,   2    4  /    i»    \  *  \ 

«^^^tff^^^i+iili+Ti+T'+rsliT?) +•  ) 
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(83)  |.  =  4i^-i-  — ^^^, 

und  dann  die  Reihenentvsdckelung  (80)  benützt 
Die  Auflösung  der  Gleichung 


{84)  smy^       „^       =,  x 


nach  y  ergibt: 

(85)  y  =  aresin  x  =  ^\^{xi  ±^yi  —  x^).  "O) 

Bedeutet   y    irgend    einen    bestimmten    dieser  unendlich   vielen 
Werte,  so  teilt  sich  die  Gesamtheit  m  die  zwei  Gruppen: 

2/  =  ^  +  2nit    und    tc  —  y. 
Der  Haupin4}ert^^^)  aresina;  wird  duich  die  Voischrift: 

[Ableitang  ans  (67)  durch  Grenzübeigang  «  =  0  und  Substitution  t  =  tga!  z,  B. 
bei  ScMomilch,  p  266;  Sattmdorff,  p  144]  sehr  bequem  auszuwertende  Formel 


n;  =  20  avctg  —  +  8  arctg  — 

(Nova  Acta  Ao.  Petrop  11  (1798),  p  183  in  einer  Arbeit  von  1779,  voiher  (1776) 
flchon  bei  Oh.  Hietton,  Phil.  Trans  476)  Unbegrenzte  Fortsetzung  dieses  Zer- 
legungsverfahrens JEuler,  Comm  Ac  Petrop  9  (1727),  p  100,  Not  Comm  Ac. 
Petrop   9  (1762—63),  p  40—52.    Die  vollständige  Lösung  der  Gleichung 

VL  arctg 1-  Jrt,  aorcte  —  =  Ä   — 

^  x^         ^        ^  ajj  4 

in  ganzen  Zahlen  «z^ ,  Wj ,  o^ ,  x^,  k  gibt  0  Störmer,  Christ  Yidensskabssel- 
akabssknft  1896  und  Paris  Soc  math  BuU  27  (1899),  p.  160,  er  untersucht  auch 

<lon  allgemeineren  Fall  wt^  arctg \-  »jj  arctg \-       -\-m  arctg  —  =  ]c   — 

*i  -"a  ^ji  4 

Paris  C   R    1896,  Ni    4,  6;  Arch    for  Math    og  Nat    1896 

Die  Beiechnung  der  Zahl  n  Tvuide  so  auf  immer  mehr  Dezimalstellen 
hmausgefiihrt  (schließheh  über  700)  S  darüber  die  Schrift  von  Riidio.  Archi- 
medes,  Huygens,  Lambert,  Legendre  (Lpzg  1892)  Über  die  Beweise  der  Irra- 
tionahtät  und  Transzendenz  von  n  s  IC  8,  7  und  Fußnote  96  des  vorliegen- 
den Artikels  Vgl.  auch  F.  Klein,  Yortrdge  über  Elementargeometrie  (Lpzg  1896), 
p.  58 

1.30)  Trennung  des  reellen  und  imagindren  Teils  von  arcsin  x  Euler,  Berlin 
Hist.  Ac  ö  (1749),  p  288,  Canchy,  An,  p  825  Formel  (85)  z  B  bei  Cauchy, 
Exerc   d'an   4,  p  281,  Stolz,  2,  p  218 

131)  Cauchy  unter  gesonderter  Betrachtung  des  reellen  und  imaginären  Be- 
standteils   An ,  p  825,  327  und  prAziser  Exerc  d'an  3,  p   886  {Cauchy  führt  die 

Untersuchung   aus   an   der  Punktion   arceos  x  =  — arcsin  x  für  allgememen 

und  Hauptwert).  —  Stolz,  2,  p  218  und  Stole-G-metner,  F  2,  p  870  unterscheiden 
m  jeder  der  obigen  zwei  Wertgmppen  eigene  Hauptwerte,  deren  Realteile  dann 
zwischen  —  n;  und  n  liegen 
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(86)  —  |-<?ft(arcsmaJ)^■f- 

a^l8ge^ondert^wobel  an.   den  Grenzen  das  Vorzeichen  des  imaginären 
Teils  von  aresin  x  nocli  willkürlich^"^)  festzusetzen  ist 

Durch  Yergleichung  der  Koeffizienten  von  n  auf  beiden  Seiten. 
von  (69)  gelangt  CaucJiy  zu  der  für  alle  |a;|^l  gültigen  Reihe "*')> 

(o i)  ai-csin  X  =  X  4-   y^      „  .      „        = — rr 

^      ^  ^^  ^        2  4      2v      27'+ 1 

1 

Hieraus  speziell  für  a;  =  +  1  * 

_L  ZI  ==  4-  fl    I   '^  U^  (2^-1)  .     1     \xu\ 

=^2—  =tr^^^''        2^.      2*  2»;+lj       -^ 

1 

12.    UnendlLolie  Produkte  für  sin  x  und  cos  x.     Die  Produkt- 
eutwicklung 

(88)  ^X"-4l{^^-S,) 

findet  Euüer^"**),  indem  er  den  Ausdruck 


132)  Z,  B  positiv  Cauchy,  Exerc.  d'an.  3,  p  386  Der  so  definierte  Haupt- 
wort entspricht  dann  dem  ijositiven  Zeichen  vor  dem  Hauptwerte  der  Quadrat- 
wurzel und  dem  Haupirwerte  des  lg  m  (85),  Cauchy,  Exerc   d'an  4,  p  281 

188)  An.,  p  649  (daselhat  durch  Yergleiohung  der  hdheien  Potenzen  von 
n  auch  Reihen  für  (arcsinoj)'  usw.;  die  Eeihe  für  (arcsma;)'  hatte  Euler  schon 
1737  auf  anderem  Wege  gefunden:  s.  G.Eneström,  Bibl  math  (8)  5  [1004],  p  270; 
P  Stacld,  ebendaa  8  [1907],  p,  45)  Der  CaitcÄysche  Beweis  ist  filr  reelle  § 
gedacht,  läßt  sich  aber  ohne  weiteres  auf  komplexe  x  übertragen,  s  Thomae^ 
p  106;  Stols,  2,  p  224  Andere  Hedeitung  von  (87)  aus  dei  arctg-Reihe  bei  Cauchy 
(An ,  p  645  im  reellen  Gebiete),  ferner  durch  elementare  Darstellung  der  in  der 
Infinitesimabechnung  üblichen  Methoden  bei  Scklömtlch,  p  220  (Ersetzung  von 

/da 
y==^  «^urch  einen  Mittelwert)  und  Stols,  2,  p  216   (Benutzung  dei   Rela- 

0 

tionD^arcsin  ic  =  -^ \     —   Beschreibung  der  JS/mawMschen  Flftche  des 

]/l  —  aj"  / 

aieain  bei  TJimnae,  Eiern  Theorie,  p.  104—106  (nur  m  der  1  Aufl  ;  vgl.  2  Auf! 
p.  1^5). 

134)  Die  Konvergenz  (.liesor  Reihe  wird  am  einfachsten  mit  Hilfe  des  Haabe- 
Hchen  JEritenums  (s  IA8,  27)  erkannt 

136)  Introd.  p  118;  strenge  Fassung  des  JE^wZci-schen  Beweises  bei  8toU  2^ 
p  822  angedeutet,  ausführlicher  bei  Stole-Gmemei',  F  2,  p  489.  (Vgl  auch 
L'Huüicr.,  Princ  calc.  diff  et  int,  p  141.) 


12»  ünendliclie  Produkte  fiir  smo;  nnd  coso;  41 

in  Faktoren  zweiten  Gh*ades  von  der  Form: 

l^.^     (*  =  1>2,      ) 

-  \  f  M  te 

n 

zerlegt  und  dann  zur  Grenze  n  =  oo  übergeiit  Die  Substitution 
von  ^x  anstelle  von  x  ergibt  sodann 

(89)  sm.  =  *]7(l-j^)=^J7-(l  +  ,^)(l_;^). 

1  1 

In  älmlieber  Weise  gelangt  JEuler  zu 

(90)  --=iT(l-(.4t,.»-)"') 

0 

Gaucliiß^'')  geht  bei  semer  von  den  meisten  Lehrbücbem  acceptierten 
Ableitung  von  dem  endlichen  Produkte  (73)  für  sm  nx  aus  und  läßt 
daselbst  n  unendlich  werden,  wahrend  nx  endlich  bleibt. 

Aus  (89)  folgt  speziell  für   ^  =  i  die  TfaZZ^ssche ^^^)  Formel: 

^       ^  2"^TT*3'6'5"T         ' 

186)  Introd  ,  p.  181  f  Daselbst  auch  m  ähnhcher  Weise  abgeleitet  Prodtikte 
fdi  ac*+&e~''  XL  a  Unvollkominnere  Herleitung  des  sm-  nnd  cos -Produkts 
sowie  der  Relationen  (98)  schon    Comm  Ac  Petrop  7  (1784),  p  128—184. 

137)  An,  p  685,  vereinfacht  von  Schlömilch^  p  204  (Durch  Trennung  des 
Reellen  und  Imaginären  gewinnt  Cauchy  (An  p  573;  Schlömilch,  p  274 — 77) 
weitere  Produkt-  und  Reihenfonneln )  Noch  elementarere  Herleitung  von  Schrote 
(Zeitechr  Math  Phyö   13  (1868),  p   267)  durch  itenerte  Anwendung  der  Formel: 

sm  a;  =  2  sm  -—  sm  — —  , 
2  2 

Nach  der  Weierstraßachev.  Theorie  der  Zerlegung  ganzer  Fimktionen  m  ihie 
Fi-unfaktoren  (s  U  B  1,  81)  ergibt  sich  das  sm- Produkt  aus  den  bekannten 
Nullstellen  der  Funktion  sma  (vgl,  Eiüer,  Mise  Beiol  7  (1748),  Eulei  zeigt  be- 
reits, daß  außer  nn  keine  andern  Nullstellen  existieren)  m  der  Form 

+  00 


Bin  a;  =  e^^*^ 


-IT('-^)'^='"'"^J7(^-Ä). 


worauf  nur  noch  der  Nachweis  e''^'^^^!  durch  zweimalige  Ableitung  {Weiet- 
straß;  vgl.  Fiemel,  Zeitschr  Math  Phys  24  (1879),  jj  326)  oder  auf  Grund  eines 
allgememen  HadamardBchexi  Satzes  (Joum  de  math  (4)  9  [1893],  p  209)  über  das 
mfinitare  Verhalten  ganzer  Funktionen  (vgl  z  B  j^mile  Borel,  Le9ons  sur  les 
fonctions  enti^es,  p  82,  ^  Piingshetm,  Math  Ann  68  (1904),  p  828)  zu  erbrin- 
gen ist. 

138)  Anthmetica  infnit   1659 
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welche  u.  a.  zur  elementaren  Herleitnng  der  Stwl%ng%(Aiffn}^^)  Formel: 


-«-f^. 


(92)  n!=-|/23i;«  «"e       ""      (0<^<1) 

dienen  kami^*°) 

Die  Entwicklung  der  rechten  Seite  von  (89)  in  eine  Poteuz- 
reihe  und  die  Vergleichung  der  Koeffizienten  derselben  mit  den- 
jenigen Ton  (64)  fühi*t  E^er  auf  die  Eelationen:  "^) 


(93) 


allgemein  ist 


^  v"  6  ' 

1 

eo 

^  V*  90 


90' 


»8*-l 


.3»  {U)\  ' 


1 
wo  jBj  die  1i^  Bernoull%8QhQ  Zahl  bedeutet  ^*^). 

13.    Fartialbruobxeilien  für  tg  Xj  cot  x,  ooseo  x,  seo  x     Aus 
(90)  findet  Mid^-^^)  durch   Substitution  von  x  —  y   anstelle  von  a: 

139)  Methodus  diflFereiitialia ,  London  1730 

140)  J  A  ßejret,   Coura  d'algöbre  (6  Aufl)  2,  p   219  (deutsche  Übers   v 
Weiffietvi  2,  p  178);  noch  einfacher  bei  Cesäro,  Anal   algebr,  p  271,  480. 

141)  Introd   p  136,  vorher  (p  129)  zeigt  Mtlei  ganz  allgemein:    Ist 

eo  ee 

]7[(l  +  a^x)=^rc,x^, 

1  0 

so  gelten  genau  wie  im  Falle  endlicher  Produkte  und  Eeihen  die  Beziehungen. 

ee 
^v  ßj  =  C^  ,  ^v  ßS  =  cS  _  2Cj   usw 

1 
Zur  Vei-voUstflaidigung  der  JEhilerBchen  formalen  Betrachtungs-weise  ist  die  Voraus- 
setzung der  absoluten  Konvergenz  des  Produktes  hinreichend  (nicht  notwendig) 
Ygl  im  übrigen  I  A  8 ,  48.  tTber  die  Entatehungflgeschichte  der  Formeln  (93) 
und  verwandte  Eulereche  Untersuchungen  s  P  Staekel,  Bibl  math  (8)  8  (1907), 
p.  87—60. 

142)  Naheies  über  die  ^cntOMWischen  Zahlen  s  IIA S,  18,  vgl  auch  im 
Texte  14  —  Produktdarstellungen  des  log,  arcain  usw  bei  i  Siidcl,  J  f.. 
Math   73  (1871),  p   273 

148)  Introd,  p.  126,  184;  einwandfreie  Darstellung  bei  Stolg,  2,  p  262,  328, 
Stolz- Ghnein&r,  F  ,  p  444,  "ähnliche  Ableitung  bei  Schhmilch,  p  206—209.  Die 
Vergleichung  der  höheren  Potenzen  von  y  (JE'ul&r  a  a.  0 )  liefert  Partialbruoh- 
reihen  fiir  (tg  wY  usw  und  durch.  Spezialisieraug  die  Summation  violer  merk- 
würdiger Reihen,  darunter  die  im  Texte  (106)  erwähnten 
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und  Division  mit  cos  x: 

==p[  {^—  (2v  +  l)7C  +  2x)  y-'^  (2v+  1)7C  -  'ix) 
0 

=  PI    (1  +  (2"».  -j-  1)^^-^V 
0 

xmd  sodann  durcli  Entwicklung  nach  Potenzen  von  y  und  Vergleiohung 
dei  Koeffizienten  von  y  die  JPcMimlbnichreihe : 

00 

<96)         igx 2  ^  (___-i-__  4-  __-J__— ) 


'^''  (2»» 


853 


1)*«*—  4aj* 


Auf  ähnliche  Weise   oder    emfacher   durch  Substitution  von    ^  —  a) 
füi  a;  folgt: 

(97)     cot:.  =  i  +2  (^  --\^  +  o;  +  vJ)  =  -^  -^^  T^-x^' 


1 

2 


ferner  wegen    cot  -r cota;  =  cosecic: 


^     '  a     '  j^   \x  —  vTt    '    X  -\-  v-a.) 

1 

1 
und  hieians  durch  Substitution  von  ~ x     fih  a;: 


1  -1 


(99j         Bec^  =  2^.  ((27,^ir„ --17.  +  pV-"  ifci) 

1 

1 

Jede  dieser  Partialbruchieihen  konvergieit  yloichmaßit/  m  jedem  end- 
lichen, von  Nullsfcellen  der  Nenner  freien,  abgeschlossenen  Bereich  der 
komplexen  Ebene,  utibeärnqU  Kouvergenz  findet  aber  immer  nur  bei 
paarweiser  Zusammenfassung  der  Paitialbriiche  statt ^^). 

144)   Alle   diese   Reihen   lassen    Bich    rluicli   Addition   von   Konstonten    la 
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14.     Potenzreüieii   für   tg  a;,   oota;,    ooeeo  ce,   seo  ic;    lg 


sin  X 


lg  oos  x.^^^)  Die  in  Nr.  19  emgefühi-ten  Bem&ulUsciiQTx  Zahlen  treten 
auf  Grund  der  Gleichung  (94)  wieder  auf  als  Reihenkoeffizienten  in 
den  aus  den  Partialbruchreihen  (96),  (97),  (98)  abzuleitenden  Potenz- 
reilien  für  tg  a;,  cota;,  coseca;,"")  sowie  m  den  durch  gliedweise 
Logarithmienmg  aus  den  unendlichen  Produtten  (89),  (90)  folgenden 
Potenzreihen  für  lg — -,  lg  cos  a;:"') 


,2v/n8l 


(100)  tg^=2?'  llpsy-^         (W<f). 

(101)  ^  cot  ^  =  1  -  Jj  i^  B,^"  (1^1  <  „), 

1 
«0  a 

(102)  X  cosec x=l-j-2^v  ^2^^- ^)  B,x'^  {\x\  <  x), 
a03)  lg!^  =  _J;i^5,,.  (,„<,), 

1 
a04)  lgeos.  =  -2Ii'"-;>:"--JS..-       (|.|<|)- 

1 

Die  n  A  3,  18  ei-wähnten  ßekursionsformeln  für  die  Bf^-noulhschen 
ZaMen  ergeben  sich  großenteils  durch  „Koeffizientenvergleichung" 
(vgl.  Nr  3)  nach  Emsetzen  einerseits  der  Entwicklungen  (100)  bis  (104), 
andererseits  der  Reihen  ftir  sin  x  und  cos  x  in  die  mannigfachen  Rela- 
tionen, welche  eine  trigonometrische  Funktion  als  Produkt  zweier 
anderen  darzustellen  erlauben 

Zur  Einführung  einer  verwandten  Gattung  ganzer  Zahlen  — 
Sekantenkoeffizienten  oder  ÄZe?-sche  Zahlen ^*^)  jB,,  hat  die  Reihe 

absolut  konvergente  mit  linearen  Parfcialbi-üchen  veiwancleln  (besondere!  Fall 
des  Mittag -Leffleraohen  Tbeorems,  s  IIBl,  82) 

Andere  elementare  Ableitungen  der  obigen  Partialbruchreihen  (z  T  nur  für 
reelle  x)  bei  Cauchy,  An  ,  p  678,  Sehröter,  Zeitschr  Math  Phys  13  (1868),  p  257  j 
Tliomae,  Eiern  Theone,  p  90,  Ratt&ndorff,  Algebr  Anal,  p  256;  Osgood,  Lehrb. 
der  Funktionentheone  1,  p  519 

145)  Die  meisten  dieser  Eeihen  (wenigstens  die  ersten  Koeffizienten)  finden 
sich  schon  bei  J.  G-rcgoi'y  (s   v  BiaunmilJil,  Gesch  d  Tngon  2,  p  63) 

146)  Euler,  Introd ,  p.  160 

147)  ibid   p   152. 

148)  Die  zweite  Benennung  von  Badbe,  J.  f  Math  42  (1851),  p  366.  —  Über 
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(105)  ^''-2'M-i'^'  (W<f) 

0 

Anlaß  gegeben;  Rekursionsformeln  zui  Berechnung  der  ^^  liefert  als- 
dann die  Beziehung  sec  a;  •  cos  ic  ==  1  Da  sich  die  Reihe  (105) 
andererseits  auch  durch  Entwicklung  der  rechten  Seite  von  (99)  nach 
Potenzen  von  x  ergeben  muß,  so  gelten  die  Beziehungen 

(106)  ^\2v~  1)2*+^  ^  2^*+^  ("äfi  ■  "^^ 

Die  Potenzreihen  (100),  (101),  (102),  (105)  divergieren,  wie  ihre 
Herleitung  aus  den  Parfcialbruchreihen  unmittelbar  eikennen  läßt,  m 
allen   Punkten  ihres  Konvergenzkreises,   während   die  Reihen  (103), 

(104)  für  alle  nicht  reellen  |a;|  =  3z;  bzw  |a;|  ==  y  noch  konver- 
gieren 

15.  Die  h;;i)ergeometriso]ie  Beihe.  Fast  alle  in  der  algebraischen 
Analysis  aufti-etenden  Potenzreihen  erweisen  sich  als  Spezial-  oder 
Grenzfalle  der  sog.  ö^aw^schen^*")  hypergeometrischen  Reihe: 

(107)  :F(«^y^)  =  i  +  «J^  +  «(;+^)«?±l)^.+  ..,«■) 

die  JE^^  sehen  Zahlen  und  ihren  Zusammenhang  mit  den  BemouniBchen  vgl  11  A3, 
18  nnd  msbesondre  SaalscfiUte,  Yorles  über  die  B&'nouUtBch.eD.  Zahlen,  Berlin  1898 
110)  Zuerst  von  JEuler  in  anderem  Zusammenhang  bewiesen,  s  Fußn  148 

160)  Disqms  gen  circa  senem  infinitam,  181*2  (=  Weike  8,  p  184, 
deutsche  Ausgabe  von  Hetnricti  Simon,  Berlin  1888)  —  Der  Namo  „hyperg 
Eeihe"  in  etwas  anderer  Bedeutung  rührt  von  Wallis  her  (Anthmetica  mfini- 
torum  =  Opera  math  1,  Oxomae  1645,  p  466),  die  Reilie  selbst  findet  sich 
schon  bei  Eulei  (Nov  Act  Petrop  12  (1794),  p  58),  der  auch  die  Differential- 
gleichung zweitei  Ordnung  dei  hypergeometnschen  Function  und  daraus  die 
Transformation  F^a,  (3,  y,  fl?)  =  (1  —  a;)*'"""'*  F(y  —  a,  y  —  ß,  y,  x)  ableitet 
und  zum  Schluß  eine  Anwendung  auf  die  Darstellung  gewissei  m  der  Theorie 
der  Anziehung  vorkommender  Founerscher  Reihenkoeffizienten  macht  Sonstige 
histor  Bemerkungen  s  L  Jccldin,  Hiat-knt  Untersuchung  über  die  Theorie  der 
hypergeom.  Reihe,  Disseit   Bern,  1901 

161)  Die  Fiage  nach  der  Konvergenz  der  hypergeometnschen  Reihe  wurde 
im  reellen  Gebiete  von  G^ai^yS"")  mit  Hilfe  besondeier  nach  ihm  benannter 
Kriterien  (s  I A  3,  22  und  Fußn  190),  im  komplexen  von  Weierstraß  (a  ebendas 
Fußn  161  und  IG  8,  3)  erledigt:  Der  Einheitskreis  ist  Konvergenzkreis;  auf 
demselben  bestehen  die  diei  Möglichkeiten  1)  absolute  Konvergenz  für  alle 
|a;|  =  1,  wenn  9i(y  —  a  —  j5)  >  1,  2)  bedingte  Konvergenz  fui  alle  |a;|  =1  außer 
x  =  l,  wenn  1  >3l(y  — a— 13)>0;  3)  Divergenz,  wenn  0>SR(7— a— yS),  (s,  z  B 
Fnngsliam,  Archiv  Math  3  (4)  (1902),  p  19)  Die  Annahme  |S  =  y,  «  =  — w, 
x  =  —  y  hefei-t  die  betr  Resultate  für  die  binomische  Reihe.  Bei  Gauß  (Werke 
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die  dann  auch,  besonders  geeignet  ist,  um  füi-  diese  Eunktionen  kon- 
vergente Kettenbiüche  "*)  zu  gewinnen.  In  letzteren  tritt  der  arith- 
mekscJie  Charakter  der  elementaren  Funktionen,  insbesondere  die 
L-rationalität  von  e*  und  tg  x  bei  rationalem  x  ^^^)  deutlicher  hervor 
als  in  den  Reiben. 

Die  Theorie  der  hjrpergeometrischen  Reihe  überschreitet  indes 
die  Hilfsmittel  der  algebraischen  Analysis  und  gehört  ihrer  Natur 
nach  der  eigentlichen  Fimktionentheorie^^)  und  der  Lehre  von  den 
linearen  Differentialgleichungen  an 

3,  p  127)  sind  28  Darstellungen  bekannter  Funktionen  durch  die  hypergeoiue- 
triBche  Ileihe  angegeben 

162)  Über  die  Umformimg  der  hypergeometnschen  Reihe  in  einen  Kelten- 
bmch  und  die  Konvergenz  des  letzteren  s  I A  8  55  —  Einen  elementaren 
Eonvergenzbeweia  gab  neuerdings  van  Vleck^  Ann  of  math  (2)  8,  1901;  Am  Soc. 
Transact   5  (1904),  p   263 

158)  s   IA3  0  u.  56  u.  IC8  7,  p  669 

164)  Eine  Behandltmg  der  hjpergeometrisclion  Eeiho  mit  den  Plilfsmitteln 
der  elementaren  Ptmktionenlehre  gibt  Thomae,  Zeitschr  Math  Phys  26  (1881), 
p    814;  27  (1882),  p  41 
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I.  Nnmerische  und  graphische  Qnadratur. 

1.  AllgemeineB  (vgL  IIA 2  {A.  Voss)  Differential-  und  Integral- 
reclumng  Nr  50 — 55).  Bei  der  nmneiischen  Quadratur  handelt  es  sich 
darum,  den  Flächeniahalt  eines  durch  eme  Kurve  y  =  f(x),  zwei  Or- 
dmaten  und  die  Abszissenachse  begrenzten  Gebietes  als  Mittelwert  einer 
endlichen  Anzahl  n  von  mit  entsprechenden  Gewichten  Ä^  genommenen 
Ordinaten  f(x^  auszudrücken  Allgemeiner  heißt  das,  man  soU  den 
Wert  eines  bestimmten  Integi-ales 

.^ 

(1)  I=Jf(x)q>{x)dx 

et 

aus  den  Werten  von  f{x)  f0.r  eine  bestimmte  endliche  Anzahl  »  von 
Abszissen  x^  und  aus  einer  gleichen  Anzahl  von  Koeffizienten  A^  mög- 
lichst genau  durch  einen  Ausdruck  der  Form 

(2)  A  =  {AJ{x,)  4-  Afix,)  +  Afe)  +   •  +  Af{^.)] 

darstellen  Der  reguläre  FaU  ist  (p{x)  =  1;  aber  es  soll  hier  gleich 
der  aUgemeinere  ins  Auge  gefaßt  werden  Dabei  ist  vorausgesetzt, 
daß  sich  f{x)  für  a  ^x  ^  ß  mit  ausreichender  Genauigkeit  durch  eine 
ganze  rationale  Funktion  hinreichend  hohen  Grades  m,  der  erhebhch 
großer  sein  kann  als  n 

ersetzen  läßt,  während  cp  (x)  nui  integrierbai  zu  sein  braucht,  also  z  B 
eine  endliche  Anzahl  von  Unstetigkeitsstellen  haben  kann  Für  die  Zahl  n 
und  die  Lage  a;,  der  zu  benutzenden  Ordinaten  wird  vor  allem  der  Um- 
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stand  maßgebend  sein,  daß  mau  eine  mögliclist  große  Grenaoigkeit  er- 
reichen will;  gelegentlicli  können  aber  für  die  Wahl  des  n  und  der  a?, 
auch  andere  Gründe  mitsprechen,  etwa  daß  man  bequeme  Werte  für 
die  Ä^  oder  die  Xf  zu  haben  wünscht,  oder  daß  man  eme  bequeme 
Formel  wünscht,  deren  G-euauigkeit  die  der  durch  Beobachtung  ge- 
wonnenen Werte  f(Xf)  nicht  überschreitet  usw.  Die  Grenzen  a,  ß  kami 
man  durch  die  Substitution: 


X  = 


«  +  ß 


2  2      *'      *  2  2     ^*'       *  2         * 

auf  —  1  und  -\-  1  resp.  durch  ähnhche  Substitutionen  auf  —  -^  und 
-{-  ^  oder  auf  0  und  1  zurückführen 
Setzt  man 

(3)  a^=j  x''g}(x)dx, 

SO  ist 

-a-i(Co+  Cj^Xi  -f~  Cga?!  -}~ 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(5)  ]      *3  =  «2  —  (^1^1*  +   A^2'+ 

Man  nimmt  nun  au,  daß  in  der  für  f(x)  gesetzten  Funktion  die 
c^  sehr  schnell  abnehmen,  so  daß  die  Annäherung  um  so  besser  whd, 
je  mehr  der  d  man,  von  Öq  ausgehend,  zu  NuU  macht.^^^)  Wir  sehen 
hier  davon  ab,  daß  dies  bei  empirisch  gefundenen  Km-ven  durchaus 
nicht  der  Fall  zu  sein  braucht,  sondern  daß  hier  mit  hohem  Index 
versehene  Werte  Ci  gelegenthch  den  Lauf  der  Kurve  wesentlich  be- 
stimmen können.  In  emem  solchen  Falle  wird  unter  Umstanden  eine 
Formel  von  geringerem  Genamgkeitsgrad  eine  bessere  Annäherung  hefem 
können  (vgl  Nr.  11)  Werden  die  p  ersten  d  Null,  so  sagt  man  nach 
Eadau^),  die  Formel  habe  den  Genamgkeitsgrad  jp  —  1;  d  h  also  eine 

1)  Badau,  J   de  math   (8)  6  (1880),  p  288—836 


+  Ca^1*  + 

) 

) 
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ganze  Funktion  (p  —  1)**^  Grades  •wird  durch  die  Formel  exakt  inte- 
griert Da  man  n  Werte  A(  und  n  Werte  Xf  zur  Yerfiigung  hat,  kann 
man  mit  Oauß^^)  den  Genauigkeitsgrad  2«  —  1  erreichen;  bei  n  ge- 
gebenen Abeziseen  erreicht  man  im  allgemeinen  den  Genauigkeitsgrad 
n  —  1;  bei  n  gegebenen  Koeffizienten,  für  die  df^=  0  sein  muß,  den 
Genauigkeitsgrad  n. 

Wählt  man  zur  Interrallmitte  symmetrische  Ordinaten,  so  muß 

Ä'ftH-  ^i.  =  ^n-i  -i-^i- =  ß  4-  «, 

d  h  l  bei  den  Grenzen  0  und  1,  und  0  bei  den  Grenzen  —  1  und 
+  1  sem.  Wenn  wir  der  Bequemlichkeit  -wegen  den  letzten  Fall  be- 
trachten (in  der  Wahl  der  Grenzen  liegt  kerne  wesentHche  Speziah- 
sierung)  und  weiter  annehmen,  (p(x)  sei  eine  gerade  Funktion,  etwa 
gleich  1,  so  wird 

(6)         ^^,a:/*-i  =  0  (oder  ^(^  -  \_,^,)  x,''-'  =  0) 

Man  kann  diese  Gleichungen  durch  ^=  jä„_^^i  erfüllen;  soU  der  Ge- 
nauigkeitsgrad n  —  1  erreicht  werden,  so  ist  nur  diese  Lösung  mög- 
LcL  Auf  anderem  Wege  als  Badau^)  weisen  Orunert^),  Jung^),  Tod- 
hunter*')  u.  a  die  Gleichheit  der  zu  symmetrisch  hegenden  Ordinaten 
gehörenden  Koeffizienten  nach,  die  natürlich  auch  für  die  Grenzen  a,  ß 
gilt.  Wir  haben  also,  falls  wu-  der  Symmetrie  wegen  nur  das  halbe 
Intervall  betrachten,  die  Gleichungen. 

iA  +  A-hA+      •  +  ^  -  «0  =  —  «^o; 


(7) 


^^i'-f  AV+--  +A^i^—fh  =  —  ^i, 


ÄiXj^*-{-Ä^Xi^^-\ \-  A^Xi 


2i 


'2< 


für  w  =  2t  +  1;  ffli^  w  «=  2i  ist  nur  ^q  ==  0  zu  setzen  Sind  also  für 
2*  +  1  oder  2i  -|-  2  symmetrische  Abszissen  die  Funktionswerte  ge- 
geben, wie  z  B.  bei  den  Methoden  von  Newton-Gotes  und  Mac  Latmn, 
so  kann  man  im  ahgememen  in  beiden  Fällen  mindestens  den  Genauig- 
keitsgrad 2*  -f- 1  erreichen.  Da  alle  Xj,  vonemander  verschieden  sein 
müssen,  sind  durch  obige  Gleichungen  die  Ä^  eindeutig  bestimmt.  Den- 
selben Genauigkeitsgrad  kann  man  erreichen,  wenn  man  2«  -)-  1  oder 
2^  willkürlich  gewählte,  paarweise  gleiche  Koeffizienten  vorschreibt, 
wie  es  z.  B.  Tschebysche/f  tnt.  Die  vorgeschriebenen  Koeffizienten  müssen 
natürlich   der  ersten  Gleichung  (1)  genügen,  falls  mau  ^o  =  ^  ^^^^^ 

2)  Oi-unert,  Aich.  für  Math    n   Phys    14  (1860),  p.  226—317 

3)  Jung,  Eozpravy  8,  Nr.  17,  (12  S )  (1899) 

4)  Todhwnt&i;  Aq  elementary  Treatise  on  Laplace's  Functions,  Lamö's  Func- 
tions and  Bessel's  Functions,  London  1876,  p.  96—109. 
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Ist  dagegen  q)(x)  eine  ungerade  Funktion,  so  ist  ^ÄpCcj/"  ==  0, 
also  -4p  ==  —  ^„_^+i,  Äq=0.  Es  kommt  dann  nur  eme  gerade  Zahl 
Ton  Ordmaten  in  Betracht 

2.  Methoden,  die  gegebene  AbsBlssen  verwenden,  a)  Allgemeines 
Bei  gegebenen  Abszissen  ist  die  Koeffizientenbestimmang  das  rein  alge- 
braische Problem,  die  G-leichungen  (5)  resp.  (7)  zn  lösen,  wenn  die  d 
gleich  Null  gesetzt  werden,  was  bei  verschiedenen  Abszissenwerten 
immer  möglich  ist  Man  erhält  so  die  Aj,  als  Quotienten  zweier  Deter- 
minanten.^) Moors^)  bezeichnet  mit  s^  die  symmetrische  Funktion 
r^^  Gtrades  der  xl  und  mit  5^^  die  entsprechende  Funktion  ohne  x^; 
er  erhält  dann  aus  (7) 

Der  /  soll  bedeuten,  daß  x^  —  x^  fehlt  JacoW)  bestimmt  die  Koeffi- 
zienten mittels  der  LagrangesaYi&Q  Interpolationsformel.^)  Sind  die 
Abszissen  Wurzeln  der  Q-leiohung  F^{x)  =  0,  so  ist 


(8) 


.(9)/;(.),(.)..=^'/.5Ä 


^^•/■W+C«*n+C,  +  i^„+l... 


Jacdbi'^)  schreibt  den  Ausdruck  für  die  Koeffizienten  in  der  Form 


^^=:f4i)A'^^*)^^* 


Diese  Formel  kann  man  nach  Badau^)  auch  unabhängig  von  der 

TP   (ir\ 

LagrcmgeBchen  Formel  durch  den  Ansatz  f(x)  =    _  ^  erhalten.    Sind 

•die  gegebenen  Abszissen  sowie  die  Funktion  (p(x)  symmetrisch  zm 
IntervaUmitte,  so  kann  man  aus  (9)  leicht  ablesen,  daß  die  Koeffi- 
zienten paarweise  gleich  sind.  Bezeichnet  man  mit  Radau^)  den 
ganzen  Teil  einer  Funktion  mit  JE,  so  besteht  die  Gleichung,  falls  rCj 

6)  Bladek,  Sitznngsbenchte  der  böhTmacben  Q-esellacbaft  der  Wissenschaftien, 
Prag  1879,  p   167—175 

6)  Moors,  Nieuw  Arcbief,  Amsterdam  20  (1893),  p  129—214 

7)  Jacobi,  Jonm  fOr  Math   1  (1825),  p  801—308 

8)  Lagrange,  Le90ns  dldmentaires  (1795),  Oeuvres  7,  p.  284—287  und  Sur 
rmterpolation,  Oeuvres  7,  p  535—553  Deutsch  von  S<^uUee  im  Astronomiscben 
Jahrbuch  1788 
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keine  Wurzel  von  F^  ist, 

(10)  j;.^k(^  =  ^ÄM. 

Konvergiert  a;,  gegen  eine  Wurzel,  so  läßt  sich  F^(x)  durch  x  —  x^ 
dividieren     Für  q){x)  gleich  eins,  ist  also 

a  a 

SO  daß  man  fiir  die  Grenzen  +  1  und  —  1  aus  (9) 

erhält,  einen  Ausdruck,  der  sich  z.  B.  bei  Scliellbach^),  Badau^),  Eermite^^ 
u  a    findet. 

Die  Korrektion  gibt  Moors^)  in  der  Form 

(13)  Cg^f^jj  +  Cg^^j^j^^g    •    ={«21 — ^2i-aSl~\-^ii-4.^S~         ("~^)  ^0**1^3* 

+  (a8i+3-(«3i— «^2*151  + ^s<-2 Sa" •(-l)SSi}  ßs<+a- 
Den  Rest  kann  man  auch  wie  MarJcoff^^)  mit  Hilfe  des  ßestghedes 
der  ia^aw^ßfichen  Formel  finden.    JBertrand^°^)  gibt  eme  Tabelle  der 
verschiedenen  Wei-te  d  fiir  die  Formeln  von  Newton-Cotes. 
Gewöhnlich  dividiert  man  f(x)  dm-eh  F^(pc),  so  daß 

(14)  f(x)==F(x)+Q(x)-F„(x) 
wird,  woiaus  dann  für  die  Grheder  höherer  Ordnung 

(15)  f<pi^)-Qi^)-F,(x)dx  =  cJ„+c„^,d,^,  +  c,^,d„^,    . 
folgt     Also  ist 

(16)  8^^,  =  fcp(x)-FSx)'dx    E§-J^y 

Terme,  die  mit  den  Koeffizienten  von  —rzir,  m  der  Entwickluns;  von 


■X 


nach  fallenden  Potenzen  von  x  identisch  sind     Man  bezeichnet  daher 
diese   Funktion  nach   Heine'^^)   als   erzeugende  FimMion   des  Fehlers. 


9)  Schellbach,  Jouin.  filr  Math    1  (1825),  p.  301—808 

10)  ffermttej  Coura  d'analyse,  Paiia  1878,  p  489—453 

11)  Marko  ff",  Diffeienzonrechnung    (deutsch  von  PrUmm  u    Fitesendojff')^ 
Leipzig  1896,  p.  50—61 

12)  Heine,  Handbuch  der  Kugelfanktionen  2,  Berhn  1881 
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Neuerdings  hat  Featw^^)  das  ßestglied  der  Quadraturformeln  unter 
Benutzung  eines  Diskontmuitatsfaktors")  m  Form  eines  bestimmten 
Integrales  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  +  c»  dargestellt 

b)  Formeht  von  Newton- Cotes.  Im  allgemeinen  wählt  man  nun 
die  gegebenen  Ordmaten  äquidistant  Unter  Benutzung  der  End-  und 
der  Teüordinaten  wird  bei  Emteilung  m  w  —  1  gleiche  Teile  für  die 
Grenzen  0  und  +  1 

p._         1  2  ^       M  — 1 ^ 

*  '       ^       n  —  1'       ^       n  —  1'       '"        w  —  1 

In  diesem  FaUe  hat  man  nach  Gauß^),  GrunerP),  Marko  ff  ^^)  u  a. 

1 

1   ( — 1)»~*        r(nx~x)(nx  —  X — 1)       (nx  —  x  —  «  +  1)  , 

^~  AI(M-Ä+1)!J  nx-x  —  k  +  1  ^^' 

0 

und  das  erste  Fehlerglied  läßt  sich  m  der  Form 
1 
K=jx{x-  --1^)  (x  -  ^-^       {X  -  1)  dx 

0 

schreiben"),  woraus  unmittelbar  durch  Vertauschung  von  x  mit  1  —  x 
folgt  8^==  (—  1)"^^  d  h.  (¥„=  0  für  imgerade  n.  Den  ersten  Versuch, 
den  Inhalt  durch  äquidistante  Ordmaten  auszudrucken,  macht  Cavälien^^), 
der  als  sog  Faßregel  (s  Nr.  13  a)  einen  speziellen  FaU  der  Formel  für 
»  =  3  gibt.  Später  findet  sich  bei  Jacol  Gregorius^'')  allgemein  die 
Formel  für  w  ==  3,  d.  h.  die  für  Parabeln  zweiter  Ordnung  exakte  For- 
mel; er  erkennt  aber  nicht,  daß  diese  Formel  auch  für  den  Fall  m  =  4 
gilt,  sondern  gibt  für  Parabeln  dritter  Ordnung  eine  Formel,  die  nur 
für  y  =  ax^  -\-  h  richtig  ist.^")  Auf  Parabeln  vierter  und  fünfter  Ord- 
nung weist  er  ohne  Formehi  hin.  Die  erste  allgemeine  Lösung  deutet 
Neivton  zuerst  m  einem  Brief  an  Leibniz  vom  24.  X.  1676,   dann  in 

18)  Peano,  Atti  della  R  Accad.  dei  Lmcei  (5)  22  (1918),  p  562—69  und 
Mathesis  (4)  4  (1914),  p   6—10. 

14)  Mansion,  Mathesis  (4)  4  (1914),  p  169—174. 

16)  Berger,  Nova  acta  Begiae  societatis  scientiaium  üpsahensis  (8)  IS 
(1898),  (62  S ). 

16)  Cavälien,  Una  Centnria  di  vaiii  Problemi  m  dei  Prattica  Astrologica. 
Bologna  1689.  In  Fioblema  80  findet  sich  axif  p.  446  die  Angabe  Si  adunque 
moltiplicaremo  la  terza  parte  di  IM  lunghezza  della  Botte  BD  FS  in  due  cerchi 
maggiore  CG'  e  uno  de  minori  BH,  DF  come  m  BS,  ci  venä  la  capacitä,  di 
detta  Botte 

17)  Jacob  Gregoiitis,  Exeroitationes  geometricae,  London  1668,  p  25—27. 
MethoduB  facilis  et  accurata  componendi  Secantes  et  Tangentes  artificiales 

18)  ITeinrtdi,  Bibliotheca  mathematica  (8)  1  (1900),  p  90—92 
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den  Prinzipien  an  imd  fQhi-t  sie  später  weiter  ans,")  Er  gibt  die 
Formel  für  »  ==  4  Cotes  gibt  dann  ohne  Ableitung  die  Koeffizienten 
von  w  =  3  bis  11^),  femer  finden  sie  sich  bei  Simpson^^^)  bis  «  =  7, 
bei  Jiwood^^)  bis  n  =  9,  bei  Merrifield^^)  und  m  vielen  anderen  Ab- 
handlungen. 

Ansätze  zu  den  Cotes  sehen  Formeln  finden  sich  übrigens  auch  bei 
Lambert  J^) 

Unabhängig  kommt  Kramp^^)  zu  ähnlichen  Formeln  unter  Be- 
nutzung emer  Methode  von  Obenh&im  ^^)  Er  teilt  das  IntervaLL  m 
zwölf  gleiche  Teile,  trägt  den  Inhalt  der  durch  die  Endpunkte  von  t 
äquidistanten  Ordinaten  bestimmten  Sehnenpolygone  als  Ordinaten  zu 

x  =  —  auf  und  legt  durch  die  erhaltenen  Punkte  eine  Parabel,   die 

V 

für  x  =  0  die  gewünschte  Formel  gibt,  Gergonne^^  ersetzt  die  Trapeze 
durch  Rechtecke  und  erhält  so  eine  obere  Fehlergrenze  Krampf'')  gibt 
dann  noch  eine  zweite  Ableitung,  bei  der  er  die  Kurve  selbst  durch  eme 
Pai  abel  w*^'  Ordnung  ersetzt,  die  er  durch  n  äquidistante  Ordinaten  be- 
stimmt und  integriert  B&ard^^)  erhält  die  Koeffizienten  durch  An- 
wendung des  Ansatzes  auf  spezielle  Parabeln  Er  gibt,  wie  Kramp  die 
Koeffizienten  bis  n  =  13,  außerdem  auch  noch  für  w  =  26.  Für  n  =  13 
sind  die  Werte  verschieden;  infolgedessen  findet  eme  Auseinander- 
setzung zwischen  Kramp^^),  Servois^%  Ämpere^^)  statt,  m  der  Kramp'^ 
schließlich  seine  Formel  als  falsch  erkennt 

19)  Newton,  FhUosophiae  naturalis  pnnoipia  mathematica  8  (1687),  Prop  XL 
Lemma  6.  Neioton,  Inveniro  hneom  cnrvam  generis  parabohci  gnae  per  data 
quotonnque  punota  transibit  1711,  abgedruckt:  Opuscula,  1.  Ausgabe  von  Eorsley 
1778,  p  521—631 

20)  Goies,  Harmonia  menBuraram,  Cantabngiae  1722  Anhang-  Opera  misce- 
lanea,  De  methodo  diffeientiali  Newtonia. 

21)  Atioood,  A  DisqmBition  on  the  Stabüitj  of  Ships  Philosophical  Trans- 
Bctions  1798,  p  201—810  (die  Koeffizienten  finden  sich  p  262) 

22)  Mentfield,  Report  of  the  60  meetmg  of  the  British  Association  for  the 
Advancement  of  soienoe  1880,  p  821—48 

28)  Lambert,  Beyträge  zum  Gebrauch  der  Mathematik  xmd  deren  Anwen- 
dungen 2,  Berlin  1770,  p  260—318  Quadratur  und  Rektifikation  der  krummen 
Linien  duich  geradlinigte  Vielecke,  -welche  um  dieselben  und  in  dieselben  be- 
schrieben werden  können 

24)  Kramp,  Annales  de  Gergonne  6  (1815/16),  p  281—802 

25)  Obenheim,  Balistique,  Straßbourg    1816, 

26)  Gergonne,  Annales  de  Gergonne  6  (1816/16)  p  308—820. 

27)  Kramp,  Annales  de  Gergonne  6  (1815/16),  p  872—887. 

28)  B4rard,  Annales  de  Qergonnes  7  (1816/17),  p  101—116. 

29)  Kramp,  Annales  de  Gergonne  7  (1816/17),  p  241—262 
80)  Servota,  Annales  de  Gergonne  8  (1817/18),  p  78—116 
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Ein  Korrektionsglied  gibt  als  erster  Shrlmg^^)  an  f ür  w  =  3,  5, 
7,  9,  und  zwaa:  nimmt  er  die  Differenz  zwischen  der  Formel  fiir  2i  —  1 
und  einer  Formel  mit  2»  +  1  Ordmaten,  bei  der  die  von  den  Grenz- 

ordinaten  um     _    nach  außen  liegenden  Ordmaten  mit  benutzt  werden, 

eme  Methode,  die  sich  allgemein  bei  LöbaMo^)  und  besonders  bei 
GnmeH^  durchgeführt  findet.  Abschatzungen  des  Fehlers  mittels  der 
TaylorBohen  ßeihe  oder  der  Htderschen.  Formel  finden  sich  zuerst  wohl 
hei  MacLaimn  (bis  n  =  ö)""*),  ferner  bei  Gmß*^),  Unke^^),  Seine^), 
Font&n4^'^,  Jwng^),  Moors'^)  u  ^)  und  anderen.  Ihthö  wendet  die  von 
JacoW^  fiir  die  GaußBchen  Formeln  (s.  §  3)  gegebene  Methode  zur 
Fehlerabschätzung  auf  die  Newton-Cotesadken  Formeln  an.  Peano^^) 
■erläutert  seine  Restabschätzung  mittels  eines  bestimmten  Integrales 
mit  Diskontinuitätsfaktors  an  dem  Falle  w  =  3.  Quarra^^)  wendet 
sie  auf  den  Fall  w  ==  4  an 

c)  Formeln  von  Mac  Lauri/n  Mac  Lawrm^^)  benutzt  nicht  die 
Endordinaten  der  emzelnen  Teilmtervalle,  sondern  die  Mittelordinaten, 
setzt  also  bei  n  gleichen  Teilen  und  den  Grenzen  0  und  +  1 

1^  8  2w— 1 

Die  Koeffizienten  haben  für  diesen  Fall  die  Form: 
1 


(_l)n-A  /'(2wa;  —  1)(2WÄ  —  S)    .    (2waj-2w  +  l)  , 

2«-1ä1(w-ä;  +  1)IJ  2wa;-2Ä  +  l  ^^' 

0 

"und  das  erste  Korrektionsglied  wird 


31)  Ävfvpkre,  Annales  de  Gergonne  8  (1817/18),  p  117—124 
82)  Kra'nvp,  Annales  de  Qergonne  9  (1818/19),  p  873—896. 
38)  SUrhng,  Methodns  differentiahs  sive  tractatns  de  snminatione  et  inter- 

polatione  senerum  infinitanim,  London  1780,  prop  Sl. 

84)  Lobatto,  Lessen  over  Integral-Bekening,  La  Haye  1862  §  198/99 

35)  Mac  Launn,  Treatise  of  riimon  2,  Edinburg  1742,  §  848/49 

86)  Erike,  Berliner  astronomisches  Jahrbnch  1868     Abdruck    Gesammelte 

Abhandlnngen  1,  p.  100—124. 

37)  Font6ni,  Nouv  Ann.  (4)  10  (1910),  p  87—90 

88)  Moors,  Valenr  approximative  d'une  mtögral  döfinie,  Pans  1905 

89)  QuoArra,  Atti  della  R   Accad    della  scienze  di  Tonno  48  (1912—18), 
p   643—58 

40)  Mac  Laximi,  Treatise  of  Fluadon  2,  Edmburg  1742,  §  882. 
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woraus  wie  oben  für  ein  ungerades  n  S^==0  folgt")  Moors^^)  gibt 
die  Koeffizienten  von  n  ==  1  bis  10  und  die  zugehörigen  Korrek- 
tionsglieder  Daß  der  Feiler  fiir  n  =  2^-^l  und  w  =  2*  +  2  so- 
wohl fdr  die  Newton-Ootesschen  wie  für  die  Mac  iawnwsclien  Formeln 
von  derselben  Ordnung  ist,  daß  also  die  Parabel  2^*"  Ordnung  aucb 
eine  Funktion  2i  -{-  V^^  Ordnung  exakt  zu  quadrieren  gestattet,  wird 
häufig  betont,  so  von  DirJcsen^^),  Catdan*^,  Maleyx^^),  Skwtscli^), 
8choute^%  Korteweg^^),  Mcmnowry^'^  u.  a 

3.  Methode  von  Gauß.  a)  Bestimmung  der  Mssissen  Der  Ge- 
danke, daß  mau  durch  passende  Wahl  der  Funktionswerfce  mehr  Fehler- 
.glieder  zum  Verschwinden  bringen  kaim,  findet  sich  vielleicht  zuerst 
bei  Busengeig &r'^^^)  verwandt.  Wirklich  ausgenutzt  wird  dieser  Gedanke 
dann  in  emer  2  Jahre  spater  der  Göttmger  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften vorgelegten  Abhandlung  von  Gmiß*^) 

Will  man  mit  n  Funktions werten  den  Genauigkeitsgrad  2n  —  1 
erreichen,  so  muß  man  außer  den  Fehlerghedern  d^ .  8^_y  auch  noch 
^»  •  •  ■  ^3n-i  ^  ^^^  Gleichungen  (5)  zum  Verschwinden  brmgen.  Die 
Bestimmung  der  n  Wurzeln  und  der  n  Koeffizienten  aus  den  2w  Glei- 
chungen ist  em  rein  algebraisches  Problem  ^^)  Smd  die  Größen  x^^ok,  •  •  •>  a;„ 
Wurzeln  der  Gleichung 

(18)  F,{x)^h^af^-^\_^xn-^-^   ..^_&^^  +  &^ 

und  multipliziei-t  man  mit  JoachimstTidl'^^)  die  ersten  «4-1  Gleichungen 
(5)  (d  =  0)  mit  &(,,  &j, ...,  &„,  und  addiei-t  sie,  verfahi-t  genau  so  mit 
der  2*^"  bis  n  -f-  2*"^  usw.,  so  erhält  man,  wenn  man  beachtet,  daß 

(19)  A,x,W -1-  &,a;^  +  &,a;,2  +  . . . .  +  \xp)  =  0 


41)  JDia'ksen,  Abb  d  kgl  Akad  d  Wiss  zu  Berlin  aus  dem  Jahre  1881, 
Berlin  18S2,  p  117—159. 

42)  Catälan,  Nouvelle  correepondance  mathematique  6  (1880),  p  396—402. 
Nouv.  Ann.  16  (1867),  p  312  Manuel  des  Candidats  de  l'i^cole  polytechnique  2, 
p   296, 

48)  Maleyx,  Nouv  Ann  (2)  19  (1880),  p  629-651 
44)  Skutsch,  Arch.  Math  Phys   (2)  12  (1898),  p  111/12 
46)  ScJioute,  Paris  C    E    122  (1896),  p   1118—1115 

46)  Korteweg,  Paris  C.  R   122  (1896),  p  1899 

47)  Mannoury,  Pans  C   R    122  (1896),  p  1399-1400 

48)  Gauß,  MethoduB  nova  integraliam  valores  per  approximationem  in- 
vtimendi  Coinmentationes  societatis  legiae  scientiarum  Gottingensis  recentiores 
3  (1816)     Abgedruckt    Gesammelte  Werke  8,  p  168—196 

49)  JBretschQietdei' ,  Programm  d.  Herzogl  Realgymnasiums  zu  Gotha  1849 
(12  Seiten). 

60)  JoachtmstJial,  Journ.  f  Math    48  (1SÖ4),  p  386—416 
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ist,  die  GHeichungen 

(20)  Mo +«*+!&!  +     •  +  «*+A==0 

für  Ä  =  0,  1,  2,  ,n  —  1  Unter  Hinzunahme  der  Gleichung  (18) 
erhält  man  daraus  für  F^ioc)  die  Gleichung 

1       X  x^      .     x" 

(21)  F„{x)='    ""'      '^''«  '*"+^      =0 

Ähnlich  verfahren  Ligowsh^^) ,  Ändrae^^),  Oj[^ermann^^) ,  Baih 
land^),  Lampe^^),  Eieun^^),  Moors^^)  u.  a 

Ligowski ^^)  findet  für  (p{x)==l  die  Koeffizienten  untei  Benutzung 
von  Sätzen  der  Determinantentheorie 

"^      ^       J      (e!)3(»i  — e)i2w! 

für  die  Grenzen  0  und  1 

Ght-istoffel^'^,  Sclmbnet'^^),  BaiUcmd^^)  u.  a  ei halten  die  Glei- 
chungen (20)  daduich,  daß  sie 

7t 

nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickeln,  mit  F„{x)  multiplizieien 
und  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  x  gleichsetzen  Ein 
andeiei  Weg  findet  sich  bei  Äu(jiist^°')  angegeben  (s  u.  4). 

Vielfach  werden  au8  der  Gleichung  (21)  direkt  die  Wurzeln  aus- 
gerechnet; so  tut  es  Gauß*^)  §  16  im  Falle  95(3;)  =  1  füi   n  =  2,  3, 


61)  Ltgowsh,  Aich   f   Math   u   Phys    86  (1861),  p   181—85 

52)  Andrae,  Oversight  over  det  Kosgehge  Danske  Vedenskabemes  Selskabs 
Vorhadhngar  1867,  p  165—201. 

53)  Oppmnann,  Zeuthen  TidsBkiift  (8)  1  (1871),  p  11-27 

54)  BaiUaud,  Pans  C.  R   90  (1880),  p   974—976 

55)  Lampe,  Jahresb    d.  Deutsch   Math.-Yer   8  (1894),  p  102—106 

56)  Eeun,  Programmabhandl   Nr.  108,  Berlm  1892  (19  S ) 

67)  Chnstoffel,  Joum   f  Math   66  (1868),  p.  61—82 

68)  Scheibne),  Leipz    Ber   8  (1856),  p   65-76 

69)  Baülaud,  Mämoues  de  l'Acadämie  des  sciences  de  Toulouse  (8)  6  (1888), 
p   161—190 

60)  August,  Arch   f  Math,  u   Phys   67  (1881),  p  72—93 
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Ligowshi^^)  für  n  =  l,  3,  5  (vgl  auch  die  Arbeiten  von  Lampe^'^), 
VogeP')  XL  a.). 

Für  größere  Werte  benutzt  Gauß^^)  die  Kettenbrucbentwicklung, 
rnn  sukzessive  die  Gleicbungen  für  »  =  4,  5  usw.  aufzustellen  Die 
allgemeine  öleicbung  für  n  bestimmt  er  schließlich  durch  Induktion. 
JoacMmsthil^^)  bestimmt  die  Lage  und  Reahtat  der  Wurzeln  von  Glei- 
chungen (21)  für  den  Fall  qp(ic)  =  1  nach  dem  jSfMrmschen  Prmzip  ^) 

Scheibnet'^^)  benutzt  zur  Lösung  Sätze  von  Pfaff^)  imd  Heine^^) 
und  findet,  daß  die  Xj,  Wurzeln  einer  hypergeometrischen  Reihe  smd, 
die  Batllaud^^)  für  die  Grenze  0  und  -(-  1  als 

(23)  F(n-}-l,  ~n,  l,a;)  =  0 

angibt. 

Häufig  geht  man,  um  die  Gleichung  (18)  zu  finden,  auch  von 
den  Gleichungen  (16)  aus.  SoU  ^„...^2„_i  verschwinden,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  (16) 


yv(^)-F„ 


(24)  J  (p(x)F^{x)a*dx  =  0   für   (Ä;  =  0,  1,.  .,«  —  1) 

a 

Auf  anderm  Wege  kommt  Ma/rJcoff^^)  zu  der  Gleichung  (24)  Er  be- 
nutzt die  von  Hienmte^'')  gegebene  erweiterte  Lagrangeache  Inter- 
polationsformel  für  den  Fall,  daß  m  den  durch  die  Wurzeln  von  F^(x) 
bestimmten  Punkten  die  Funktionswerte  nebst  ihren  ersten  Ableitungen 
gegeben  sind.    Er  erhält  so  die  Formel 

(i  n  n 

(25)  f<p{x)f{x)dx  ^^Äfix,)  +  ^Bfix)  +  c,A„  +  .  . 

n  11 

und  stellt  nun  die  Bedingungen  dafür  auf,  daß  sämtliche 

a 

zu  Null  werden.    Da  F^(x)  dm-ch  x  —  x^  teilbar  ist,  so  muß  für  jede 


61)  Lhgowsh,  Ai6h  f.  Math,  u   Physik  82  (1859),  p  241—49 

62)  Vogel,  Kiewer  Naclir.  1887,  p.  17S— 186. 

68)  Stiirm,  Mömoires  prösentÖB  par  diveis  savants  ä  rAcaddtnie  des  Sciences 
6  (1886). 

64)  Pfaft  Nova  acta  Potropolitana  11  (1797)  im  Supplement  ä.  l'histoire,  p  51 
66)  Eetne,  Joum  f.  Math  32  (1846),  p.  205—210  und  84  (1847),  p  285—828. 

66)  Markoff,  Mathem   Ann.  25  (1885),  p  427—432 

67)  Eermite,^ovLTR  f  Math,  84(1878),  p  70— 79,  insbeaondeie    Postscnptum. 
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beliebige  Funktion  0„_Jx)  von  nicht  mehr  als  «  —  1**"*  Grade 

(27)  Jk^)F,(^)e,_,ix)dx^O 

a 

sein.    Das  führt  zu  den  Gleichungen  (24). 

Von  diesen  Q-leichungen  gehen  Christoffd^^  und  Sbieltjes^^)  aus 
und  weisen  nach,  daß  für  positive  integrable  Funktionen  q>{x)  immer 
em  Polynom  F^(x)  existiert,  dessen  sämtliche  w  Wurzeln  reell  und 
ungleich  sind  und  z frischen  den  Grenzen  a  und  ß  hegen.  Für  diese 
Polynome  besteht  die  Gleichung^") 

■F«+i(^)  =  (^  -  i^:)K(p>)  -  KK-M> 

wo 

/  X  F*  (pc)  qp  (x)  dx  JF*  {x)  cp  (x)  dx 

S F^{x)q>{x)dx  J  F^.^{x)cp{x)dx 

a  a 

ist  Mittels  dieser  Gleichung  lassen  sich  sukzessive  die  F^(x)  be- 
rechnen Femer  laßt  sich  mittels  derselben  zeigen,  daß  wie  bei  den 
Kugelfunktionen,  in  die,  wie  wir  nachher  (35)  zeigen  werden,  die  F^{x) 
für  den  Fall  q){x)  =  1  übergehen,  die  Wurzeln  von  F^_i{x)  die  von 
F„(x)  trennen. 

Diese  Funktionen  sind  nach  Christo/fei^^)  bis  auf  einen  konstanten 
Faktor  die  Nenner  der  Naherungsbruche  der  Kettenbruchentwick- 
lung"^^)  von 

(28)  jr(^j=   fvMA^^Si — 

wo  die  q  lineare  Funktionen  von  2  sind  ''^)  Bezeichnet  man  den  n*^^ 
Näherungsbruch  mit  ",  wo  F„  eine  Funktion  n^^  Grades  von  0  ist,. 
so  ist 

^n  +  l=  Qti  +  l^n~  '^n  +  l^n-D 
-^M  +  l^^  ffn  +  l -^n  ^n  +  lFn-t, 

68)  Glmstoffel,  Anna]!  di  matematiche  (2)  8  (1877),  p  1—10  und  «'). 

69)  Stteltjes,  Annales  de  l'eeole  normale  (8)  1  (1884),  p  409—426 

70)  Sttel^es,  Pans    C  R  98  (1888),  p   798—799. 

71)  Über  Kettenbrüche  siehe  z  B  Gilnther,  Darstellung  der  Näherungs- 
■werte  von  Kettenbrdchen  in  independenter  Form,  Erlangen  1878,  und  die  dort  an- 
gegebene Literatur.  Femei  Per}  on.  Die  Lehre  von  den  Ketten  brüchen,  Leipzig  1913, 
vgl.  auch  lAS  Nr  45—57 

72)  Seine,  Joum  f  Math.  67  (1876),  p  815—326  und  Handbuch  der  Kugel- 
funkfaonen  1  (2.  Aufl),  Beibn  1878,  Kap.  Y 
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woraus  sich,  ableiten  läßt 

(29)  K(»  -  II = (^„,:_\::::i.)^. = ^"«'"■") 

wo  rp^  den  Teil  des  Kettenbruclies  von  q^^^  ab  bezeichnet  und  JR„ 
nut  wachsendem  w  beliebig  klein  wird  Der  erste  Term  dei  Eut- 
wioklung  des  Ausdruckes  rechts  nach  fallenden  Potenzen  von  e  wird 
von   einem    Grade   ^ — (2^  +  1)    seiii-     Läßt   sich  umgekehrt   em 

z  z 

Tationaler  Bruch  ^  finden,  so  daß  K{0)  —  ^  nach  negativen  Potenzen 

von  e  entwickelt,  mit  einer  Potenz  ^  —  (2w  +  1)  beginnt,  so  muß 
f^  em  Naherungsbrueh  n^  Ordnung  sein.")  Ä.us  (28)  und  (29)  folgt 
unmittelbar 

(30)  JSi?)  -  J.  w  ^(^)rf^  +  J|k^  y  (^)d^ = zM + K(^)Ki^^, 

tf  « 

woraus  man  durch  Q-leichsetzung  des  ganzen  und  des  gebrochenen 
Teiles  eihalt: 

(31)  2.(.)=j?'"«lJ"(^<p(:»)rf^, 

a 

a 

Die  letzte  Gleichung  gibt  die  erzeugende  Fehleifunktion*)^^):  durfh 
Reihenentwicklung  derselben  nach   fallenden  Potenzen  von  s,  eihalt 

man  aber,  da  jR„{0)  mit  der  Potenz    ^^^^  anfangen  muß,  gerade  wiedei 

die  Gleichungen  (24)  resp.  (27),  durch  die  bis  auf  einen  Faktor  F„(j ) 
bestimmt  ist  imd  aus  der  sich  die  Sätze  über  die  Wurzeln  leicht  er- 
geben, faUfl  man  g}{x)  als  positiv  im  betrachteten  Intervall  annimmt 
Diese  Sätze  leitet  man  meist  folgendermaßen  ab.  Angenommen 
i^„(a;)  hätte  eine  imaginäre  Wurzel  a;  =  a  -]-ht,  so  müßte  auch  die 
konjugierte  Wurzel  vorkommen,  und  man  könnte  setzen 

wo  3f„_3  eine  Funktion  n  —  2*^''  Grades  ist;  setzt  man  m  (27)  nun 

73)  StueliQCs,  Pans   C  R  108  (1889),  p  1297—1298 

74)  Fossä,  Nouv    AuD    (2)  14  (1876),  p  49—62 

75)  Possö,  Sur  quelques  applicationa   des  fractions  coutmuea  algebuquej, 
Peterabourg  1886 
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^„_i(a;)  =  M^_^{x\  so  müßte  sem 


A^- 


^as  unmöglich  ist;  da  alle  Elemente  des  Integranden  positiv  sind,;  s 
•z  B.  Fossd''^),  Weber ''^)  nsw.  Also  sind  alle  Wurzeln  von  F^{x)  reell 
Älmlich  weist  man  nach,  daß  keine  Boppelwarzeln  vorhanden  sind  und 
•daß  keine  der  Wurzeln  außerhalb  der  Grenzen  a  und  ß  liegen  kann,'*) 
Die  Gleichungen  (24)  lassen  sich  direkt  folgendermaßen  zur  Be- 
stimmung von  F^{x)  verwenden  Transfomuert  man  sie  so,  wie 
J'acdbi'^)  es  für  den  Fall  (p{x)  =  l  tut,  so  findet  man,  daß  sie  gleich- 
bedeutend sind  mit  den  Gleichungen 


f<p(x)F„(x)dx  =  Ojß 


<33)         I  q>{x)F^{x) dx  =  0  jj  g>ix)F,ix)dx'  =  0  . . 

ß  m  te 

ff'-f<p(x)F,{x)dx^=0, 

et  a  a 

woraus  sich  genau  so  folgern  läßt^') 

(34)  F„{x)  =  -^^, v(^)(^  -  «>(^  -  ßT 

il)(x)  ist  hier  so  zu  wählen,  daß  der  n^  Differentialquotient  durch 
^(x)  dividiert,  eine  ganze  Funktion  w**^  Grades  ergibt.  In  den  ge- 
wöhnlich betrachteten  Fällen 

9j(a;)  =  l,    {x  —  aY,    {ß  —  xY,    {x-afiß-xY, 

wo  >l>  —  1,  /*>  —  1  ist,  sieht  man  leicht,  daß  man  ^(a;)  =  q}{x)  zu 
setzen  hat 

Für  q)(x)  ^  1  wird  also 

(35)  j'„(^)  =  ^^(^_„)«(^_/i). 

WO  die  Konstante  so  bestimmt  ist,  daß  der  Koeffizient  von  ic"  gleich  1 
ist  Da  diese  Funktion  bis  auf  einen  Faktor  mit  dem  Legenc^eachea 
Polynom  identisch  ist,  hat  man  hier  sofort  den  Satz,  daß  alle  Wurzeln 
von  F^(x)  reell  sind,  zwischen  a  und  ß  hegen  und  alle  voneinander 
verschieden  sind'^,  eine  Tatsache,  die  sich  aus  dem  EoZZeschen  Theorem 
leicht  folgern  läßt'»)  (vgl  IIA  10).    Für  die  Grenzen  +  1  und  —  1 

76)  Weher,  Aroh   f  Math,  n  Phys.  (3)  17  (1910/11),  p.  118-117. 

77)  Für  gerade  n  zuerst  bewiesen.  Legendre,  Memoire  de  l'Acadönue  1784, 
p.  887,  fCir  ungerade  n    Legendre,  Ezercices  de  Calcnl  integral  2  (1806),  p  264 

78)  BoUe,  Trait^  de  l'algöbre  1690,  p  125  ff 

Enojlclop   d.  matta.  Wlasenaoli.    11  9  6 
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wird  also 

•werden  die  Grenzen  0  und  1,  so  "wird 

(37)  F,{x)  =  x-—~ai--^-\-^   J'T'^-^1-^^""' 

V     /  "^  -^  2w  '12    2n(2w— 1) 

12  8   2»i(2n— l)(2w— 2) 

Für  « =  4,  5  gibt  das  eine  quadratische,  für  w  =  6,  7  eme 
kubische")  für  w  =  8,  9  eine  Gleiobung  vierten  Grades*')  usw.  ScheU- 
hacJh''^)  erhalt  die  Gleichung  (35)  dadurch,  daß  er  für  F„(x)  diesen 
Ajisatz  macht  und  ihn  unter  Benutzung  der  Gleichungen  (5)  und  (19) 
verifiziert 

b)  Die  Koef-ßeimttm.  Wählt  man  also  jetzt  in  (9)  für  die  x^  die 
n  Wurzeln  des  Polynoms  F^^{x),  so  erhalt  man  mit  Beachtung  von 
(31)  die  Gleichung 


(38)  Jf{x)q>(x)dx^^A,f{x^  +  c,J,,     ., 

a  i  =  l 

-WO  die 

a 

smd    Führt  man  für  f(x)  =  F^{x^  ^n-i  (^)  +  1  ß^^;  ^^  s^^^^'  ™ö°j  ^^ 

(40)      '  ^A,=^j\{£)dx 

it  =  i  t« 

ist.^^)    Die  jij  sind  sämtlich  positiv,  und  es  ist  wie  z.  B   Stiel^es^^} 
zeigt 

(41) 


i  +  1 


A+^2+--    +  Aj,<fq){x)dx 


Die  Koefßaientmberechnung  ist  an  und  für  sich  eine  algebraische 
Aufgabe,  worauf  besonders  Heun^^)  hinweist  Er  berechnet  die  Koeffi,- 
zienten  auf  rein   algebraischem  Wege  aus  den  Gleichungen  (6)  und 

79)  Schellbach,  Über  mechanische  Quadratur,  2  Aufl,  Berhn  1884 
SO)  Strehlke,  Aich.  f  Math   u   Phys    82  (1859),  p  488—484 
81)  SineltjeSj  Fans   C  E  99  (1884),  p.  850—861 
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findet 

WO 

h-v  =  ci-iK-v+i  +  ^A-v+3  -\ !-»„&„ 

ist.  Nach.  Burwitg^^)  besteht  der  algebraisclie  Charakter  des  Problems 
darin,  eine  binare  Form  2n  —  1*^  Ordnung  mit  den  Koeffizienten 
a„.a,..  ,  Cfo  i  als  Summe  von  Quadraten  von  n  linearen  Formen  dal:- 
zustellen.  Ähnlich  verfährt  Bretschneider*'^),  der  für  die  Koeffizienten 
den  durch  sukzessive  Elimination  gefundenen  Ausdruck 

angibt,  wo  0?"^  die  Summe  dei  Kombinationen  ohne  Wiederholung 
aus  den  n  —  1  Elementen  x^,  x^,  .  .  /  . .  ii?„  zur  r*^  Klasse  ist.  Man 
kann  zur  Berechnung  der  Koeffizienten  auch  von  Gleichungen  (8),  (9) 
oder  (12)  ausgehen  Nach  TscliebyscTieff^^  laßt  sich  die  m  (9)  auf- 
tretende Funktion  in  der  Form 

i^^)j^S^:>-9,  +  9.F,ix)F,{x)-\-    .    +  9„F,.,{x)F^.,{x:) 

darstellen,  wo  die  g^  die  Paktoren  von  x  in  den  2,  der  (28)  gegebenen 
Kettenbruchentwicklung  sind.  Daraue  leitet  er  für  eine  beliebige  Punk- 
tion w**^  Grades  ^(:»),  die  an  den  Stellen  x^,x^,  ..,a;„  die  Werte  ■^{x^, 
^(^a);      i  '^(^n)  ^^*»  ^^^  Darstellung 

(43)  *(»)  =i;(,43|53K-,) = ».  J*  w 

+  <hF,(x)yF,(xM<)  +    •  •  +  9nK-i(^)2^^-^MH''^^ 
1  1 

ab    Die  h  ersten  Glieder  dieser  Entwicklung  erhalt  man  nach  Seine^^ 

wenn  man  eine  Funktion  y  7t*""  Grades  sucht,  die  das  Integral 

(44)  J  {y  —  il,{x))\{x)dx 

a 

ZU  einem  Mmimum  macht,  ein  Satz,  der  für  (p(x)  =  1  und  die  Grenzen 
—  1  und  -\-  1  schon  von  I'larr^)  bewiesen  wurde 

Eine  ähnliche  Entwicklung  gibt  Chnstoffel^'')  für  die  in  (11)  auf- 
tretende Funktion   Z^{x)  für  den  Fall  (p(x)  =  1     Z„(x)  genügt  der 

82)  Bwrmte,  Fortsclixitte  der  Math.  24:  (1892),  p  271—72 
88)  Tschebyscheif,  Joum.  f  Math   68  (18ö7),  p  286    J  de  mathlmatique  (2> 
3  (1858),  p   289—828 

84)  Plan-,  Paris    C  R.  44  (1857),  p   835—887,  484—486 

5* 
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z  B.  von  Bauer^^)  gegebenen  GHeichung 

(«)     n(^-  ^)'T  -  «(«  + 1)^"(*)  +  *^  =  0, 

woraus  sich  unter  Beachtung  der  Gleichung 

(4:6)  FU,(x)  -  F;,_,ix)  =  (2n  +  l)F,{x) 

folgern  läßt 

(47)  ^.(.)=2p^i^...w +,':;iJ/„-.(»=)+^^.-.w-} 

Eine  andere  Darstellung  der  Koeffizienten  erhält  man,  wenn  man 
GCa;)  =^4  aetz^;  dann  ist  F;,{x,)^Q{x,),F';(x;)^2G'{x,y,  macht 
man  nmTin'^äer  Gleichung  (38)  f(x)  =  2G{x)G'{x),  so  erhält  man 
für  q){x)  =  1  und  die  Grenzen  —  1  und  +  1,  falls  F„  (+  1)  =  F^  (—  1) 
ist,  was  far  symmetrische  a;- Werte  immer  der  Fall  ist, 

M8^  A-    '^*      Fm__^ 

(^^)  ^*  —  (1  -  x,r  F'„ix^  F'^ix,) ' 

wo  F^{x)  der  Gleichung  für  die  Kugelfunktionen 

(49)  ix'  -  l)F'^(co)  +  ^xF;,{x)  =  n(n  +  l)FSx) 

genügen  muß    Wenn  die  Konstante  so  hestimmt  ist,  daß  J,  (+ 1)  =  1 

ist,  wird 

ein  Ausdruck,  der  sich  bei  Gauß^),  Chmtoffel^'') ,  E&rmvte'^'),  Tod- 
hjmker%  Badcm^  Weber'^^)  und  anderen  findet    Ist  n  ungerade,  findet 

man  daraus  für  fc  =  0 

„  /2    4  •  6  ■ .   w  —  1\3 

(51)  A-2(      3  ,.    „    -) 

Scheibner^^  schreibt  (50)  unter  Benutzung  der  Formel  für  die  hyper- 
geometrisohe  Reihe.  Aus  (11)  und  (60)  folgt  (1  -  x^^^Z^ixj^Fix,)  =  2, 
also 

(52)  A=(^-/^^„(.), 

eine  Formel,  die  sich  z.  B.  bei  Chrisioffd^''),  Radau^)  u.  a.  findet. 

c)  FeUerdbscliateung.  Was  die  Genamgkeit  betrifft,  so  gibt  die 
Formel  (38)  nach  Skdl^es^^  mit  wachsendem  w  unbegrenzte  Annähe- 
rung.    Setzt  man  nämlich 

(53)  V{x)  =  08,53«"+  C3„+ia;''"+^  +  ••  , 
i              — 

86)  Bauer,  HabilitationsBohrift.  München  1858 
86)  8t%eli^e8,  Pans    C  R  97  (1888),  p  740-742 
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so  wird  das  Korrektionsglied 

a  1 

Ist  V{x)  fflr  jeden  Wert  des  betrachteten  Intervalles  kleiner  als  s, 
so  ist  bei  Beacbtung  von  (40) 

(55)  ^Ä,V(x,)<sf<pix)dx 

1  a 

und  auch 

(56)  J  V{x)q)(x)  dx<  eJ  g}(x)  dx, 
d.  h   also 

(57)  ff{x)  q>{x)ax  -^Äfix,)  <2afq>{x) dx, 

a  1  a 

da  (p{x)  integrabel  und  die  Reibe  für  f{x)  konvergent  ist,  kann  man 
ndt  wachsendem  n  den  Fehler  beliebig  klein  machen.  Um  die  Größe 
des  Fehlers  abzuschätzen,  geht  mam  nach  Ma/rJcoff^'^),  Poss^""^)  u.a. 
praktisch  von  dem  Fehlerglied  der  Herrnttesohen^'')  Interpolationsformel 
aus  Ist  0(x)  eine  ganze  Funktion  vom  Grade  6,  die  für  g^  mit  f(ej) 
nebst  den  a  —  1  ersten  Ableitungen,  fiir  e^  mit  f(g^)  nebst  den  ß  —  1 
ersten  Ableitungen  usw.  übereinstimmt,  so  ist 

1         t^  ij 

(58)  f(x)  -  0(x)  =  „,  *('^'  j,/«./«,-.  •  ■.ff^'K«)edi„ 

0  0  0 

wo 

^(x)  =  {x  —  e^y  (x  —  0,y  {x  -  e^y, 

"=(^-^l)^+(^l— ^a)^     •      i^n-l—^nK+«n, 

6  =  cc-\-  ß  -\-  y    .  .X 

ist.  Ableitungen  dieser  Formel  aus  der  NewtonBoken  Interpolations- 
formel  finden  sich  z.  B.  bei  JfeTawszöw^'},  Lipschitg^^)  usw.  Für  unsem 
Fall,  wo  0(x)  und  f{x)  m  den  2w  Werten  f(x^  =  <^{Xj^  und  f{Xj^ 
=  ^'(xj^)  übereinstimmen,  wird,  wenn  |  ein  bestimmter  Mittelwert 
zwischen  a  und  ß  ist,  das  Integral  (58) 

(59)  ff/^'"'(e, 

87)  Manston,  Pons.  C  R  104  (1887),  p  488—490 

88)  Lipst^tte,  Paris.  C  R  86  (1878),  p.  119—121 
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also  wird 

(60)      ff{x)^{x)dx  -^^A,f{x,)  +  t^fFl{x)^{x)dx', 

a  1  et 

ist  im  Intervall  a  bis  /3  »i</^''*)(|)  <  M,  so  liegt  die  Korrektion 
zwischen 

(^1)         ^^fF^{xMx)dx    und    -^J  Fl{x),p{x)dx, 

a  a 

eine  Formel,  die  z.  B.  Markoff^^'^^),  Poss6'^^\  Demyts^),  der  sie  durch 
Verallgemeinerung  der  Betrachtungen  von  Mcmszon^*)  ableitet,  Tei- 
x&wa^^)  geben. 

Ändert  f{x)  in  dem  Intervall  das  Yorzeichen  nicht,  so  hat  man 
damit  das  Vorzeichen  der  Korrektion  gefunden  Für  (p{x)  =  1  folgt 
aus  obiger  Gleichung 

^   ""^  2w+l      L(»+1)(to+2)        2«J     (2w)1    ' 

em  Ausdruck,  den  man  bei  Scheibner ^^),  Markoff ^^),  Mansion^^), 
der  ihn  mittels  der  AimpereBch.&n.  Interpolationsfunktion  ableitet,  Raffy^^) 
u.  a   findet 

Von  dei-  (15)  gegebenen  Form  des  Fehlerghedes  geht  Jacöbi'') 
aus  und  findet  für  q)(x)  =  1 

0  0 

0  0  ö 

/  J«  +  1)'(^_+ 2)^"_  (n  +  1)'    4"  ,    r"V  1 

^U    2(2w+  2)(2w+  8)^  ^l-(2»-|-2)'^  ^^   j^in  +  \  •      /> 

89)  Markoff,  Sur  quelques  apphcations  des  fractions  continues  algöbnques, 
St.  Pötersbourg  1884 

90)  D&ruyts,  Bull  de  la  sociötö  mathönaatique  de  France  14  (1885—86), 
p.  161—56 

91)  Teixeo-a,  Annaea  scientificoB  da  Acadenua  Polytechnica  do  Porto  6 
(1910),  p    220— 22ä 

92)  Manston,  Sociötä  des  scienoes  de  Bruxelles  15  A  (1891),  p  57—59 
Paris,  0.  R.  102  (1886),  p  412—415  Ball,  de  l'Acad  royale  de  Belgique  (3)  11 
(1886),  p  298-807     Bericht  darüber  von  Catalcm  ebendort  p  270—73. 

98)  Baffy,  Nouv   ann    (3)  15  (1896),  p.  249—262 
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wo  die  A,  AI'  .  die  Zähler  von  a;-",  a;-"-^  usw  in  der  Entwicklung 
von  j,  .-  sind,  sich  also  aus  den  Q-leichungen 

usw  bestimmen  Zu  einem  ganz  ähnlichen  Resultat  kommen  J2eme*^) 
und  Todhvmiter*)  für  die  Grenzen  —  1  und  +  1,  wobei  ersterer  von 
der  erzeugenden  Fehlerfunktion  (17)  bzw  (32)  ausgelit  Sie  finden 
für  (p{x)  ==  1 

(64)i?(.)=^-r-  -'      iv--^(i±i!:^^'''^"^''^') 

die  Fehlerglieder  werden  also 

^a«<^2«  +  c9«+3*s,+8-  •=2^r+i[r5~ikr-i)]  • 

[.     _,    l/(n+l)(n  +  2)  I  n(«-l)\  1 

L'^«-r2V     2w+8      ~r  2w  — i/^än+s'^J- 
CoZZem^reaM^*)  gibt  emen  Ausdimck  für   das  Fehlerglied  für  den 
FaU,  daß  eo  =  -  -~-  mit  wachsendem  m  bei  gleickbleibendem  Zeich.en 
abnimmt     In  diesem  Falle  ist  der  Erganzungsterm 
<65)  <Cs,„a;8"(£  +  £'£öa;  +  £"(D2£c8.  .). 

Unter  Benutzung  einer  zu  (64)  analogen  und  einer  anderen  von 
Gmß^^)  gegebenen  Formel  findet  er,  wenn  er  a)X=  t-^^  setzt,  für 
den  Rest 

L%wm:op^)  geht  von  der  Formel  (26) 

aus,  multipliziert  dieselbe  mit  f(g)  und  integriert  über  emen  Kreis, 
dessen  Radius  q  großer  ist  als  der  Modul  der  größten  Wurzel  von 
F^{is)     Unter  Anwendung  des  Satzes  von  den  Residuen  und  Beach- 

'-  94)  Oaüandreau,  Paus    C  R  90  (1880),  p  1067—1069 

9ö)  Gauß,  Disqmsitioned  generales  circa  seiiem  mfinitam  etc  Commenta-. 
iiones  regiae  societatia  scientiarum  Gottingenais  recentiores  2(1818),  Abgedruckt: 
Gesammelte  Werke  8,  p  128—166 

96)  Liwenzoff,  Math  Sammlung,  herauagegeben  von  der  Moskauer  math. 
GesellBchaft  9  (1878),  p   569—573 
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tnng  yon  (32)  erliält  er 

0  1  o  0 

Da  mod- — -< -,  so  wird  im  Rest  2ix  A,  wenn  man 

SS  —  X         Q  —  X'  ' 

(68)  l^f^''^''ha:  =  mf^^dx 

J  X—X  J    Q—X 

0  0 

setsst  und  mit  M  den  Maximalwert  von  f(g)  imd  mit  ii  emen  Mittel- 
wert von  F^(8)  bezeiclinet, 

(69)  moA  A  <^^^  l^^dx 

Gällendrem^'^  formt  das  Restglied  m  (67)  durcli  «■  malige  par- 
tielle Integration  für  den  Fall  g?(a;)=l  und  die  Grenzen  0  und  1 
um  m 

(70)         A.=  (_i).y-^^^(,),,/W-)r,,, 

woraus  sicli  ergibt  ' 

wo  M  das  Maximum  des  Moduls  von  f(ß)  auf  dem  Kieise  mit  dem 
Radius  q  ist. 

Zum  Schluß  sei  noch  darauf  limgewieseu,  daß  man  die  GaußBohe 
Quadi-aturformel  nach  JSeim^'^)  u.  ^^)  nicht  nur  zur  numerischen  Berech- 
nung eines  bestimmten  Integrales,  sondern  auch  zur  angenäherten 
Dai-stellung  physikalischer  G-esetze  verwenden  kann.  Auch  zeigt  jHcmm"), 
wie  man  die  Gaußechen  Formeln  anwenden  kann  zur  Berechnung  der 
Integrale,  die  auftreten,  wenn  man  nach  der  Methode  der  Variation 
der  Konstanten  von  dem  Integral  der  homogenen  hnearen  Differential- 
gleichung zu  dem  der  nicht  homogenen  übergehen  wiU 

Von  weitern  Arbeiten  über  die  Gaußadie  Formel  seien  noch 
die  von  Bdl^^),  KuUc€k^^%  Maurer^^^)  und  besonders  die  von  JBier- 
mann  erwähnt,  der  die  verschiedenen  Quadraturmethoden  vom  Stand- 

97)  CaUendieau,  Comptes  rendues  84  (1877),  p  1226—1227 

98)  Eemj  Naohuchten  der  kgl  WisBensohaften  zu  Göttingen  1891,  p.  154— 68, 

99)  Hall,  The  Analyst  8  (1876),  p.  l— 10 

100)  Zubicek,  Programm  Neuhaus  1910,  p.  3—19 
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punkt  der  Theorie  der  kleinsten  Quadrate  ans  betrachtet.  Er  findet, 
daß  der  Fehler  für  die  öom^  sehen  Abszissen  werte  einen  Extremwert, 
der  jedenfalls  kern  Maximum  ist,  annimmt.^") 

4.  Spesdelle  PSJle  der  Q-außsolien  Eormel.  Dem  g}{x)  hat  man 
mannigfache  Werte  gegeben,  von  denen  die  wichtigsten  hier  besprochen 
werden  sollen. 

a)  Der  ursprünglich  von  Gcmß  behandelte  wichtigste  Fall  ist 
q)(x)  =  1,  der  in  der  vorhergehenden  Nummer  schon  erörtert  ist. 
Abszissen,  Koeffizienten  und  Korrektionsgheder  für  diesen  Fall  finden 
sich  unter  andern  bei  Gauß^)  selbst  für  die  Grenzen  0  und  1  bis  zu 
7  Tennen  auf  16  Dezimalen,  bei  Hißine^)  für  die  örenzen  —  1  und 
+  1  ebenfalls  bis  zu  7  Termen  auf  16  Dezimalstellen,  bei  Rada/u^)  u.  ^°^) 
für  die  Grenzen  0  und  1  wie  für  —  1  und  +  1  ^is  zu  10  Termen 
auf  8  bzw.  10  Dezimalstellen.  Bei  Pen-o^^^)  für  die  Grenzen  0  und  1 
für  8,  9  und  10  Terme  auf  16  Dezimalstellen,  bei  Moors^)  für  die 
Grenzen  —  1  und  -f"  1  l^is  zu  10  Termen  auf  16  Dezimalstellen. 
Bertrand^^^)  gibt  bis  zu  6  Termen  Abszissen  und  Koeffizienten  für 
die  Grenzen  0  und  +  1  Für  dieselben  Grenzen  finden  diese  Größen 
sich  auf  16  Dezimalen  bei  Todhunter^) 

Die  Fehlerbeti-achtungen  der  vorhergehenden  Nummer  nehmen 
an,  daß  die  Wurzeln  mit  behebiger  Genauigkeit  bei  der  Berechnung 
der  Funktionswerte  benutzt  werden  können  Oft  ist  das  nicht  der 
Fall,  sondern  man  kann  aus  praktischen  Gründen  die  Wurzehi  nur 
bis  zu  einer  beschränkten  Anzahl  Dezimalstellen  benutzen.  Dann  sind 
natürhch  im  allgemeinen  die  Formeln  von  Nr.  3  nicht  genauer  als 
die  von  Nr  2.  Moors^^)  hat  nun  Formeln  so  bestimmt,  daß  er  w  —  2 
Werte  x  aus  den  Gaw^ sehen  Tafeln  bis  auf  8  Dezimalen  entnimmt, 
die  übrigen  2  auch  bis  auf  8  Dezimalen  nach  den  in  nächster  Nummer 
angegebenen  Methoden  so  bestimmt,  daß  der  Fehler  möglichst  klem 
wird  Von  den  möglichen  Fällen  gibt  er  bis  zu  8  Termen  m  den 
günstigsten  die  Abszissen,  Koeffizienten  und  KorrektionsgHeder  an  In 
letztere  gehen  zwar  dieselben  Gheder  der  Entwicklung  von  f(x)  ein, 
wie  bei  Newton  und  MacLaurm,  aber  die  Faktoren  dieser  GHeder 
sind  hier  wesentlich  kiemer     Neuerdmgs  ^°*'')  geht  Moors  sogar  noch 


101)  Hadau,  Pans  C  E   90  (1880),  p.  918—915 

102)  Perrot,  Quarterly  JoTirn   26  (1891),  p,  200—202 
108)  JBertrand,  Calcnl  integral,  Paons  1870,  p  381—852. 

104)  Moors,  Verhandlingen  dei  Konmkbjke  Akademie  van  Wetenschappen 
te  Amsterdam  (I  Sectio)  Deel  XI,  Nr  6  (48  p)  1918  Bericht  darüber  von  Kasein 
und  Kluyver    Verslag  van  de  Gewone  Vergadenngen  van  de  wis-en  natuurkimdige 
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weiter,  rundet  auf  2  Dezimalen  ab  und  sucht  durch  die  Anzahl  der 
benutzten  Ordinaten  die  Genauigkeit  zu  erhöhen.  Insbesondere  wenn 
die  ersten  Glieder  der  Entwicklung  von  f(x)  verschwinden,  sind  die 
letzten  Dezimalen  der  Abszissenwerte  ohne  Wert 

b)  Em  anderer  FaR  wird  von  MeM&r^^^)  behandelt.  Er  setzt 
«  =  — 1,  /3  =  +  l  und  (p{x)  =  (l  —  xf{l -{■  xY ,  wo  ;i  >  —  1, 
ft  >  —  1  sein  muß  Dann  smd  die  a;^  nach  (34)  Wurzeln  der  Glei- 
chung 

nnd  der  aUgememe  Ausdruck  (9)  für  Aj^  läßt  sich  umformen  m 

JSeme^^)  betrachtet  denselben  FaU  für  die  Grenzen  0  und  1  und  findet 
F„{e)  aus  der  Kettenbruchentwicklung 

0 

deren  Näherangsnenner 

(75)         J'»  =  ^i^(-«,  _«-^,  _2«-A-ft, -i) 

Bind,  während  das  Restglied  sich  bestimmen  läßt  aus 


JP(»  +  1,  «  -f  A  +  1;  2«  -f  /^  -  ^  -f  2,  ^) 


c)  Der  wichtigste  Spezialfall  obiger  Formel,  den  Mehler  schon 
betrachtet,  und  dei  emgehend  von  Tschehyscheff  ^^^)  und  Eermde^'^'' )  u.  ^°) 
behandelt  ist,  ist  A  ==  u- ==  —  — »    also    q)(x)  ==   \     ■  --  •    Die  Glei- 


chuDg  (72)  kann   man  nach  Hemnte  in  diesem  Falle  ersetzen  durch 
(77)  F„(ä;)  =  2^-"  cos  (»  arc  cos  x)  =  0, 

während  Ts(^%ebyscheff^^^)  den  Ausdruck  m  der  Fonn  gibt 

(78)  j;(^)==^/'     ^ 

Afdeehng.   Koninlijke  Akademie  van  Weetensohappen  te  Amsterdam  21  (1912), 
p    627—29. 

106)  MeUer,  Journ  f  Math  68  (1868),  p  152—107. 

108)  Tschebysdteff,  Jouin   de  math.  (2)  19  (1874),  p.  19—34 

107)  Henmte,  Math  Ann  10  (1876),  p  287—288. 
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Berger^^)  zeigt,  daß  die  sukzessiven  F^  sick  aus  der  Q-leichung 

(79)  F^U^)  ==  2xF,ix)  -  F^_,{x) 

berechnen  lassen.    Er  gibt  für  diesen  Fall  die  Formeln  bis  w  =  4 
Die  Koeffizienten  werden  alle  untereinander  gleich. 

(80)  ^.  =  f- 

Poss^""^),  der  das  F^  mit  Hilfe  der  Kettenbruchentwicklung 


+1 


(81)  fvT^ 


y)      «-  ^ 


-1 

2*. 


er- 


findet, zeigt,  daß  man  bei  gleichen  Koeffizienten  nur  in  diesem  Falle 
den  Genauigkeitsgrad  2w  —  1  erreicben  kann 

Des  öfteren  kommt  man  zu  diesen  Formeln  dadurch,  daß  man 
von  emer  Entwicklung  von  f{x)  m  eine  Fourierreihe  ausgeht.    Ist 

(82)    y  =>  ÜQ  -\-  a^  cos  X  ■{■  a^  (HOB  2x  -\-    •    -j-  a„  cos  wa;  +  •  •  •, 
-\-\  Bmx  -\-\  sin  2x  -\-  •      -\- l^  bvo.  mx '\ , 

so  kann  man  z.  B.  wie  Baillaud,  der  sowohl  den  Fall  gerader^')  wie 
ungerader ^°^)  n  behandelt,  von  emer  von  Gauß^^^)  aufgestellten  Inter- 
polationsformel 


X  —  00,         X  —  X,         /         ,    x  —  x^ 

-_ _  ^  Bin  — ;; — -  •  •  •  /  .  •  Bin  — - — - 


/««N  "^^  2  2  /  2 

(83)  !'-=2'„_».-^...^-«^     7-.,.«,-^„S'» 


<"* ^      •      ^It ^i  I  o-- 

Bm-*-2^8m-^-^       /...Bin       ^ 


ausgehen,  wo  der  Rest  den  Faktor 


(84)  sin''"^^  sin—g--"    •      ••sin 


hat     Will  man  nun  die  Genauigkeit  steigern,  so  kann  man,  da 

2ä  Sä 

/  ydx=J  a^dx 

0  0 

ist,  noch  weiter  die  Glieder  mit  den  Koeffizienten  von  a^  bis  a,,„_i 
und  l^  bis  &8m-i    ™^  Verschwinden   brmgen.    Für   die  Abszissen- 
werte  x^  erhält  man  daraus  die  Gleichung 
(85)  x«"  —  a  =  0, 

wo  j^  ==  ö**  ist     Setzt  man  a  gleich  einer  Größe  mit  dem  Modul  1, 

108)  Baillaud,  Annales  de  rObservatoire  de  Touloiifle  2  (1887),  p.  1—86 

109)  Grouß,   Theoria   Interpolationis  Methode   nova  traotata;   Geaammelte 
Werke,  Bd  8,  p   265—380. 
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80  siad  also 

0  kann  man  nocli  so  'bestimmen ^  daß  irgend  eine  Bedingung  erfüllt 
wird.  Andere  Ableitungen  finden  sich  m  einer  andern  Arbeit  von 
BaiUaud^^^)  sowie  bei  Baimdojf^^).  Ist  y  eine  gerade  Funktion,  so 
bat  man  m  der  Entwicklung  nur  die  Glieder  mit  a^.    Dann  ist  also 

(87)  /rtco«  ,),?.=.  ^ 2'^[«'«  (^  +  ^l)} 

0  1 

Ftlhrt  man  hierin  ö  =  0  und  jet  =  arc  cos  x  ein,  so  wird,  da 

f 

ist,  das  Integral 

/fite)  dx 
yi  —  x* 

Das  ist  aber  gerade  die  oben  betrachtete  Form  MeMer^'^)  gibt  dem 
0  den  Wert  sc,  die  Astronomen  wählen  gewöhnlich  6  =  0^^^).  Der 
Fehler  hat  aUgemem  die  Form 

CO 

(88)  A  =  —2*  (23ra„  s„  cos  wo  +  2xh^  g,  sin  md). 

Bemyts^^)  und  MarTcoff^''^)  geben  nach  (61)  als  Restglied 

(89)  ^— t^>     « 


(2w):   a^»-^' 
wahrend  Liweneoff^^  nach  (69)  gibt 

(90)  mod  A  <  -  *:^ 

Tissercmd^^^)  verallgemeinert  diese  Betrachtungen  auf  den  FaU  emer 
geraden  periodischen  Funktion  von  zwei  Vanabeln. 

d)  Ein  anderer  m  der  JfeÄ^er  sehen  Formel  enthaltener  Spezial- 
fall ist  a  =  —  1,  /9  =+  1  und  (p(x)  =  yi  —  ä:^  d.  h   jl  =  ^  =  ^. 


HO)  Baülaud,  Paris  C  R.  90  (1880),  p.  974—976. 

111)  JDawtdo/f,  Joum.  de  math    (8)  8  (1881),  p  889—412 

112)  Brwns,  Grnndlinien  des  wiesensohaftlichen  Rechnens,  Leipzig  1908,  §81 
118)  Ttsierandj  Pana  C.  R.  68  (1869),  p  1101—1104. 
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Nach  Hermite^'')  ist  in  diesem  Falle  (vgl  (34)) 

(91)  F(x)=         (-2)- («  +  !)__  ^(^  _  ^,^„^^ 

■was  bis  auf  einen  Faktor  übereinstimmt  mit 

(92)  F„(x)  =  2-^^«'!+^°'^^'^^ 

Diesen  Ausdruck  kann  man  nach  Tossi'^*)  u.  '^)  auch  als  Nähenings- 

nenner  des  Kettenbruches 
+1^ 

/l/l  flj*  j  Ä  sc 


2Z- 


erhalten.  Nach  Berger^^)  genügt  dieses  F„(x)  auch  der  G^leiohung  (79) 
Moors^)  behandelt  diesen  FaU.  elementar  unter  Benutzung  der  GUei- 
chungen  (7).    Man  erhält  hier  die  Formel 

(94)        //(x)n-^'<?^  =  j^2'Bm»i^/(coB^) 

-1  1 

1 
bis  zum  Werte  n  =  4  finden  sich  die  Zahlen-werte  bei  Berger^^) 

e)  PossS^)  behandelt  noch  emen  andern  Spezialfall  der  Mdiler- 
schen  Formeln.  Er  setzt  A  = -^j  [i  =  —  ^,  also  -wird  F„(x)  hier 
Naherungsnenner  des  Kettenbruchs 

-1  ^»  -j- 1 — 


2« 


2ä  — 

und  zwar  •wird,  wenn  man  0  =  cos  o)  setzt, 

2n+l 

2ln 
>     ^i=  <50S  ^      ,    .  ; 
'       *  2w  +  l  ' 


(96) 

FM  = 

2 
m 

sm- 

man 

erhält 

+  1 

so 

die  Formeln 

-1  1 


76    n  C  a    0  Bunge-Fr.  A,  WiUers     NinnenBche  tmd  graphische  Integration 

f)  Bteme^^)  betrachtet  weiter  noch  den  Fall 

(p (x)  =='\/oc{x  —  «)  {x  —  ß), 

wo  die  Koeffizienten  von  FJjs)  ganze  Funktionen  eines  Quotienten 
ans  einem  ganzen  elliptischen  Integral  erster  und  einem  zweiter  Gattung 
werden  Die  F^{x)  gentigen  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung.  Auch  Chnstoffd^^)  erwähnt  diesen  Fall  Weiter  weist  letz- 
terer noch  auf  g){x)=^x  hin,  wo  nur  gerade  n  m  Betracht  kommen,  da 

wird,  femer  auf  ^(x):=\x\  xmd  q)(x)  =  -5^7-«  •  Den  Fall  (p{x)  =  aß 
behandelt  Moors^)  elementar  auf  Grund  der  Gleichung  (7) 

g)  (^öMner"*),  GVflsw"**)  und  Bemyts'^^^)  betrachten  den  FaU 

oc  =  —  00,     /S  =  -j-  00,    (p(p)  =  e"**. 
Hier  ist 

(98)  F^{x)^ü^{x)^^^^e-^, 

also  bis  auf  emen  konstanten  Paktor  das  sogenannte  Polynom  von 
Eermüe^'^'^),    Nach  Derwyts^^^)  erhält  man  hier 

+  »  n 

(99)  Je-^m  dx  ==  2"+^^I1/^2'to4' 

Bis  zu  w  =  4  gibt  Berger^^')  die  Zahlwerte 

h)  Anknüpfend  an  Qouner  behandelt  Eadau'^^'')  den  Fall 

a  =  0,     /3  =  cx),     q){x)  =  (r\ 
Hier  ist 

FM  =  (-  ^y^  ^  (e-^af»)  =  1  -  na; 

,    wOji  — 1)    2       n(n  —  i)(n  —  2)a 
'^~Ul~'^  14   9         ^    ■•• 

Badau  gibt  die  Koeffizienten  m  der  Form 

Ftir  den  allgemeineren  FaU 

(p(x)  =  e-^alP-^ 

114)  Goiiriei,  Pana  0.  R   97  (1883),  p  79—82. 
114*)  Gram,  Tidsskriffc  for  Mathematik  (5)  1  (1884),  p  66—72 
116)  Deruyts,  Bull  de  l'Acad  royale  de  Belgique  (8)  11  (1886),  p  307—811. 
Bericht  darüber  von  Le  Paige,  ebendort  p  279 — 80. 

116)  Sermite,  Pans  0.  R.  68  (1864),  p   98—100;  266—278. 

117)  Jtadcm,  Paria  C  R   97  (1883),  p  157—158 


5.  YeraUgeraeinernngeu  der  Methode  von  GauS 
findet  Berwjfts^^^) 


77 


tT 


Hier  findet  man 


J?;(rr)  =  e-a;i-p^(e-''a^+p-i) 


(100)  Je-^x^-^f(x)  dx  =  n^  (n-^p-l)l^ -^ff 
0  t  " 

Ähnliclie  Formeln  finden  sieli  bei  Sonine^^) 

6.  VeraUgemeinerangen  der  Methode  von  GauJÖ.  a)  Formdn 
von  August  Die  Ansätze  von  Gauß  erweitert  Äugust^^)  auf  den  Fall, 
wo 

(101)  (p(sc)  =  l,    /^(a:)  =  ciay'-i  +  c3a?«-i+'^  +  ^a;^'-i+»* 
ist  (fi  und  d  positive  sonst  beliebige  Zahlen).    Setzt  man 

so  wird 

f  (I)  =  h'^-'^hy^  +  n^  +  nV+  •  •)  =  h^-^rhi^) 

Durch  Übertragung  der  Entwicklung  von  Jacohi"^  findet  er  für  die 
Grenzen  0  und  1 

Noch  auf  zwei  andern  Wegen  leitet  August  die  GHeichung  für  FJX) 
ab;  der  eine  entspricht  dem  von  Schetbner^^  gegebenen,  beim  andern 
folgert  er  aus 


^  y*        e'    ^  ^'*'       e4-'l'   ^^'^'         s'+2'       '^^^'^t**    ' 
111  1 

die  n  Gleichungen 
1       1 


£+2«— 1 


(103) 


k     i. 


in       t  n 
sl         68 


1 


1 

1     _ 

T+'^  +  i 


0 


;c=  (0,1,2,  ..,«-!). 


"  6  -)-*-)-  W 

Nun  sind  die  |  Wurzeln  der  Gleichung 
11.11 

fei        62        •  ■     6n        i 


(104) 


0 


118)  Sonme,  Warschauer  Nachrichten  1887,  p  1 — 76 


1  I 
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Entwickelt  er  diese  »  Grleiclmiigeii  (103)  und  (104)  nach  Elementen 
der  letzten  Spalte,  so  erhält  man  als  Lösung  der  entstehenden  n  GUei- 
chungen 

1  I        ..         1« 

Jl  1  1 

(105)  J^n®==  '  *  +  l     ■"  ^+^  =0. 

1  1  1 

s-\-n — 1     a-\-n  £-|-2w  —  1 

Die  Wurzeln  dieser  Q-leiehnng  sind  alle  reell,  voneinander  verschieden 
und  hegen  zwischen  0  und  1.    Der  Rest  hat  nach  Äugitst^'^)  die  Form 

(106)  A  =  ''  ^     [ya„+i(^^^-^8«)+?'s„+2(,4.2w+i-^a«+i)  •' 

wo 

T>  B-\-n  —  1   /w\  1 

2«~s  +  2n— TU/8  +  2w  — 1 

f—W»         (a-\-n  —  l)(s-\-n  —  2)    ..s        /«\  _L_  =  f) 
■      ^        ''  (6  +  2w— l)(8-l-2%  — 2).     (8  +  w)Vn/8  +  n  ' 

_    ^  +  '^-zL(^\fi       1      (8  +  w— l)(fi  +  w  — 2)_/«\  1 

9»  +  i        e_|-2w-l  \l/^«~'~(»  +  2n  — l)(8  +  2w— 2)\2J  6  +  2»  — l"** 

r_1>         (fi-H«  — l)(fiH-w-2).     e         /n\         1  ^Q 

'  ^        ''   (e  +  2n  —  1)  (8  +  2w  —  2)       ^s  -f-  wj  W/  8  +  n  +  1 

ist.  Vorzuge  hat  die  Methode  erstens  für  große  Werte  von  ^,  d  h  wenn 
die  ersten  Gfheder  der  Taylor  Bchen  Reihe  fehlen  und  zweitens,  wenn 
d  nicht  gleich  1  ist.  Z.  B.  braucht  man  för  ^  =  2,  d  =  2,  also  ftlr 
ungerade  Funktionen  im  allgemeinen  hei  gleicher  Annäherung  nur  die 
Hälfte  der  Funktionswerte,  die  Gauß  nötig  hat.  Ähnliche  Fälle  be- 
handelt Badau^)  und  eine  von  Pu^et  der  Facnltö  des  scienoes  1878 
vorgelegte  These 

b)  YercUlgemeineruii^  von  Chnstoffel  Eine  andere  Verallgemeine- 
rung i-ührt  von  GhristoffeP'^  her.  Er  nimmt  an,  daß  für  die  Werte 
sc^j  x^^  .,  y  x^  die  Funktions werte  gegeben  sind,  und  daß  nun  weitere 
n  Abszissen  ä^+i,  ^^+a,  •  v  ^r+n  ^^  ^^  suchen  sind,  daß  die  Annähe- 
i-ung  bei  Benutzung  der  zugehörigen  n  -\-  r  Funktionswerte  möglichst 
gut  werde.  Damit  hat  man  die  Möghchkeit,  bei  Integration  einer  ge- 
gebenen Funktion  alle  Vorteile  zu  vereinen,  die  aus  der  Berück- 
sichtigung ihres  numerischen  Verlaufs  {x^,  x^,  . .  ,  x^  kann  man  so 
wählen,  daß  f(x)  dort  besonders  leicht  zu  berechnen  ist,  oder  solche 
Werte  hat,  deren  Einfluß  auf  das  Integral  als  sehr  groß  zu  erwarten 
ist)  und  der  Verwendung  der  0<z«;Sschen  Methode  entsprmgen 

Setzt  man  die  Kettenbruchentwicklung  von 


5.  Verallgemeinexungen  der  Methode  von  Gauß  79 


^qp(a:)/7(a;  — a;.) 


(107)  /  :_,         da^ 


ajo,  so  folgt  ahnhcli  wie  oben,  daß  der  Kettenbruch  regulär  ist  Be- 
zeichnet man  den  w**"  Näherangsnenner  und  -zähler  mit  N^{e)  bzw 
^„(is),  so  folgt,  daß 

,i  n 

(108)  f<P{^)TI('^  -  ^^^n{^)^n-l(^)d^  =  0, 

O!  1 

WO  ö„_i(a;)  irgendeine  ganze  rationale  Funktion  (n  —  l)*®*^  Grades  von 
X  ist  Wählen  wir  also  die  n  Wurzeln  von  N^ie),  die,  falls  die  Qua- 
dratur ausführbar  sein  soll,  reell  alle  verschieden  sein  und  zwischen 
«  und  ß  liegen  müssen  als  Abszissen  x^+i,  ic^xj,  •  >  ^r+m  ^^  haben 
wir  den  Genauigkeitsgrad  r  -{-2n  erreicht.  Man  gewinnt  so  die  Dar- 
stelluns 


*  =  r 


N„ix)J[J{x-x,) 


<pix)f{x)dx=>^J  g>{x) '-\- dx  fix,)  +  8 

1    «  ('B-a5,)(^n(a';/7(^— ^''•))'*=«, 


n  +  r 


£  =  Co 


i  +  r 


'WO 

4=1 

ist.    Die  erzeugende  Pehlerfunktion  ist  hier 

n{x-x^N,M 
(110)  J,        -      hp{xy-^^_^       -dx 

A  =  l 

Gegmbauer^^^)  zeigt,  daß  die  ^„  und  Z„  sich  durch  die  J'^  und  Z^^ 
der  Kettenbiuchentwicklung  von  /  '^^^ —  ausdrücken  lassen  Man 
kann  jede   Funktion   w  +  r^^  Grades   nach   F^    . .  i^^^^   entwickeln. 


119)  Gegenbauer,  Wien  Ber  78  (1878),  p  768—778 

iCaoyklop    d.  math   WisBuiisoh     n  8 


80    n  C  2    C.  Bunge-Fr.  A.  Wülers.    Numeiische  und  graphische  Integration 
Aus  der  Gleiclmng  (108)  folgt  aber,    daß   in   der  EntwicHung  vou 
TT  (so  —  X]^  N„{cs)    die   Funktionen   Fq      .  F^^i    lüeht    vorkomme» 
dürfen,  also  wird 
(111)    YJ{x-x;)2^,{x)=^AF,(x)  +  3F,^,{a:)  +  '     +BF^^,{xy 

A  =  l 

Verbindet  man  das  mit  den  r  Q-leichungen 

{112)0^AF,{x,)-j-BF„^,(a>;)~\---+RF„^X^;)  t  =  (l,2,  .,r), 
so  erhalt  man,  falls  die  Gleichungen  voneinander  unabhängig  sind, 

(113)         ]J[{X  -  X^N,(X)  =  G    ^nM      K  +  lM   •  •  •   K  +  ri^l) 

K\Pr)       K  +  lM    .  .       K  +  rM 

Aus  dieser  GHeichung  laßt  sich  Z„  und  JR„  berechnen  Ähnlich  und 
noch  etwas  allgemeiner  finden  sich  diese  Entwicklungen  in  einer 
zweiten  Ai-beit  von  Gegenhauer^^^) 


i=r 


Man  kann  auch  einen  Ausdruck  für    /  /  (a;  —  x^N„{x)  erhalten^ 


Asl 


wenn  man  von  den  aus  (108)  folgenden  Gleichungen 

/*  ■*=/ 

(114)  J*J~J{x  —  Xj;)N^(x)g>(x)x'"dx==0        (m  =  0, 1,   ..,w  — 1> 

«       A  =  l 

ausgeht  und  f(ir 

setzt,  woraus  man  durch  Elimination  der  G  nach  GhristoffeV) 

(115)  N^(x)^ljj.    .///(^,-^j|7(^.-^.)- 

a     i3r  a  1  1 

fq-^      ;SJ-»       .  .   ;&!       1    3 
•       ^  3-2  ^^^  ^^^  ^^^     _  _  ^^^ 

«n-1       «1-9       ^        «f         1 

120)  Oegenbauer,  Wien  Ber  100  (1891),  p  685—703 


o.  Verallgemeinenrngen  der  Methode  von  Gauß  81 

erMlt    Transformiert  man  die  Gleichung  (114)  nach  JacoW),  so  er- 
halt man  daraus 

(116)  IJix  -  x^N„{x)g>ix)  =  ^  (^  -  «)"(^  -  ßYX, 

1 
Durch  Umformung  der  Gleichung  (113)  erhalt  man  nach  Christoff eV^) 
für  den  Fall  g)(a;)  =  1  bis  auf  eme  Konstante 

(117)  X  =^j^"-^[(a; -«)"(a;i-m^2-«)  {^-^Yi^-m 

x^     35'*"^  .     .  X       1 
s(fl    x\~^  .  .     x^    1 


aZ    aZ 


-1 


Man  sieht  aus  (116)  sofort,  daß  im  Falle  x^==  a,  X^=  x  —  a,  x^  =  ßy 
X^  =  x  —  ß  und  «1  =  a,  x^  =  ß,  ^^  =  {x  —  u)  (x  —  ß)  ist.  Ferne* 
sieht  man  aus  dieser  Gleichung  durch  Anwendung  des  i2o?Ze  sehen 
Satzes  ^^):  Sind  die  Wurzeln  von  X^  alle  reell  und  hegen  zwischen  « 
und  /3,  so  müssen  auch  die  Wurzeln  von  NJx)  reell,  voneinander  ver- 
schieden sein  und  zwischen  a  und  ß  hegen.  Ferner  sieht  man,  daß, 
wenn  X^  reeU  ist  oder  durch  Multiplikation  mit  einer  Konstanten 
reeU  wird,  mindestens  n  reelle  verschiedene  Wurzeln  zwischen  a  und 
ß  liegen  müssen.  Liegen  also  die  gegebenen  Werte  außerhalb  des  Be- 
reichs, oder  sind  sie  Grenzen,  so  hegen  die  gesuchten  n  Wm-zeln  im 
BereicL  Weiter  lassen  sich  folgende  Satze  beweisen:  Liegt  eine  der 
gegebenen  Abszissen  zwischen  tc  und  ß,  so  smd  alle  Wurzeln  von 
N^i^)  reell  und  verschieden,  und  höchstens  eme  liegt  außerhalb  a 
und  ß  Liegen  l  der  gegebenen  Abszissen  zwischen  «  und  ß,  so  smd 
bei  geradem  l  höchstens  l,  bei  ungeradem  höchstens  l  —  1  Wurzeln 
komplex  oder  fallen  zu  zweifachen,  vierfachen  usw  Wurzeln  zusammen. 
Höchstens  l  liegen  außerhalb  des  Intervalles 

Der  Fall  Xy  =  a  ist  von  Lampe'^^^)  behandelt  worden^  im  Fall 
x^=  a,  x^=  ß  findet  sich  für  w  =  4  die  Formel  nebst  Korrektions- 
ghed  bei  KlugeP^),  der  sich  aber  nicht  auf  allgemeine  Betrachtungen 
einläßt    Allgemeiner  behandelt  wird  dieser  Fall  z  B  von  Tumzm^^% 


121)  iMnipe,  Jahreaber  d  Deutsch  Math-Vei.  3  (1892/8),  p  102—106  (Bei 
« =  4  smd  versehentlich  unaginäie  Wurzeln  angegeben )  Verh  d  Ges  Deutscher 
Naturforscher  Nilmberg  2  (1894),  p  4— 8 

122)  KUgel,  Math.  Wörteibuch  IV  1828,  Artikel    Quadratur  Nr  146 

123)  Tmaesa,  Memone  dell'  I  R  Istituto  Veneto  6  (1866),  p  277—98 
Turazsa  gibt  an,  daß  nach  seiner  Methode  auch  die  allgemeinere  später  von 
Chrtstoffel  behandelte  Aufgabe  gelö&t  werden  kann 

6* 
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der  die  Formeln  oline  Korrettionsglied  bis  n  =  T  gibt,  femer  von  Ca- 
talan''-^^),  Peano'^^^)  u.  a.  In  den  scbon  öfters  erwähnten  Ai-beiten  von 
Eadau^)  und  Moors^^)  sind  die  Abszissen,  Koeffizienten  und  das  Eor- 
rektionsglied  bis  n=  11  angegeben  Die  Fehlerglieder  (d)  stehen  in 
diesem  Falle  zu  denen  der  GaußBch&n.  Formel  8  m  der  Beziehung^) 

(118)    («.„)  =  -"f-ä«..    («..«)  =-i(^*iy^*««+= 

Für  CO  =  -~~^  erhält  mau  die  Gauß  sehen  Abszissen  flu-  ungerade 

n  Für  X  =  a,  x  =  ß,  X  =  ~^  erhält  man  die  oben  erwähnten  zuerst 
von  Turaisea  aufgestellten  Formeln  für  ungerade  n  Füi  «  =  2  findet 
Bich  der  letzte  Fall  bei  Ccdalmz'^^^)  ohne,  bei  Ligowski'^'^"')  mit  Restghed 
behandelt  (s  a**)) 

c)  MefirfacJie  Integrale.  Schließhch  wurde  von  Pw^ei"^)  zui  Be- 
stimmung des  ßestgliedes  dei  TaylorBchen  Reihe  die  Gaußsche  Methode 
zuerst  auf  die  Berechnung  mehrfacher  Integrale  von  Funktionen  emei 
Veränderlichen  ausgedehnt  Neuerdings  hat  sich  WtUers^^)  mit  diesen 
Fragen  beschäftigt,  der  die  Methoden  von  Newton-Gotes^^),  die  auch 
Mefnfi^ld^^)  überträgt,  die  spater  zu  erwähnende  von  Tsch^ysclieff^^^), 
insbesondere  aber  die  von  Gauß^^)  auf  mehrfache  Integrale  überträgt 
Er  fibadet,  daß  die  meisten  für  einfache  Integrale  geltenden  Sätze  ihre 
Gültigkeit  für  w- fache  Integrale  behalten,  so  die  über  die  Lage  der 
Wurzeln;  fernei  laßt  sich  zeigen,  daß  alle  Koeffizienten  positiv  sind, 
usw.  Betreffs  dei  Lage  der  n  Funktionswerte,  die  zur  angenähei-ten 
Berechnung  emes  (m  —  l)-fachen  und  eines  m-fsLohen  Integrales  nötig 
sind,  ergibt  sich  für  den  Fall  g)(x)  =  1,  daß  ei-stere  und  der  Funk- 
tionswert im  Anfangspunkt  durch  die  letzteren  getrennt  werden,  so 
daß  mit  wachsendem  m  die  Werte  immer  mehr  um  den  Aufangspimkt 
zusammenrücken.  Auch  die  Methoden  der  Restabschätzimg,  wie  die 
von  Jacohi"^  oder  MarJcoff^''^)  lassen  sieh  entsprechend  veraUgemeineni. 
Bis  zu  w  =  3  und  w  =  4  werden  in  der  Aibeit  Abszissen,  Koeffi- 
zienten und  Restglied  für  alle  drei  Methoden  gegeben 

124)  Catalan,  Mämoire  de  TAoad  royale  de  Belgiqne  (m  4°)  43  (1882) 
(!)  Seiten), 

126)  Peano,  Atta  della  K.  Accad.  delle  scienze  di  Tonno  27  (1891— 9a), 
p    608—12 

126)  Catalan,  Nouvelle  correspondance  math^matique  6  (1880),  p  396—402 

127)  Ligowsh.,  Arch.  Math  Phys  58  (1875),  p.  49—88,  Revue  Maritime  et 
Colon  51  (1876),  p  159—174,  femer  Neue  Naheruiigsformeln  zur  Bereclinang 
bcstimzater  Integrale,  Eiel  1876  . 

128)  Pu^et,  Paus  C.  R   84  (1877),  p.  1071—1073 

129)  Wilhrs,  Zeitschr  Math  Phys    1915  oder  16 
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6.  Methode  von  Majssau.  Massmi'^^^)  hat  eine  graphische  Me- 
thode angegeben,  die  in  gewisser  Weise  eine  Übertragung  der  Me- 
thoden von  Newton-Gotes  bzw  Gauß  ms  G-raphisohe  ist.  Sie  erlaubt 
durch  n  beliebige,  eventuell  mit  zugehöriger  Tangentenrichtung  ge- 
gebene Punkte  eine  Parabel  entsprechender  Ordnung  zu  legen  und 
diese  für  em  beliebiges  Intervall  beliebig  oft  zu  mtegrieien 

Ist  P,  ein  Polygon,  dessen  «  +  1  Ecken  A^,  Ä^,  ,  J./  auf 
aquidistanten  Parallelen  zur  F- Achse  hegen,  projizieren  wir  ferner 
diese  Ecken  auf  die  Z- Achse  nach  a^  .  a/  und  verbinden  die 
Punkte  a  mit  emem  Integrationspol  P/,  so  können  wir  ein  neues  Polygon 
P,^i  zeichnen  so,  daß  wu  das  Intervall  m  «  +  1  gleiche  Teile  teilen 
und  von  einem  Punkte  J[°+i  ausgehend  em  neues  Polygon  zeichnen, 
dessen  Ecken  Ä°+i,  A^+x, . . .,  Alti  auf  aufeinanderfolgenden  Par- 
allelen hegen  und  dessen  Seiten  den  Strahlen  P*a,^,  P>/,  . .,  F;a^' 
sukzessive   parallel   smd"^).     Die   Figur    1    veranschaulicht   das  von 


Fig  1 

Pq  bis  Pg;  die  Integrationsbasis  l  (vgl  13  a)  kann  dabei  ffir  jedes  Po- 
lygon beliebig  genommen  werden.  Ist  y^'  die  Ordinate  von  AJ,  so 
laßt  sich  mit  Hilfe  der  Differenzenrechnung  zeigen,  daß 


,  i(i -- 1)   y«_2     3 


y'n-, 


'  "T"  1  2       (t  —  1) t  w (w  —  1)       In—T-fl) ' 


,i]32" 


130)  Massau'''^  Memoire  sui  lint  gr  et  ses  applications  11  2,  §  1,  Buch  n, 
Kap  2,  §  1 

181)  Massau,  Appendice  an  Memoire  sur  Tintögratioii  graphique  et  ses 
applications    Paris  1890,  Note  V— IX  insbesondere  VHI 

132)  Tgl   auch  cCOcagne,  Calcul  graphique  et  Nomographie  88—4:0 
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ist;  -was  für  «  =  *  mit  der  Mac-LaurinBcheji  Formel  identisch  ist.  Der 
durch  lineare  Konstruktion  gefundene  Punkt  J.„"  gehört  also  einer 
Parabel  w*®'  Ordnung  J7„  an,  die  das  Integral  n^'^  Ordnung  von  IZJ, 
ist,  und  für  die  y^^  .  y^  die  Integrationskonstanten  sind.  Die  Seiten 
A^A^  und  A^-^A^  sind  Tangenten  von  11^  in  A^  und  A^  Die 
Konstruktion  läßt  sich  für  links  wie  rechts  der  Y-Achse  gelegene 
Punkte  durchführen  P„  heißt  der  Integrant  (intögrant)  von  Ü^ 
Eine  ganz  ähnliche  Konstruktion  gibt  unabhängig  von  Massau  Mmr- 
Jiead^^^).  Massau^^)  zeigt,  daß  die  Integranten  von  Parabeln  gleicher 
Ordnung,  die  in  4„°  eine  «-fache  Berührung  haben,  in  den  i  ersten  Seiten 
den  Integranten  ein  und  desselben  Parabelbogens  bilden;  also  sich  zu 
einem  Integranten  vereinen  lassen  Dabei  ist  dieser  für  einen  Kontakt 
i  -j-  1*"  Ordnung  dem  für  emen  Kontakt  i^  Ordnung  umbeschrieben 
Gehen  die  Parabeln  von  A^J^  aus  nach  derselben  Seite,  so  stimmen 
sie  in  den  ersten  Seiten  tiberein.  Das  gilt  auch  für  Parabeln  ver- 
schiedener Ordnung  J7„  und  JT„,  falls  man  den  Integranten  der  Parabel 
n^  niederer  Ordnung  ebenfalls  durch  w-Integrationen  konstruiert, 
dabei  aber  y^^  bis  y^^^-i  gleich  Null  setzt.  d'Ocagne^'^^)  weist  darauf 
hin,  daß  die  Ordinate  des  Schwerpunktes  von  P„_i  durch  ein  dem 
obigen  analoges  Verfahi-en  die  Sehne  A^A^  bestimmt 

Da  y^  ...  y^  durch  y^^  . .  .  y^  linear  auszudi-ücken  sind,  so  ist  die 
Parabel  i7„  durch  P„  vollkommen  bestimmt.  Aus  dem  Integranten 
eines  Punktes  mit  der  Abszisse  x  läßt  sich  leicht  der  jedes  andern 
(a;  -f-  Aa;)  dui*ch  lineare  Operationen  konstrmeren  Setzt  man  m  obige 
Formel  für  x,  x  -{-  ^x  em,  so  findet  man  nach  einigen  Umformungen 
für  die  Ordinate  der  i*'"  Ecke  des  Polygons 

(120)    r/=(i-f^)V 

Die  Ausführung  der  Konstruktion  zeigt  Figui  2  für  %  =  4.  Man 
verlängert  jede  Seite  A-^+i^  so  daß  die  Abszisse  um—  wächst,  und 
erhält  so  das  Polygon  AB^ . . .  B^,  mit  dem  man  von  B^  aus  genau 
so  verfährt  usw.  Das  Polygon  AB^C^ .  . .  R^  ist  der  gesuchte  Inte- 
giant  für  den  Punkt  mit  der  Abszisse  x  -f  Aa;."^)  Dabei  ist 
A^,  B^f  •",  Rn  ^^^  Integrant  zwischen  A^  und  i?„ 


183)  MuirJiead,  Prooeedinga  of  the  Edinburgh  Mathematical  Society  XXLS 
1910/11,  p  78—82 

184)  Massau*""^)  I,  Buch  V,  Kap  I,  §  2 
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Massau^^^)  gibt  ntm  weiter  Methoden,  wie  man  aus  einer  Anzahl 
■gegebener  Punkte  und  gegebener  Ableitungen  in  denselben,  den  Inte- 
^ranten  P^  der  die  Kurve  approximierenden  Parabel  JT„  finden  kann. 


^ — *  ^ 


U. 


Jx. 


W 


Fig   2 


Durch  die  inverse  5'e^wersche  Transformation"^),  n —  Imal  angewandt, 
stellt  man  aus  den  gegebenen  Stücken  die  Ausgangsgerade  her  und 
wendet  auf  diese  dann  wieder  die  direkte  Ä^e^rwersche  Transformation 
an.  Da  U^  mit  P^  identisch  ist,  so  kommt  es  im  wesenthchen  nui" 
darauf  an,  aus  dem  Integranten  P„_i  von  JT„_i  den  von  JT^  fiir 
irgendein  intervaU  zu  konstruieren,  indem  man  von  irgendeinem 
Anfangspunkt  aus  auf  P„_i  die  direkte  Ä'e^wersche  Transformation 
anwendet  Sind  u  und  v  die  Abszissen  der  Endpunkte  des  betrachteten 
lutervalles,  so  ist  nach  Fig  3 

Hat  man  eine  gegebene  Kurve  so  durch  eine  Parabel  n„  mit  dem 
Integranten  P„  angenähert,  so  ist  die  Konstruktion  eines  Integrales 


MH-, 


0     1 


mi,:',    m'„  mii 


Fig  8. 


185)  Massau^^^)  I. 

186)  Segner,  Acad  Petrop  Novi  Comment.  VII  1758/69,  p  211 


i,  I 
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fitr  ein  beliebiges  Intervall  leiclit  möglicli.i''^    j^-^q]^  ^jer  begangene 
Fehler  ist  abzuschätzen. 

7.  Methoden,  bei  denen  die  EIoefEzienten  gegeben  smd.  a)  All- 
gememes.  Bisweilen  wird  die  Aufgabe  behandelt:  es  ist  eme  Anzahl 
Koeffizienten  und  Abszissen  gegeben,  und  es  ist  eine  andere  Anzahl 
Koeffizienten  und  Abszissen  so  zu  bestimmen,  daß  die  Annäherung 
möglichst  gut  wird.  Insbesondere  setzt  man  eine  Anzahl  Koeffizienten 
gelegentlich  gleich  nuH  Elementaie  Beti-achtungen  über  diesen  FaU 
finden  sich  z.  B.  bei  Bm&ngeiger'^^)  Lcmipe^^^),  Maleyx^^),  Moors^^^} 
und  MoMrer^^^),  der  auf  diesem  Wege  höchst  elementar  ohne  Benut- 
zung von  Kugelfunktionen  oder  Reihenentwicklung  die  Gaußschen 
Formeln  herleitet ^*^*).  Moors  behandelt  ausgehend  von  den  G-leichungen 
(7)  die  Aufgabe:  bei  2  m  beliebig  vorgeschi'iebenen  paarweise  gleichen 
Koeffizienten  und  gegebenem  Xj^  durch  sukzessive  Approximation  die 
m  —  1  zugehörigen  Werte  äJ^*  zu  finden,  wobei  sich  der  Genamgkeits- 
grad  2«»  —  1  erreichen  läßt.  Auch  Badau^)  deutet  an,  wie  man 
eme  derartige  Aufgabe  behandeln  kann  Den  höchst  möglichen  Ge- 
namgkeitsgrad  kann  man  dabei  leiciit  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (5) 
oder  (7)  feststellen. 

Der  wichtigste  Fall  gegebener  Koeffizienten  ist  der,  daß  alle  den 
gleichen  numerischen  Wert  haben  Diese  Art  der  angenäherten  Inte- 
gration ist  immer  dann  vorteilhaft,  wenn  es  sich  um  durch  Beobach- 
tung gewonnene,  also  mit  einem  gewissen  Fehler  behaftete  Funktionen 
handelt,  da  bei  gleichen  Koeffizienten  der  mittlere  Fehler  ein  Mini- 
mum wird.  Dieser  Fall  ist  unabhängig  von  Ändrae^^),  lAgowski^^"^ 
TonoA-Tsckehyscheff^^^  behandelt  worden;  die  Formeln  werden  nach  Lampes 
Angabe  besonders  gern  im  Schiffsbau  benutzt.  Auf  dieses  Gebiet  wurde 
sie  wohl  zuerst  von  Äfonas^eff^*^  angewandt,  jetzt  findet  sie  sich  m 
fast  allen  den  Gegenstand  behandelnden  Werken^*'). 


137)  Massau"^)  YTtl,  §  1 

188)  Bueengeiger,  t  Zache  Monatliche  Korrespondenz  26  (1812),  p  286—94:. 

189)  Lampe,  Bericht  der  Berliner  xaathematischen  Gesellsohaffc  2  (1908), 
p.  29 — 35.  unter  anderm  stellt  Lampe  hier  acht  Formeln  mit  zwei  symmetnschen 
Ordinaten  und  dei  Mittelordinate  anf^  deren  Koeffizienten  nicht  viel  unbequemer 
•wie  die  der  Simpsonechen  Formel  (vgl  11,18),  und  deren  Fehler  sämtlich  von 
fünfter  Ordnung  sind.  Es  zeigt  sich,  daß  die  Sunpsonsche  Formel  von  diesen  die 
schlechteste  AnnSJierung  gibt 

140)  Moors,  Nieu-w  Archief  Amsterdam  (2)  S  (1898),  p  285—91 

141)  Maurer,  Arch.  Math   Phya    (8)  18  (1911),  p  40—48 

141")  S  u.  a.  auch  Sainte-Lagtii,  Revue  de  mathömatiques  speciales  11 
(1910—12),  p.  488—34 
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b)  (p{x)  ist  eine  gerade  FunMion    Ist  zunäclist  g)(x)  eine  gemde 

Funktion,  so  kann  man  allen  Äj^  das  gleiche  Vorzeiclien  geben  und 

.    aus  ähnlichen  Überlegungen,  wie  die,  welche  zu  (40)  führen,  folgt  dann 


vA« 


(122)  Ä,^~J  <p{x)dx 

a 

Da  sich  aus  den  Gleichungen  (5)  bzw.  (7)  leicht  die  symmetrischen 
Funktionen  der  Wurzeln  entnehmen  lassen,  kann  man  sofort  die 
Gleichung  für  F^(x)  aufstellen.  Man  erhalt  nach  Ändrae'^^)  und  Li- 
gotvsM^^'')  füi-  die  Koeffizienten  derselben  die  rekurrierenden  Formeln 

(123)  K%+K-lO>^.-i  +  "    +  &«-,.+iai  =  —  ^&„-^ 

Zur  Bestimmung  des  Fehlergliedes  setzt  man  am  besten  obige  Koeffi- 
zientenberechnung fort,  oder  man  bestimmt  nach  Badau^) 


^^^=:=Jaf^F, 


(x)dx  {m  =  2  f ür  gerade,  m  =  1  für  ungerade  ti) 


Tschebyscheff^^^)  kommt  zu  der  Gleichung  F^(x)  ==  0  auf  andenn 
Wege,    Aus 

(124)  jW,,  =  ^,2'i^.;  +  ^i- 

a  1 

folgt  dui'ch  Integration  nach  0 

(125)  J<p(x)]g{0-x)dx=^AagF,{0)-^^lm-    , 

a 

diso  ist 

(126)  F^s)  =  Ee'" 

woraus  sich  für  a  =  —  1,  /3  =  +  1,  g){x)  =  i  eigibt 

(127)  F„{0)  =  Eä»e^'^'    '''"'* 

Das  Fehlerglied  kann  fortbleiben,  da  es  sicher  keinen  Beitrag  zu  der 
ganzen  Funktion  liefert.  Die  Abszissenwerte  werden  angegeben  von 
Andrae^^)  für  die  Grenzen  — ^  bis  -j-^  von  m  =  1  bis  n  =  6  nebst 

142)  Mitteilungen  ans  dem  Gebiete  des  Seewesens  2  (1874),  p  527—36, 
683—97    Nach  einer  Mitteilung  von  Äfonasjeff  im  „Morskoi  sbormk" 

143)  Z.  B  Jdhow,  Hifsbucb  ftlr  den  Schiffsbau,  Beilin  1902,  p.  818-16 
Pollard  et  Dudebout,  Theorie  du  navire  IV,  Paus  1894,  Note  8.  Methode  de 
caloul  de  M  Kriloff,  p  404—18 
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einem  Felüerglied,  Ligowsh^*'^)  fiir  die  Grenzen  0  und  1  von  w  =  1 
bis  w  =  5  ohne  FeÜlerglied^  Tsch&byscheff^^^  für  die  Grenzen  —  1  nnd 
+  1  von  «  =  0  bis  w  =  7  ebenfalls  oline  Feblerglied,  Badau^)  und 
Moors^  für  die  Ghrenzen  —  1  und  +  1  von  »  =  1  bis  w  =  9  mit 
Fehlerglied.  Für  n  =  S  und  w  =  10  'vrerden  eine  Anzahl  Wurzeln 
imaginär,  hier  kann  man  daher  $^  nicht  zu  nuU  machen,  sondern 
muß,  wenn  die  Formeln  brauchbar  bleiben  sollen,  S^  einen  gewissen 
Mmimalwert  geben.  Moors^^')  zeigt,  daß  es  unter  Umstanden  vorteil- 
haft ist,  ^2^  so  zu  bestimmen,  daß  zwei,  etwa  die  mittleren  oder  vier 
symmetrische  Wurzeln  zu  zweien  zusammenfallen.  Die  betreffenden 
Ordmaten  haben  dann  natürlich  einen  doppelt  so  großen«  Koeffizienten 
wie  die  andern.  Eine  Reihe  solcher  Formeln  findet  sich  bei  Moors^ 
in  der  Tabelle  G  zusammengestellt 

Bei  angenäherter  Integration  mehrfacher  Integrale  tritt  der  FaU, 
daß  Wurzeln  imaginär  werden,  schon  für  kleinere  Werte  von  n  ein  ^^*) 

c)  q)(x)  ist  eine  ungerade  FumJsUon.  Ist  tp(as)  eine  ungerade  Funk- 
tion, so  nimmt  man  am  besten  eine  gerade  Anzahl  von  Ordinaten 
und  gibt  der  Hälfte  der  Koeffizienten  ein  negatives  Vorzeichen.  Z.  B. 
kann  man  seilen 

(128)  f<pix)fix)dx  =  A^  I/(a;„)  -  /"(-  a;J] . 

a 

Statt  der  Gleichungen  (7)  erhält  man  dann,  falls  man  ein  zum  Null- 
punkt symmetnsehes  Intervall  wäMt, 

n 

(129)  ^2^,"+^  =  «8*4-1         2^'^  =  0. 

Die  Koeffizienten  der  die  Abszissen  bestimmenden  Gleichung 

n 

lassen  sich  mittels  der  Gleichungen  (123)  als  Funktionen  von  ^ x^=^s 

1 
ausdrucken.    Im  Falle  (p{x)  =  x  z.  B.  findet  man 

(130)  -^  =  3s  =  Ö53        =  (n  -I-  3)s„+, , 

R 

WO  s^  =  ^sfi  ist.  Ähnliche  Gleichungen  erhält  man  für  andere  (p{x). 
Femer  erhält  man  aus  (123)  eine  Gleichung  für  s,  und  jedem  Lösungs- 

144)  Moors,  Yaleur  approximative  d'une  integrale  döfinie,  Pans  1905, 
Kapitel  ni. 
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wert  s  entspriclit  ein  Wert  von  Ä  und  ein  System  von  Abszissen, 
<üe  sicli  ans  der  GHeiclmng  F^(p)  =  0  ergeben.  Badau^*''^)  behandelt 
die  Fälle 

q)(x)=x     und     <p{x)=^—^, 

wo 

^^^^  —  2Ä+8      °^^'       ^^^^  2.4.     (a7l+2)    2 

wird  Er  gibt  die  Abszissen  für  w  =  2,  4,  6,  Für  n  =  8  erhält  er 
um  ersten  Falle  eine  GUeichung  14  Grades  Tschebyscheff^^^)  faßt  die 
Wurzeln,  deren  Fuuktionswerte  in  den  angenäherten  Integralwei-t  mit 
positiven  Zeichen  eingehen,  zu  F^{x),  und  die  mit  negativen  Zeichen 
2u  F_(x)  zusammen.5  ^^^^  i^*  -^nW  '=  -^+(^)    -^-W  ^^^  ^^h  (124) 


F-{x) 


A 


Er  entwickelt  rechts  in  einen  Kettenbruoh  und  setzt  im  Näherunga- 
bruoh  »*"  Ordnung  (»  =  2*)  den  Koeffizienten  von  —  gleich  nuE,  was 
ihm  A  liefert 


Statt 


kann  man  auch 


/ 


f(x)  ,  ^     dx 


J  /"(cos  -ö")  cos  &  dd" 

0 

betrachten.    Tschehyscheff^^^  und  Badau^^)  betrachten  anstatt  dessen 
allgememer 

J /'(coS'9')cosA'9'£Z'9', 

0 

wo  X   eine   ganze  Zahl   ist     Daraus   findet  man   als   Bedmgangsglei- 
«hungen 

^■jA,  cos  ha^  =  0  wenn  Ä  ^  A,     ^-^i  cos  Äa,  =  y  für  /*  =  A 

Auch   hier   werden   die  Ä^  einander  gleich  und  haben  altermerendes 
Zeichen,  und  es  wird  (w  =  2*) 

_a^+ÄÄ         /fc  =  0,l,2,  ...21  — 1\ 

146)  BaiaM,  Paria  C  ß  90  (1880),  p  520—623 
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wo  die  A  und  a^  sich  aus  dem  Bedingungen 

^coa  3 a^  ==  ^cos  5 a^  •      =  ^cos  (2*  +  1) a^  =  0, 


^^ 


cos  «,  =  ~i 


bestimmen    Man  erhält  nach  Kadau^^^)  so 

/•(cos ^)  cos  X^d^  =  ^2  ^  (—  1)Y(cos^^^^^) 

Die  Fonneln  von  Tsclielyysclieff  und  Moors  eignen  sich  besondeis  zur 
Bestimmung  der  mittleren  Ordiaaten  (s  12)  bei  graphischer  Inte- 
gration, wenn  man  die  Abszissenbestimmung  etwa  mittels  eines  ein 
fdr  allemal  für  das  betreffende  n  auf  durchsichtiges  Papier  gezeichneten 
Strahlenbüschels  vornimmt.  Dieses  entwiift  man  etwa  so,  daß  ein 
durch  den  emen  Endpunkt  des  Intei-vallea  odei  besser  ein  durch  die 
Mitte  gehender  Strahl  senkrecht  zur  Abszissenachse  steht 

8.  rormeln,  die  duroh  Konabination  entstehen  Bisweilen  hat 
man  den  Genauigkeitsgrad  von  Quadraturformeln  dadurch  zu  erhöhen 
versucht,  daß  man  durch  Kombination  zweier  Formeln  A  und  B  von 
gleicher  Genauigkeit  das  oder  die  ersten  Glieder  des  Fehlers  fort- 
zuschaffen suchte  ^4^)  Dabei  pflegt  man  die  Formeln  so  zu  wählen, 
daß  die  eine  größere,  die  andere  kleinere  Werte  als  das  gesuchte  Inte- 
gral gibt.  Insbesondere  stellt  Liffoi^sTci^^'^)  zahlreiche  solche  Kombi- 
nationen 

A-\-aB={l-j-a)C 

auf  Auch  jRadau^)  gibt  eine  solche  Kombinationaformel  aus  der  Gauß- 
sehen  und  der  von  ihm  berechneten,  gleicher  Ordnung,  die  die  Grenz- 
abszissen mit  enthält.  Skutsch'^^'^)  zeigt  nun,  daß,  wenn  A  eine  Gauß- 
sche  Foimel  für  m  Ordinaten  ist,  die  Komplementärformel  B  min- 
destens m  -{-  1  Ordmaten  haben  muß,  die  im  allgemeinen  mcht  mit 
den  m  Ordinaten  von  A  zusammenfallen.  Läßt  man  die  m  Ordinaten 
von  A  mit  in  B  emgehen,  so  kann  G,  wenn  m  gerade  ist,  höchstens 
den  Genauigkeitsgrad,  Bm  -j-  1,  wenn  m  ungerade  3  m  -{-  2  erreichen. 
Man  darf  also  den  Wert  solcher  Kombinationen  mcht  überschätzen, 
da  man  mit  2  m  -{-  1  Ordmaten  nach  Gauß  den  Genauigkeitsgrad 
4>»  -j-  1  erreichen  kann  Kann  man  a  so  wählen,  daß  m  der  Kom- 
binationsformel  eme  oder  zwei  Ordinaten  verschwinden,  so  kann  aUer- 

146)  Mac  Laurin,  Treatise  of  fluxions^")  849,  findet  auf  diese  Art  ans  der 
S^mjjfiow  sehen  Formel  für  das  Ungeteilte  und  das  in  zwei  Teile  geteilte  Inter- 
vall die  Gates ic^Q  Formel  für  «  =  5 

147)  SkuUch,  Arch    Math    Phys    (2)  13  (1894),  p   78—88 
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dLags  eme  derartige  Kombination  unter  Umständen  ganz  brauchbar 
sein.  Z.  B.  gibt  Ligowski  ^^'')  eine  Reihe  solcher  Formek.  Er  zeigt, 
wie  man  durch  Kombination  mehrerer  Formeki  mit  symmetrischen, 
vorläufig  unbestimmten  Abszissen  die  Gaußschen  Formeb.  durch  Eli- 
mination der  Fehlerglieder  herleiten  kann  Auch  in  anderen  Fällen 
kann  man  durch  solche  Kombinationen  brauchbare  Formeln  erhalten, 
z.  B.  wenn  man  aus  auf  mehrere  Intervalle  angewandten  Newton-Cotes- 
achen  Formehi  das  erste  Fehlerglied  elimimert.  So  gibt  bei  6  Teil- 
mtervallen  die  Formel  für  w  =  3  (I.Simpson sehe)  und  m  =  4  (2  Simp- 
sonsche)  (vgl.  Nr  11,  13  und  14)  die  Formel  von  Weddle^^^).  Diese 
und  die  Cotessche  Formel  für  w  ==  5  auf  12  Teüintervalle  angewandt 
«ine  ziemlich  einfache  von  Woölsey^*''^^)  gegebene  Formel,  ia  der  aller- 
dings negative  Koeffizienten  auftreten. 

9.  Die  Eulersch.e  Formel  (vgl  auch  IAS{A  Tnngshevm)  Irra- 
tionalzahlen unendhcher  Prozesse,  Nr.  38  und  I E  ( J)  Sdiwanoff) 
Differenzenrechnung,  Nr  11).  Vielfach  wird  für  die  angenäherte 
Quadratui  die  Eulersche  Formel^**)  benutzt,  die  auch  gute  Dienste 
bei  der  Fehlerabschatzung"'')  leistet,  wenn  man  den  zu  integrierenden 
Bogen  mcht  durch  eme  Parabel  annähert,  sondern  ihn  in  eme  AnzaJil 
gleich  breiter  Streifen  teilt,  und  in  jedem  Streifen  durch  Parabeln 
gleicher  Ordnung  annähert  Die  Formel  wurde  von  Euler^^^)  aufge- 
stellt und  vieUeicht^^'^)  von  Mac  Laurln'^^^^  übernommen.    Die  Koeffi- 

147»)  Woolsey,  The  Quaa-terly  Journal  of  pure  and  applied  mathematica  4S 
(1912),  p  380—84  und  Proceedinga  of  the  U  S  Naval  Institute  37,  p.  871. 

148)  Euler,  Commentarii  academiae  Petropolitanae  6  (1782—8),  Petersburg 
1738,  p  68—97  und  8  (1736),  Pet^rsbmg  1741,  p  9—22.    Institutionum  calcuh 

differentialis  pars  posteiioi  Peteisbmg  1757,  p   430  ist  die  Formel  bis  zu  -j-^ 

gegeben  Zur  angenäherten  Bereclinung  bestimmtei  Integrale  verwendet  Eulei 
die  Formeln  z.  B  in  Institutionum  calculi  mtegralis  volumen  primum  Teil  I, 
Kap   7  (8   Aufl.  Petersburg  1824),  p   178—202 

149)  Z  B  LtgoiLsli,  Aich  Math  Phys  55  (1878),  p  219-21,  Arch  Math 
Phys  69  (1876),  p  829—38,  Arch.  Math  Phys  60  (1877),  p  886  Bertravd 
€alcul  mtögral,  Paris  1870,  p  331—352 

150)  Zui  Priontiltsfrage  Murdoch,  Biographie  von  Mac-Lauiin  in  Mcw- 
Laurmj  Account  of  Sir  Isaac  Newtons  philosophical  discovenes,  London  1748* 
Miesirüm,  öfversight  af  Kongl  Vetenskap-Akademiens  Förhandlmgar  86  (1879), 
Nr  10,  p  8 — 17;  Beif,  Geschichte  dei  unendlichen  Reihen,  Tübingen  1889,  p  87, 
€antor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  8,  2  Aufl,  Leipzig  1901, 
p  663 ;  Sohlömilch,  Vorlesungen  über  einzelne  Teile  der  höheren  Analysis,  Braun- 
schweig 1866,  p  226    Moors'^^  p   1G5— 175. 

151)  Mac  Laurtn,  Treatise  of  fluxion  II,  Blap  IV,  p.  668-693,  Edin- 
burg  1742,  vgl   auch  Luhhocl,  Cambr  Trane  8  (1830),  p  828. 


92    II C  2    0  Bunge-Fr  A  F*72«rs.    Numerische  und  graphische  Integration 

zienten  der  Formel  stehen  in  engem  ZnBanojnenliang  mit  den  BernouUi- 
schen  Zahlen  (Ygl.  11 A  3  Nr.  18),  die  his  znr  31  sich  z  B.  bei 
OÄw"*)  finden. 

Versohiedentlioli  wird  die  Formel  abgeleitet,  natürlich  in  zahl- 
reichen Lehrbüchem,  wie  Lacroix^^^),  deMorgm^^^),  ffouel^^'')  usw., 
femer  anßer  den  hier  sonst  zitierten  Abhandlungen  mittels  partieller 
Integration,  z.B  bei  SchlÖTmlch^^^,  Callendrem^^'^),  Kinkdm^^^)  u.  a. 
von  der  Taylorschen  Reihe  ausgehend,  z.B.  bei  TortolinV-^^)^  Genocchi^'^'''), 
ScheMach''^)  u.  a.  Imschmetghy^^^)  zeigt,  daß'  die  Formel  sich  unter 
gewissen  Bedingmigen  mittels  Parabeln  höherer  Ordnung  ableiten  läßt. 
Die  beiden  meist  gebrauchten  Formen  der  ^Zer sehen  Formel  sind 

(122)  ff  (x)dx = a,jf-  ^Vc/3)-r(«)) + ^r'(/3)  -r(«)) 

a 

die  sieh  nebst  andern  Formeln  besonders  bei  JEuler^*'^)  findet,  und 
{m)Jf{x)dx  =  mN  +  ^0r'(/3)_/-(«))-  J^(/"'03)  -/-(«)) 

die  z  B.  Mac  Laurin^^^)  (831)  gibt,  und  die  sich  aus  (132)  leicht  ab- 
leiten läßt  (s.  z.  B.  Hardyy^^)    Hier  ist 


152)  OÄw,  Joum  fCtrMath  20  (1840),  p  11—12^  e.  auch  Trans  of  Cambridge 
(1878),  p   384—91 

168)  Lacrotic,  Traitä  du  calcul  dlff€rentiel  et  dti  calcul  mtägral,  Deutsch 
nach  der  4  Aufl<  1828  von  Baumcmvi;  Berlin  1881 

164)  de  Morgan,  Differential  and  Integral  Calculus,  London  1842,  p  318 

165)  Souäl,  Cours  du  calcul  infinitesimal,  Anhang  zu  I,  p  881—335, 
Paris  1871 

166)  Schlomilch,  Benchte  der  Kgl  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Leipzig  9  (1857),  p   11 — 17 

157)  Callendreau,  Pans  C  K.  86  (1878),  p  689—592 

158)  Kwleliti,  Programm  der  Ober-ßealsohule  zu  Basel  1902  (30  Seiten) 

159)  Tortohni,  Annali  di  soience  matematiche  e  fisiche  4  (1853),  p  209—231, 
vgl   auch  eine  Anzahl  dort  zitierter  Abhandlungen 

160)  Genoccht,  Paris  C  R  86  (1878),  p  466 — 469  u,  Annali  di  science  mate- 
matiche e  fisiche  1856. 

161)  Imschenetehy,  Petersburger  Abhandlungen  62  (1890),  p.  45—62. 

162)  Hardy,  Jouin.  of  the  Institut  of  Actuanes  24  (1883),  p  95—110. 
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Bisweilen  läßt  man  die  Terme  f(a),  f"'(«),  . . .  fort  und  fügt  anstatt 
dessen  eine  Konstante  G  bei,  z.  B.  Glaisher'^^^.  Von  diesen  beiden 
Formeln  ausgehend  maobt  Legendre'^^)  darauf  aufmerksam,  daß,  falls 
alle  ungeraden  Ableitungen  an  den  IntervaUenden  null  sind,  M  =  N 
fiir  beliebige  Unterteilung  sein  müßte,  während  sich  auch  in  diesem 
Falle  nachweisen  läßt,  daß  die  Genauigkeit  von  M  und  N  mit  n  wächst. 
Der  erste  Ton  Urchinger^^^)  gemachte  Yersuoh,  ein  Restghed  für 
die  Eulersche  Formel  aufzustellen,  der  von  Eytdwein'^^^)  und  Etting- 
Äattsew^")  übernommen  ist,  befriedigt  nach  Malmstm^^^)  wenig,  weil 
JErchinger  von  emer  Differentialgleichung  ausgeht,  die  nnr  für  den 
FaU  konvergenter  Reihen  gilt.  Ausgehend  von  der  Fourierschen  Ent- 
wicklung gibt  Poisson^^^)  als  Restglied  von  (132) 

(136)        B,„^2(-ir-^{£j"'2^ff'^{^)cos"'^<-:-''h. 

und  zeigt,  daß  m  dem  von  Legmd/ire  betrachteten  Falle  B^  =  -B^+i 
ist,  d.  h.  die  Genauigkeit  nur  mit  der  Abnahme  von  ca  wächst. 
JRoafte"'*)  zeigt  mit  Hilfe  dieses  B,  daß,  wenn  f^^(x)  in  dem  be- 
trachteten Gebiet  sein  Zeichen  nicht  ändert,  der  Fehler  immer  kiemer 
als  das  letzte  berechnete  Ghed  ist.    Das  erlaubt   ihm  die  Intervall- 


163)  Olatsher,  Proceedings  of  the  Lond  Math    Soc  4  (1871—78),  p  48—66 

164)  Legendre,  Trait^  des  fonctions  elhptiques  et  des  intägrals  eulönennes 
2,  Pans  1826,  p  572—696. 

166)  Mitgeteilt  naoh  Briefen  von  Eickmger  in:   Sckrader,  Commentatio  d& 
Btunmatione  Benei 

&(&  + d)^(6H-2(?)(&  +  8d)^(&-l-4d)(&  +  5d)^       ' 
Vimanae  1818,  p  57—64. 

166)  Ih/telwetn,  Gxundlehien  der  höheren  Analysis  2,  §  696,  Berlin  1824 

167)  JSttvnghausen,  Yorlesnngen  über   die  höhere  Mathematik  1,   p  429^ 
Wien  1827 

168)  Mahnsten,  Jonm   für  Math   35  (1847),  p  65—82 

169)  Pomon,   Möm.  Inst    Acad   Paris  4  (1828),  p   571—602    Nonv.  BuU. 
des  sc   de  la  Soo.  philom  Pans  1826,  p  161,  162 

170)  Eaabe,  Joum.  für  Math   18  (1888),  p.  76—99 
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große  bei  vorgesclinebenem  Maximalfeliler  abzuschätzen"''*)  Wird  eine 
der  niederen  Ableitungen  an  den  Grenzen  null,  so  müssen  Nullstellen 
der  boheren  Ableitungen  dazwischen  hegen.  Das  Intervall  muß  unter- 
teilt werden,  und  das  zur  Erreichung  derselben  Q-enauigkeit  nötige  ca 
wird  kleiner.  Ferner  untersucht  Raabe,  wie  sich  eiae  Ungenauigkeit 
in  der  Wurzelbestimmung  von  p^{x)  =  0  auf  die  Bestimmung  von 
€0  geltend  macht. 

Aus  der  Poissonschen  Form  des  Restgliedes  kann  man,  wie  es 
z  B   KronecTcer^^^)  und  JPraweZ^'^)  tun,  eine  unter  Benutzung  der  Tay- 
lorschen  Reihe  von  Jacohi^''^)  gegebene  Fonn  des  Restghedes  ableiten 
1 

(136)  B^^  =  —  /  (a^"'+^CM  ^P'^i'^  +  r(D  —  v<a)dv, 

0  r=l 

WO  C„  eng  mit  der  BemouUiB6h.6Ta.  Fuuktion"°)  zusammenhängt.  Dar- 
aus ergibt  sich  als  Abschätzung,  da  C^  von  0  bis  1  sem  Zeichen 
nicht  ändert, 

n 

(137)  E,^  =  (-  l)'"(^)CD«™+^^/-^"'(«  -{-reo-  v'<ü) 

wo  |£|  <  1,  5„  die  entsprechende  Bernoulhache  Zahl,  M  der  Maximal- 
wert von  p"*  und  0<v<  1  ist.^^*)  Mahnstm^^)  und  ffermite"^)  geben 
diesem  Ausdruck,  falls  es  sich  um  em  InteivaU  handelt,  die  Form 

(138)  R,^  =  d'i-  l)-2^,  G(D'-^(f'-^-Hß)  -  r^--\a)\ 

wo  0  <  -ö-  <  1,  und,  faUs  die  2m**  und  2»w  -|-  2'*  Ableitung  im  ganzen 
InteiTaU.  unverändertes,  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben, 

^ 2S'n-i_i 

^  gsm-i       > 

falls  sie  gleiches  Vorzeichen  haben,  C  =  —  1  ist.^'^)  Nach  Schlonnlch  ^") 
und  Scheibner'^''^,  die  aber  von  der  Powson sehen  Form  des  Restghedes 

170^)  Siehe  auch  Mansion,  Ajinales  de  la  Societä  scientifiqüe  de  Brnxelles 
36  A  (1912),  p.  117—19 

171)  Franel,  Math   Ann    47  (1896),  p  433—440 

172)  JacoU,  Jonrn   fui  Math    12  (1834),  p  268—272 
178)  JBemoulH,  Ars  oonjectandi  2,  Kap.  III,  Basel  1713 

174)  S   a  de  la  VälUe-PotisBin,  Couis  d' Analyse,  Pans  et  Louvam 

175)  Henntte,  Joum.  fdr  Math   84  (1878),  p.  64—69 

176)  Scheibner,  Berichte   der  Egl.    Sächsischen  Gesellschaft   der  Wissen- 
acbaften  zu  Leipzig  9  (1867),  p  190—198 

177)  Schlömüch,  Zeitschi-   Math.  Phys   1  (1856),  p.  198—211 
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ausgehen,  Mo/rkoff^'^^)  u.  a  erhält  man  einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck 
auch  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Intervallen,  falls  nur  für  sämt- 
Lche  Intervalle  die  obige  Vorzeichenregel  gilt  Ändert  /*'"•  in  dem 
Gebiete  sein  Zeichen  nicht,  so  kann  man  den  Mittelwertsatz  auch  so 
verwenden,  daß  man  setzt 

(139)  i2a„  =  -C„(v>''»(/"»'"-^(/3)  — /■»"■'(«))        0<v'<l, 
woraus  nach  GJiarUer^''^)  folgt 

(140)  \B,J  ^  a>'"^2^^-(f^--\ß)-r-'\u)), 

d  h.  also  der  Fehler  ist  kiemer  als  der  doppelte  Wert  des  ersten 
vernachlässigten  Q-liedes.  Da  die  Reihen  offc  divergent  sind,  hat  man 
so  also  ein  Mittel,  die  Berechnung  an  der  richtigen  Stelle  abzubrechen 
Scheibner'^''^  erhält  durch  partielle  Integration  einen  ähnlichen  Aus- 
druck, in  dem  aber  /'*'"■•■  *(|)  anstatt  der  Differenz  auftritt.  Zwei 
andere  Formen  des  ßestghedes  finden  sich  bei  Kronecker "°)  Ist 
^P^{a  -\-  reo  —  va3)  im  ganzen  Gebiet  steigend  oder  fallend,  so 
wird 

(141)  B^m  =  -  ^'"'^'G'^^.iy.W-iß)  -  P-{a)), 
wo 

und  0  ^  V(,  ^  1  ist 

Falls  f^^  von  0  bis  v  wächst  und  von  v  bis  1  fäUt   oder  um- 
gekehrt, so  wird 

n  v" 

(142)  J2,,  =  -(-l)'»'^\7'7'"^J?„cD«-  ^rrn-i(^a  +  ra>-vco)    , 

WO  0  ^  1/'  <  4-  <  v"  ^  1  ist    Em  ähnlicher  Ausdruck  findet  sich  bei 
!«i).  ^  "  ^ 

Für  die  Reihe  (133)  gibt  Ostrogradsly^^)  als  Rest 
1 
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(143)   i?,.  =  -(fr"^/x_,^.2[^"(«  +  ^' 

+r"'(«  +  (^ -!)«'  +  ¥)]' 

178)  Marloff,  Differenzeniechntuig,  Petersburg  1891,  deutsch  Leipzig  1896, 
Kap.  IX  und  X 

179)  Charher,  Mechanik  des  Himmels  2,  Leipzig  1907,  p  3—86 

180)  Kronecker,  Vorlesungen  über  Mathematik  1,  bearbeitet  von  Netto, 
Leipzig  1894,  p  180—144. 

181)  Sonine,  Pans  C.  R.  108  (1889),  p.  725—727    Ann  de  Vto.  Nonn  (8)  6 
(1889),  p  257—62. 
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wo 

»n  21     "T        41       "f"         "T"    (2m)i         (2m  +  2)l 

nnd  die  D  sicli  bestimmen  aas 

7)  -1  =  0      7)  4- :?i —  =  0 

Falls  /■*•"  sein  Vorzeichen  niclit  ändert,  folgert  er  daraus 

iJ,„  =  D„(/)-«)(|)>»(|), 

WO  I  ein  Wert  zwischen  a  und  /3  ist. 

Für  komplexe  Werte  untersucht  Darboux'^^)  von  einer  allge- 
meineren Keihe  ausgehend  die  Eulersche  Eeihe  und  findet  als  Rest- 
glied 

(144)     £,„ = (-  i)"'xr  V""(* + »<»), 

wo  yl  eine  Größe  ist,  deren  Modul  kleiner  ist  als  eins    Er  findet  als 
notwendige,  aber  nicht  hmreiohende  Bedingung  für  die  Konvergenz,  daß 

+- 


ff{x)dx 


in  eine  Potenzreihe  entwickelt,  für  aUe  co  konvergieit.  Die  Differential- 
quotienten sind  oft  unbequem  oder  überhaupt  nicht  zu  berechnen; 
Corey^^)  umgeht  dieselben  so,  daß  er  das  Intervall  zuerst  in  1,  dann 
m  2  usw.  gleiche  Teile  teilt,  für  jede  Teilung  die  Eulersche  Formel 
aufstellt  und  aus  diesen  die  ersten  Differentialquotienten  eliminiert. 
Eme  Übertragung  der  Eulerschen  Formel  auf  mehrfache  Inte- 
grale findet  sich  z.  B.  bei  JBellavitis'^^^) 

10.  Pormeln.  der  Differenzenreohnung  (vgl.  auch  I  D  3  (J"  Bau- 
schinger)  Interpolation,  Nr  8  und  IE  (D  Seliwanoff)  Differenzenrech- 
nung, Nr.  7).  Führt  man  in  die  Eulersche  Formel  statt  der  Differen- 
tialquotienten die  entsprechenden  Differenzen  ein,  so  erhält  man  eine 
Formel,   die  wohl  zuerst  Lagrange^^^) ,   später  in  bequemerer  Form 

182)  Ostrograäsky ,  Möm.  de  l'Aoad  des  sciences  de  S*  Pötersbourg  1841, 
p   809—886 

188)  JDcurhowc,  Jonm   de  math   (8)  2  (1876),  p  291—812 

184)  Gorey,  The  American  math   Monthly  18  (1906) 

186)  BellaviUs,  Ann.  Soc  Lomb  Veneto  4  (1884),  p  10—19;  Memorie  dell' 
I.  E.  Istituto  Veneto  di  soienze  lettere  et  arti  6  (1856),  p  91—110 

186)  Lagrcmge,  Memoire  de  l'Acad  de  Berkn  1772 
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z  B   Lcuplace^^'^  gibt. 

(145)  ^Jydx  =  M-^{Ay^-  Ay,)  +  ^  {A\  +  A\) 

0 

oder  wenn  man  nur  Differenzenwerte  benutzen  will,  die  sich  aus  den 
Funktionswerten  y^jy^,  .  -  ,  y^  bilden  lassen, 

(146)  =  Jf  -  i(A2/„_,  -  A^o)  -  ^(A^t/„_,  +  Ayo) 

19  S 

Ableitungen  der  einen  oder  der  andern  Reihe  finden  sich  z.  B.  bei 
Lacrovx^^^),  PonMcoulant^^%  Grmert^^^),  Bienger^^^)  u.  a  Ebenso  läßt 
sieh  die  zweite  Formel  übertragen 

(147)  ^Jydx  =  J^  +  ^  (A2,„_,  -  Ay,)  -  ^  {Ahj^_,  +  A^o) 

_i. 
s 

Die  Koeffizienten  der  beiden  Formeln  gibt  z  B  Glausm^^^)  bis  zum 
zwölften. 

Diese  Formeln  benutzen  Differenzen,  die  in  dem  Differenzenschema 
in  emer  Diagonale  Hegen.  Oft  werden  auch  Formeln  benutzt,  die  in 
einer  Zeile  liegende  Differenzen  verwenden  Für  Hauptwerte  gilt  so, 
wenn  man  die  JBrwwssche  ^^^)  Bezeichnung  benutzt 

a  +  {*  +  ^ia 

(U8)      lJyäx  =  [a  +  s  +  \,-l]-[a-\,-l\ 


a+|w 


;{[«  +  s+-i,  +  3]-[o-|,  +  3]). 


17 
"6760 


187)  Laplace,  Möcanique  cöleste  4  (180ö),  Buch  IV,  Nr  5 

188)  PontScoulcmt,  Thöone  analytique  du  systfeme  du  monde  2,  Pans  1884, 
p    106 

189)  Orunert,  Arch   Math  Phys.  20  (18Ö8),  p  861—418 

190)  Dienger,  Differential-  und  Integralrechnung,  Stuttgart  1857—62,  Bd.  1, 
§  65,  der  3  Auf    1868 

191)  ölausen,  Joum.  föi  Math   6  (1830),  p  287—289. 
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und  für  Zwisolienwerte 

a  +  iu) 
a 

+  ^{[a-f-s,3]-[a,3]}.    ■ 

Das  Restglied  gibt  Nidsen^^^)  in  der  Form 
«-1 

0 

wo  0  ^  O-^  ^  1  ist.  Im  übrigen  sei  auf  Abschnitt  9  yerwiesen.  Qua/rra^^) 
zeigte  neuerdings,  wie  sieb  mittels  der  von  Pecmo^^)  gegebenen  Form 
des  Restgliedes  auch  für  diese  Formeln  der  Fehler  abschätzen  läßt. 

Es  smd  noch  eine  ganze  Reihe  derartiger  Formeln  im  Gebrauch, 
die  man  am  einfachsten  erhält,  wenn  man  von  einer  Interpolations- 
formel,  etwa  der  von  Newton,  Qauß,  JBessel,  Stvrhng  usw.,  ausgeht  und 
integriert.  Ableitungen  finden  sich  z.  B.  bei  Encke^^^),  der  die  For- 
meln bei  GoMß^^)  kennen  gelernt  und  mit  dessen  Erlaubnis  veröffent- 
hcht  hat,  Airy^^%  Terquem  und  Laffon^^^,  Opphölger'^^'^,  Eansen^^^), 
CharUer"^),  Nidsm^^^,  Tmermd^^^,  Watson'^^),  Eadau'^^),  Valen- 
Hner^^^,  Thiele^^^)  u.  a.  Die  Koeffizienten  smd  in  fast  allen  Tafel- 
sammlungen fdr  Astronomie  und  Q-eodäsie  gegeben,  z.  B.  bei  Baii- 
schmger^^),  Oppoleer^^'^. 

Diese  Formeln  verwenden  Differenzen  an  den  Enden  des  Inte- 

192)  Nielsm,  Axkiv  för  Mathematik,  Astr.  und  Fys.  4.  (21),  Stockholm  1908 
198)  Encke,  Berliner  astronomisches  Jahrbuch  1887  und  1862  abgedmckt 

Gesammelte  Ahhandlnngen  1,  p.  21—60  n   61 — 99,  Berlin  1888;  Astaronomische 

Nachrichten  1852,  Nr.  791,  792,  814 

194)  Oauß,  Brief  an  Encke  vom  18  /IG   1884,  Gesammelte  Werke  7,  p.  488 

195)  Atry,  Nantical  almanac  1866,  Anhang 

196)  Terquem  u  Laffon,  Nouvelle  möthode  pour  calculer  les  perturbations 
des  planstes  par  M  Encke,  Nancy  1858 

197)  Opphöleer,  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung  der  Kometen  und  Planeten 
2,  Leipzig  1880 

198)  Sansen,  Abhandlung  der  mathematisch-physikahschen  Klasse  der  Kgl 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  7  (1864). 

199)  Tisserand,  Traitö  de  möcamque  cdleste  1—4,  Paris  1889—1896 

200)  Watson,  Theoretical  astronomy,  Philadelphia  1885,  p.  485—98. 

201)  Badau,  ifitudes  sur  les  formules  d'interpolation ,  Pans  1891,  Teil  IV, 

202)  Välenttner,  Handwörterbuch  der  Astronomie  1—8,  Breslau  1897—99 
208)  Thtele,  Literpolationsrechnung,  Leipzig  1909,  §  10,  11 

204)  Bauschmger,  Tafeln  zur  theoretischen  Astronomie 
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grationsinterralles  Shovdton^^'^  gibt  eine  Fonnel,  die  Differenzen  in 
der  Mitte  verwendet. 

+  wieu 

(160)/,^.  ^  2<„(^[„,  0])  +  E^  ^  + 1|^  (!|!  _!f ) 

—  ma 

0 

+  into 

Diese  Entwicklungen  lassen  ßich  oine  weiteres  auf  mehrfache  Inte- 
grale übertragen,  und  man  erhält  so  für  die  Anfangsglieder  des  Doppel- 
integrales bei  Benutzung  von  m  einer  Zeile  Legenden  Hauptwerten 

a+icu 

Jfax)dx'  =  o,«[(o  + 1,  _  2)  +  i  (o  + »,  0) 

-4(a  +  .,  +  2)  +  5^(a  +  .,+4)     ■]  +  0 

und  bei  Benutzung  von  Zwischenwerten 
«  +  ('+7)'» 

Ähnlich  findet  man  für  dreifache  Integrale  bei  Benutzung  von  Haupt- 
werten 

///'^('')''*' =[("  +  '  + T' -  3)  +  T  (»  +  '  + T' - 1) 

-iÄ«(»+'+i  +  i)+9^(»+'+i+3)  ■]+(>. 

und  von  Zwischen  werten 

a  +  im 

Für  vierfache  Integrale  finden  sich  die  Pormebi  z  B.  bei  BeUaviüs^^^). 
Zur  Feststellung  der  Koeffizienten  dieser  Reihen  finden  sich  rekur- 
rente Beziehungen  bei  Baülaud^^),   die   die  von   Ojpjg'kolger^^'^  und 

206)  Shovelton,  The  Messenger  of  math   88  (1908—09),  p  49—67 
206)  Baülaud,  Pans  C   R   124  (1897),  p  787—89 
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Qruey^^'')  gegebenen  umfassen.  Die  Konstante  wird  im  allgemeinen 
so  bestammt,  daß  die  Integrale  an  irgendeiner  vorgeschriebenen  Stelle 
null  -werden,  was  man  nacb  Bruns  dadurch,  erreicht,  daß  man  m  der 
Smnmenreihe  „das  Anfangsglied  gleich  der  umgekehrten  Verbesserung'' 
macht,  die  man  an  dem  Summenghed  anbringen  muß,  um  das  Inte- 
gral zu  erhalten  S^ömgreen^^^)  zeigt,  wie  die  Konstanten  zu  be- 
stimmen smd,  wenn  die  aufeinanderfolgenden  Integrale  an  dieser 
Stelle  mcht  null  werden,  sondern  einen  bestimmten  endlichen  Wert 
haben  soUen. 

11.  Annähernng  duroli  mehrere  Parabeln  (vgL  auch  I  E  Nr.  7), 
Den  ersten  bewußten  Versuch,  die  Genauigkeit  durch  Unterteilung 
des  Intervalles  zu  vermehren,  macht  wohl  Simpson  ^°^).  Hadau% 
JBug<yew^^°)  u.  a.  zeigen,  daß  bei  Einteilung  m  n  gleiche  Teile  und 
bei  Annäherung  vom  Genauigkeitsgrade  p  —  1  durch  voneinander  un- 
abhängige Parabeln  gleicher  Ordnung  iu  den  n  Teilen  Intervallen 

r+l 


iß{^..+(fi+^f-^^)  ■■ 


wird,  der  Fehler  also  auf  den  n?^""^  Teil  herabgedröckt  wird.  Daß  vom 
Standpunkt  der  Theorie  der  kleinsten  Quadrate  aus  die  Teilung  m 
gleiche  Teile  die  günstigste  ist,  zeigt  JBiermann^''^). 

Über  die  auf  diese  Weise  aufgestellten  zahlreichen  Formeln  findet 
sich  eme  Übersicht  bei  Mansion^^^)  Zur  Fehlerabschätzung  kann 
man  entweder  die  EiUer  Bche  Formel  oder  die  5^a^Zorsche  Reihe  be- 
nutzen Im  folgenden  sind  für  die  bekannteren  Formeln  die  Korrek- 
tionsglieder m  beiden  Formen  angegeben,  und  außerdem  steht  hinter 
jeder  Formel  die  Zahl  der  benutzten  Ordmaten,  um  bessei  den  Wert 
der  Formel  übersehen  zu  konnen.^^^) 

207)  Qruey,  Ann   de  r:fic  norm    6  (1868),  p  161—227 

208)  Sirdijnprreew,  OversightafEgLYetenskap-AoadenuensFörhandlingar  Stok- 
hohn  Nr  4  (1900),  p  448—54 

209)  Simpson,  Mathematioal  dissertations  of  a  vanety  of  physical  and  ana- 
lytical  Bubjects,  London  174S,  p  109—119 

210)  Bugaj&w,  Nacbncliten  der  physik  -math  Gesellschaft  an  der  Kaiserl 
Universität  zu  Kasan  (2)  7  (1897),  p   95-117 

.     211)  Mansion,  Supplement  zu  Mathesis  1  (1881),  (62  Seiten)  und  Ann.  de 
la  BOG.  so  de  Brozelles  5  (1881),  p  231—290. 

212)  Für  schnelle  und  genaue  Messung  der  erforderlichen  Ordmaten  bei 
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1  Die  gebräuchlichste  Formel  —  luid  nach  Krmecker'^^)  ist  diese 
sehr  alte  Methode  trotz  aRer  späteren  Untersuchungen  noch  immer 
die  bequemste  —  ist  die  Trapezformel,  auch  französische  Regel,  da 
sie  'besonders  von  den  französischen  Schiffsbauem  gern  angewandt 
wird^^^)  oder  Regel  von  Borda  oder  Beeout  genannt*").  Sie  nähert 
m  den  einzelnen  TeilmtervaUen  durch  Parabeln  erster  Ordnung  (Gerade) 
an,  die  durch  die  Endpunkte  der  gegebenen  Teilordmaten  gehen 

(151)       I^-'-^^y'-^-''^-  (f  +  l  Ordinaten), 

_    0  _ 

wo  die  Lange  des  gaazen  IntervaUes  nut  ff  bezeichnet  ist;  man  Lest 
aus  der  Formel  (132)  sofort  das  Korrektionsglied  ab. 

1  1  1 


■7^,        ÜL 


12'        *         720'        6  ~         30240 

Nach  der  Tay?or sehen  Reihe  erhalt  man 


^72  flO/U/^° 


2.  Eme  andere  etwas  genaueie  Methode,  die  ebenfalls  in  den 
einzelnen  Intervallen  die  Bogen  durch  eme  Gerade,  nämlich  durch  die 
Tangente  im  Endpunkte  der  Mittelordinate  ersetzt,  rührt  von  Mac 
Launn^^)  her 

(152)  I,  =  ^-f  J;  y,^_,         (1  Ordmaten) 

1 

Das  Korrektionsglied  liest  man  aus  (133)  ab. 

^' — Y  ">  (v)  V  -  y«')  -  8  «*(^ V"  -  yn 


graphisch  gegebeuen  Kurven  sind  mehrfach  Methoden  angegeben,  so  z.  B   von 
Gramberg,    Technische  Messungen  insbesondere   bei  Maschmenuntersuchungeu, 
Berlin  1905,  p  81,  der  eme  parallel  Imiierte  Platte,  oder  von  v.  Sonden,  Prak- 
tische AnalysiB,  Leipzig  1914,  p  88,  der  ein  Meßrädchen  benutzt. 
218)  Z.  B   Bougn&i,  Traitö  du  Navire  .  .  ,  Paris   1746,  p.  212. 

214)  Johow,  Hifsbuch  für  den  Schiffsbau,  Berlin  1902,  p  812 

215)  Mac-Laurin,  Treatise  of  fluxions  2,  Kap  IV,  682,  Edingbourgl742;  vgl. 
auch  Gantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematk  IV,  Leipzig  1908,  p.  735 
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Nach  der  Taylor  sck&a.  Reihe  wird 
^»=T(f)V+^(f)Vo"'+(|^-^)©V.- 

"■    \U4         720/ Vw/  5^0    ••  • 

Zahlreich  sind  die  Versuche,   diese  beiden  Formeln  dadurch  zu 
verbessern,  daß  man  die  Ordinaten  an  den  Enden  des  Intervalles  H 

besonders  berücksichtigt  Einige 
Q  bekanntere  seien  hier  mit  den 
M  Korrektionsghed  nach  Tcvylor 
gegeben. 

3.  Die  bekannteste  Formel 
dieser  Art  ist  von  Toncdet^^^) 
allerdings  ohne  Restglied  ge- 
geben worden  Er  kommt  auf 
^  diese  Formel  durch  Mittelbil- 
duDg  aus  einem  umgeschrie- 
benen Polygon  mit  dem  Inhalte  M  (in  Fig  4  ausgezogen)  und  einem 
eingeschriebenen  mit  dem  Inhalte  m  (gestrichelt)'^') 


Flg.  4. 


(153)      ^3 


M-\-m 
2 


n 


p 

^4  2/2m-l  "T 

Li 


2/0  + yn 
8 


yi+2/n-i 
8 


(y  +  2  Ordinaten) 


Daraus  ergibt  sich,   daß   der  Fehler   kleiner   als  ist,  wenn 

die  Krümmung   ihr  Vorzeichen   mcht   ändert.     Nach  Taylor  ist  das 
Korrektionsglied 

^.=-(S-l)(f)V'-(Ä-f)©V" 

_ /!^  _  ü!  4_  lÜ^  _  IV^^ '«  IV 

\72  16  ~  180         48/ \w^  ^^ 

Diese  Formel  findet  man  vielfach;  sie  wird  z  B.  im  Dictionaire  math. 
appl.  als  besonders  gut  bezeichnet  ^^^). 

4  Eine  Verbesserung  dieser  Formel  geben  fast  gleichzeitig 
P^öJerf*"),  der  von  der  Annäherung  der  Kurvenstücke  durch   zwei 

216)  Die  Formel  -vrarde  von  Toncd^  in  Vorlesung  gegeben,  spWer  von 
Krett  aufgenommen  in  die  Introduction  ä.  la  mdcanique  induatneUe,  2  Aufl , 
Metz  1889,  3  Ausg  Paris  1870,  p  197—201. 

217)  Sonnet,  Traitö  ölömentaire  de  möcanique,  Pans  1851. 

218)  Sonnet,  Dictionaixe  des  mathdmatiqaes  appliqu^es,  Paris  1864  Artikel 
Quadrature 

219)  Pwiert,  Nouv.  Ann.  18  (1864),  p   823—881 


11.  Ajinfthenuig  dtiroh  mehrere  Parabeln.  103 

Kreisbogen,  und  Farmentier^^) ,  der  zunächst  mehr  geftihlmäßig 
später  ^^^)   auf  Grund  der  Darstellung  durch  Parabelbogen   auf  diese 

Formel  kommt. 

~  p 
,.-.s        ,  2M+m_2H    "Cl  ,2/0  +  2/«        2/i  +  2/„-i 

(^104;        1^=         3         —  —    ^Virn-l-r       jg       ~         12 

_    1 

(y  +  2  Ordinaten)  • 

Der  Fehler  ist,  falls  der  zweite  Differentialquotient  sein  Vorzeichen 
nicht  ändert,  absolut  genommen  hier  kleiner  als  j(M — m).  Da  m 
der  Ponceletschen  Formel  die  obere  Fehlergrenze  kleiner  ist  als  in 
der  Formel  von  Piobert-Parmentier,  gibt  man  gelegentlich  der  ersteren 
den  Vorzug'")  Daß  letztere  im  allgemeinen  besser  annähert,  zeigt 
das  Korrektionsghed,  wie  es  z.  B   Ghevüliet^^^)  gibt. 

Die  Formel,  die  auf  Grund  falscher  Voraussetzung  gelegentlich  ange- 
griffen wurde ''^),  findet  sich  vielfach  z.  B.  bei  «Tbnwi*"),  H(wnack^^% 
FrancTce'^^),  Marttnenq^^'')  usw. 

5  Zwei  weitere  KorrektionsgUeder  bringt  Dttpaiw^^^,  der  von 
der  Ta^/Zö»"  sehen  Reihe  ausgeht,  zum  Verschwinden 

(156)  /. = ^  '%„.. + „-^e»  +/•  -  ^' +1'-) 

(y  +  2  Ordinaten) 

220)  Parmentier,  Mömonales  de  Tofficier  du  g6me  1864,  p  290  ff ;  Noav. 
Aim    14  (1856),  p  870—84 

221)  Parmentier,  Nouv  Ann  (2)  16  (1876),  p  241—251;  Ann  des  ponts  et 
chauBs^es  11  (1876),  p  631—82 

222)  Chevilhet,  Pana  C   R   80  (1876),  p  823—26. 

223)  Nouv  Ann  16  (1867),  p.  11—12  Antwort  v  ParmerUter  auf  den  fol- 
genden Seiten. 

224)  Jortm,  n  Pohtecmco  41  (1898),  p  432—86. 

226)  Hamack,  Civilingenieur  28  (1882),  p  267—70.  (Bericht  über  die  Arbeit 
von  Mansion) 

226)  Francke,  Zeitachr  des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu  Hannover 
21  (1876),  p  1^7 — 184.  Hier  findet  sich  auch  eine  Formel  von  etwa  gleicher  Ge- 
nauigkeit, die  zwei  Ordinaten  außerhalb  des  Integrationsmtervalles  benutzt. 

227)  Marhnenq,  Aide  memoire  du  constructeur  des  navires,  Paocis  1891,  p  62. 

228)  Dupatn,  Nouv.  ann   17  (1868),  p  288—96. 
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6.  Später  gibt  Farmentier^^^)  eine  Formel,  die  ungefähr  dieselbe 
Genauigkeit  hat'^^), 

(156)  i6=^  ^ysm-i+yC^o+yJ— y(yi+yn-i)+^(y9+y„-3) 

(y  +  4  Ordinatenj 


u    1 


'       \360         lapo     \n)^\120  24/^0    \n) 


7.  Eine  ahnliohe  Formel  findet  sich  bei  Francke  allerdings  ohne 
Restglied.3^«) 

~   p 

(157) 2,=^  ^yir^.i+^iyo+yn)—j{yi+y„-i)+^iys+y„-z) 
_  1 

(y  +  2  Ordinaten) 


H\s 


8  Während  die  bisher  angeführten  Formeln  von  der  Mac-Lan' 
nw  sehen  Formel  ausgehen,  also  m  der  Hauptsache  nur  Ordinaten  mit 
ungeradem  Index  benutzen,  sind  die  nun  folgenden  Formeln  im  An- 
schluß an  die  Trapezregel  aufgestellt  Ähnlich  wie  die  PonceletBche 
Formel  aus  der  Mac  iaitnw  sehen  abgeleitet  ist,  kann  man  aus  der 
Trapeziegel  die  sog.  verbesserte  Trapezregel  herleiten  ^^*) 


(168) 


8 


■^8  =  ^1  2y^rn  —  -jiyo  +  yj  + 

L  0 

f  Y  +  1  OrdiEatenj 

^s=-(ä+{)(?)Vo"-(^+i).o"'(fr- 

9   In  Analogie  zur  Formel  6   hat  Parmmiier^^^)  an  der  Trapez- 
regel dieselbe  Verbesserung  vorgenommen 

p 

2y2m—j(.yo+yn)-^j{yi+yn-i)—i2^2+y»-2) 


(159)  1«=^ 


L    0 


(y  +  3  Ordinaten) 

^3=-(^"-|>0-(f/-(^'-ä>.^(f) 


fi"\6 


229)  Parmentier,  Association  firanfaise  pour  ravancement  des  scionces  Session 
Gxenoble  1882 
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10.  Als  Analogie  zur  Difpoiw sehen  Formel  6   gibt  Mcmsion^^) 


(160)  /„  =  ?^   iV>»  -"'  +  ""  +^f"  ^/"-'- 

j^o  +  2/«    2/s  +  y»- 

8                    6 

(|-  +  3  Ordmaten) 

^          /n«        5lM    ,       2m    \/-ff\'*,,iv 
■^lO  — \^36          180  ~'"8(«  +  l)A«/  ^° 

,     /«'         61w'    ,     w 

"       \fE\\.Y 

') 


'     \72  860      '     8         8(w  +  l)/\w/^o 

11.  Schließhcli  sind  noch  Formeln  aufgestellt;  die  das  auf  den 
Ordinaten  y^  und  y„_g  durch  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  ab- 
geschnittene Stück  Tg  und  Tj,_j  von  der  X-Achse  aus  gerechnet  be- 
nutzen; so  die  als  Poissonacke  Regel  bezeichnete  Formel,  die  man 
gewöhnhch  in  der  Form  schreibt  *^*)^^^) 

(161U„  =  ^2'3,.„-*'  +  *'"  +^(tga,-tg«jj  (|  +  30rdmateu) 

12.  Eine  Verbesserung  dieser  Formel  findet  sich  bei  Mavmon^^'^) 
p 


(162)      I,,  =  !^  ^^-y,^  _  ^  (2,„  +  y^)  +  ^  (F,  +  r„_,) 

2  -|-  3  Ordinatenj 


^ 


5r\8 


^i2  =  £-S'o'^(f)'+^2/o^(f) 


13  Eine  der  ältesten  und  wichtigsten  von  aUen  in  dieser  Nummer 
angeführten  Formeln  ist  die  von  Simpson^^^),  die  m  den  einzelnen 
Intervallen  durch  Paiabeln  zweitei  Ordnung  annaheit 

(163)  I,,='^[2^y,^+^^y,^_,-iy,+  yS\  (w  + 1  Ordmaten) 

0  0 

Sie  findet  sich  in  zahlreichen  Arbeiten  besonders  bei  Schiffsbauem, 
wie  de  Ghapmann^^),  Woolley^^),  Ranlcme^^)  usw  dann  auch,  z  B 
bei  Stem^^^),  der  sie  auf  Grund  einer  Exhaustionsmethode,  bei  Wttt- 

280)  Mansion,  Mathesis  7  (1837),  p  77—84. 

231)  Mansion,  Matheais  1  (1881),  p  17—22,  83—36. 

282)  Manswn,Ajia  delaBOcietäscientifiquedeBruxelles  8B(1884),  p.  11 — 24 
Bencht  daruber  von  Le  Paige,  daselbst  8A  (1884),  p.  51—52 

238)  Steen,  Nouv.  ann  (20)  10  (1871),  p  801—804  und  Zeuthen  Tidsskr  (3) 
1  (1870),  p   90. 
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stem*^),  der  sie  durch  Betraelituiig  flacher  Kreisbogen  ableitet,  ferner 
bei  Cousinery^*^),  Lacroix^^^),  HmeV^^),  KubiM,^^^  Peano^^'^,  Km- 
kelin^^^),  Jimg^^),  Shaxby^^^)  u  a  Gelegentlich  wurde  Über  den  Wert 
der  Formel  gestritten**®)  So  zeigt  Oroth^^)  an  einem  Beispiel,  daß 
das  verschiedene  Gewicht  der  geraden  und  ungeraden  Ordmaten  ein 
Nachteil  ist:  daran  knüpft  sich  eine  Erörterung  zwischen  Jadama^^), 
CroUi^*'^),  Ba/rddli,  Pecmo^)  und  Maggi^^).  In  der  Tat  kann  ja  auch, 
wenn  die  Eurve  im  Integrationsintervall  bald  konvex,  bald  konkav 
gegen  die  Z-Achse  ist,  unter  Umständen  die  Trapezregel  oder  die 
Mac  iaMnwsche  Formel  einen  genaueren  Wert  geben. 

Mehrfach  wird  versucht,  die  nur  für  eine  gerade  Anzahl  von 
Intervallen  geltende  Formel  auf  eme  ungerade  Zahl  zu  übertragen,  so 
fügt  Jfansio«*")  für  das  überzählige  Intervall  zwischen  y^_^  "^^^Vn  hinzu 
j|A  ( — y„_2  4-  8y„_j  +  5yJ,  eine  Formel,  die  gelegentlich  als  Fünf- 
Acht-Regel  bezeichnet  wird^^)  Von  y„  ausgehend,  fügt  er  eine  analoge 
Formel  für  das  Intervall  y^  bis  y^  bei  und  bildet  dann  das  Mittel.  F&r- 
rodil^^'^)  setzt  für  das  überzählige  Intervall  y^, y^osiTi  (i^o+  ^Vi  +  f  ^i)> 
wo  Fl  das  von  der  Tangente  im  Endpunkte  von  y^  auf  y^  abgeschnit- 
tene Stüclc  ist,  gerechnet  von  der  Z-Achse  aus. 

Das  Korrektionsglied  nach  der  To^Zö/schen  Reihe  ist 

jr ,  =  _  -^  (E\\tv  __  :^  (M]%Y_,  (Jtl Vl\  (3i\Yi 

"  180Vw/^0  860  [nj'^o         \io80       1512/ U/ ^o    •    ' 

und  nach  der  ^Zerschen  Forme],  wie  es  z.  B.  Fontene  gibt 

_   ■^» — xlö(D'(^-^n+iHs(^V:r- !/?)•• 

234)  Wtttstem,  Axch  Math  Phys  89  (1862),  p.  12—18  Genaueres  darüber 
findet  Bioh  bei  Vahlen,  Konstruktionen  n.  Approximationen,  Leipzig  1911,  p.  195 — 96 

286)  Ooustnery,  Le  oalcul  par  le  trait,  Pana  1840,  p  84—86 

2.B6)  Kubihek,  Programm  d  k  t  böhm.  Qymn.  Budweis  1897  (22  Seiten) 

287)  Peano,  Applioationi  geometrique  del  caloolo  infinitesimale,  p  206. 
238)  JiMig,  Öasopis  pro  pestovani  Mathematiky  a  fysiky  85  (1906),  p  28 — 32. 
289)  Shaxly,  Lond  Eoy   Soc   Proo  A   82  (1909),  p  881-835 

240)  Z  B  Fmcham,  History  of  Naval  Architecture  1861  (Introduction  p.  14) 
und  Woolley,  Transactions  of  the  Institution  of  Naval  Architects  1  (1860),  p  16, 17 

241)  Grott%,  n  Politecnico  88  (1885),  p  193—207. 

242)  Jadama,  11  Pohteonico  41  (1898),  p  854—861. 
248)  Crottt,  n  Pohteonico  41  (1898),  p  861—862 

244)  Jadansa,  Bardelli,  Peano,  Bivista  di  matematica  8  (1893),  p  15 — 18 

245)  JUaggi,  Bivista  di  matematica  8  (1898),  p  60—61. 

246)  Ranhne,  Watts,  Bumes,  Na^pter,  Shipbmlding,  theoretical  and  prac- 
tica!, London  1866,  Teil  I,  Kap  11.  Johow,  Hilfsbuch  fOr  den  Schiffsbau,  Berlin 
1902,  p  311,  312 

247)  P&n'odü,  Annales  des  ponis  et  chaussöes  1885,  p  122—128 
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Gibt  man  nur  das  erste  Glied  dieser  Korrektion,  wie  z.  B  Che- 
vilhet^^)  an,  so  muß  man,  um  em  wirkliches  Maß  für  den  Fehler  zu 
haben,  hinzufügen,  daß  das  Zeichen  von  f^  (x)  sich  m  dem  Gebiet  nicht 
ändern  darf.  Des  öffcem  wird  darauf  hingewiesen,  daß  das  Korrektions- 
glied  erst  mit  y^  beginnt,  so  von  Catalan*''),  Petit-Bozs^^),  Laquibre 
und  F^eon^^^),  Dupam^^),  Ligows'ki^'°^)  u  a.  Eine  andere  Foi-m  für 
das  Korrektionsghed  gibt  Schlomilch^^^)  -^h^  Q  (f" (ß)  —  f'\oi)) ,  wo 
—  4^9^  +  1,  falls /"^  sein  Zeichen  nicht  ändert.  Nach  Socevar^^*-) 
kann  man  das  durch  Addition  von  ex*  verhindern,  so  daß  dann 
das  Intervall  nicht  geteilt  zu  werden  braucht.  Die  von  Mansion^^) 
gegebene  Korrektion  ■§-()D( —  •!•  <  P  <  +  1)?  "^o  D  die  Differenz 
zwischen  um-  und  eingeschriebenem  Polygon  ist,  hat  den  Nach- 
teil, daß  sie  die  Simpson3(ih.e  Regel  mit  der  Trapezmethode  usw  auf 
eine  Stufe  steUt.  Wieclce^^)  fügt  als  Korrektur  für  ein  Intervall 
JE  =  —  jr  A^f/o  hinzu,  wo  A^t/g  aus  den  Werten  /"(flJo),  flx^  +  y)  iisw 
zu  berechnen  ist  Diese  Formel  fordert  also  außer  den  n  -\-  1  Or- 
dinaten  der  SimpsonBolOieii  Regel  noch  weitere  n  Ordmaten 

Nach  Socevar'^^)  läßt  sich  das  vermeiden,  wenn  man 

E=-  ^(2 A*2^o  +  ^%    ■  •  AV„_,  +  2 A*2/„- J 

setzt,  was  zwar  ungenauer  ist,  wo  aber  nur  die  Ordinaten  der  Simpson- 
schen  Regel  verwandt  werden.    Ein  ähnliches  Korrektionsghed  gibt 

In  dem  Falle,  wo  die  Begrenzungskurve  parallel  zur  T^Achse 
wird,  versagt  natürlich  die  Regel  Für  dies  Intervall  nähert  man 
nicht  durch  eine  Parabel,  sondern  nach  Hocevar'^)  und  Lodges  durch 
eine  Kurve  y  =  a  -\-  hx^  +  cx^+^,  wo  man  etwa  A  =  -^  setzt  Ahn- 
hch  schlagt  JEdwo/rds^'°^)  vor,  hier  durch  y  =  a-\-hx  -\'  cYx  anzu- 
nähern Peht-Bots^^'')  will  durch  eine  Hyperbel  m  dem  betreffenden 
Intervall  annähern,  deren  eine  Achse  parallel  zur  y-Achse  ist 

Auf  Annäherung  durch  Parabeln  zweiter  Ordnung  beruht  auch 
die  von  Lambert^^)  gegebene  Formel  (n  =  3^) 

248)  Ohevilhet,  Paris    C.  R   78  (1874),  p  1841—1848 

249)  Fetit-JBois,  Mömoirea  de  la  sociötö  Royal  de  Liöge  (2)  18  (1895). 

250)  Lagmcre  et  Fin^on,  Nouv   ann   17  (1858),  p  6 — 6 
261)  Bwpain,  Nouv   ann.  17  (1868),  p  207—208 

252)  Ltgomki,  Arch   Math   Phys   65  (1878),  p  219—221 

253)  Schlömüch,  Kompendium  der  höheren  Analjais  1,   §  82,  p  876—881 

254)  JSoäevar,  Wiener  Ber   90  (1884),  p  908—922 

256)  WiecJce,  Zeitschr   deutsch  Ingenieure  28  (1879),  p  83—89. 

256)  Edwards,  The  Messenger  of  Mathematicß  (2)  84  (1904),  p  121—126 

267)  Petit-Bots,  Mathesis  5  (1886),  p  5—7,  27—31 
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p-i  p~i 

0  0 

Den  Fehler  gibt  z.  B.  Bueengeiger^^)  für  ein  Intervall  (p  =  1)  an 

^    86      31^0     ~     186      41^0 

14.  Oatalan^^)  sucht  die  iS'm|>Söwsche  Formel  dadurch  zu  ver- 
bessern, daß  er  von  den  durch  die  Endpunkte  dreier  aufeinander- 
folgender Ordmaten  gehenden  Parabeln  immer  nur  die  erste  Hälfte 
benützt  Nur  bei  den  letzten  beiden  Teilen  benützt  er  die  ganze 
Parabel  Führt  man  das  von  beiden  Seiten  aus  durch  und  nimmt  das 
arithmetische  Mittel,  so  erhält  man^^^) 

\    ^i4  =  -f[22/-y(^o  +  2/n)  +  i(2/i  +  2/„-i)— ^(2/a  +  «/„-9)] 
(164)  \  (w  +  1  Ordinaten). 

.1*  V720       Ujy^   \n)        \1U0       W\nJ^o--' 

15.  Subtrahiert  man  von  dem  Zweifachen  der  CatoZawschen 
Formel  die  Simpsonsohe,  so  erhält  man  eme  von  Parmentier^^^)  ge- 
gebene Formel,  bei  der  das  Gewicht  der  Ordinaten  gerade  umgekehrt 
ist  wie  bei  der  SimpsonaGhea, 

p  p 

0  1 

(165).  +{y,-i-yn-x)-T(y^+yn-2)] 

(n-\-l  Ordinaten). 

•     18~~       \860       12J^o   \n)        1,720       Zi/^oKn) 

16  Ähnlichkeit  mit  der  CatoZaMSchen  Formel  hat  eine  schon  von 
Mac  Launn^^^)  mit  KorrektionsgHed  nach  Euler  gegebene  Formel ^'^) 


f  j    _         nH        r^         TO+ly,+ 
■^18       (M— l)(w+l)L^^  n         2 


(w  -{-  ]  Ordinaten). 

■^18—        720 UM^«  ^0  )  ^    S02i0  \n)  K^n      yo) 

<  720\n/  ^0         1440\w/  yo  '" 

258)  Gatalan,  Nouv  ann.  10  (1861),  p  412—415 

269)  Laeroix,  Trait^  des  diff^rences  et  des  s^nes  1800 

260)  Mac-Laurm,  Treatise  of  fluxionB  2,  Edinbourg  1742,  p.  848 
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17.  Ist  n  =  Bp,  so  kann  man  in  den  p  Teilmtervallen  durcli 
Parabeln  dritter  Ordnung  annähern  *^)  Man  erhält  so  eine  Formel,  die 
gewöhnlich  als  Newtonache,  zweite  Formel  von  Simjpson  oder  als  Drei- 
Acht-Regel  ^^)  bezeichnet  wird 

p  p — 1  ^—1 

(167)  J„  =  If [2^2/8.  +  ^^ysm+i  +  ^2y.m^,-{yo+  yS\ 

0  0  0 

(»  +  1  Ordmaten). 

Der  Fehler   ist   von   derselben   Größenordnung  wie   bei   den  letzten 
Formeln 

^"=-^(f)'K'-<')+8l6(f)V-^^--- 

18.  Durch  Parab^  vierter  Ordnung  («  ==  4p)  nähert  in  den  ein- 
zelnen Teilintervallen  eine  Formel  an,  die  auf  VtUa/rceau'^^)  oäei  JBoole'*'^) 

und  Moidfon  zurückgeführt  wird. 

p  p-i  jj-i 

^is=^:£'^^y4^+^^2yAm+i+^2y^m+^. 

0  0  0 

p-l 
(w  -f-  1  Ordinaten). 


94.6\n)  ^0  945 Vw/  ^^ 


,vn 
0 


19.  Etwa  dieselbe   Genauigkeit  hat  die  sogenannte  Fonnel  von 
Weddle^^^),  die  z  B.  Boole^^^),  Mansion^^^),  Sheppard^^^)  usw.  geben. 
p  p—i  p—i  p—i 

^10=iö:{_^^yam+^^y6m  +  l+^y6m  +  2  +  ^^y6m  +  3 
0  0  0  0 

p-1  p-1 

+  y^yiim  +  4.  +  5^y6m  +  6  — (yo  +  ^j] 
(169)^  0  0 

(n-\-  1  Ordinaten). 


840\w/  ^0  1680\w/  ^0 


,vu 


261)  Boöle,  Q-nmdlehieii  der  endlichen  Differenzen-  nnd  Snmmenrechnung, 
Deutsch  von  Schnute,  Braunschweig  1867,  p.  88—43 
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20.  Sheppard^^^)  gibt  noch  eine  große  Zahl  weiterer  Näherungs- 
fonnelnS"«*),  die  er  aus  dem  Ausdruck  j^P^+^^^  +  ^'A  a^jj^itet, 
WO  Pf  2,  r  bestimmte  Zahlen  sind,  die  so  gewählt  werden,  daß  mög- 
lichst viele  GUieder  der  ^Zerschen  Formel  richtig  dai  gestellt  werden, 
und  wo  J-i,  jäg,  J-g .  .  die  Trapez-  oder  Mac  iaMnwschen  Formeln  für 
die  Intervallbreite  h,  2h,  3Ä  .  sind;  ähnlich  verfahrt  Beclcer^^^)  Mit 
Einführung  der  Zentraldifferenzen *^®)  gibt  dann  JBuchanan^^'')  unter 
Benützung  einer  Interpolationsformel  von  JEverät^^)  andere  Ausdrücke 
für  die  Fehlerglieder 

Während  die  bisher  angefuhi-ten  Formeln  äquidistante  Ordinaten 
benützen,  hat  man**^)  auch  wohl  die  öaM^sche  Formel,  z  B.  für 
n  =  2,  auf  mehrere  Intervalle  übertragen.  Badau^^^)  uberti'ägt  die 
TschehyscheffsGloß  Formel  für  4  Ordinaten  auf  mehrere  Intervallen.  Da 
die  Abszissen  dieser  Formeln  sehr  wenig  von- 0,1,  0,4,  0,6,  0,9  ver- 
schieden smd,  wählt  er  die  Ordinaten  für  diese  Abszissenwerte  und 
setzt  die  Koeffizienten  gleich  |§  bzw.  |§.    Er  findet 

(^''^)      ^^  ^^(2/o,x  +  2/o,4+2/o,6+  2/0.9) 

'  180n^  U/o,4-rS'o,6      2/0,1       2/0,9;      16000«* 

Die  in  dieser  Nummer  angegebenen  Formeln  setzen  voraus,  daß 
die  einzelnen  Ordinaten  exakt  gegeben  sind  Ist  das  nicht  der  Fall, 
sondern  hat  jede  emen  bestimmten  wahrscheinlichen  Fehler,  so  kann 
eine  hier  als  schlechteie  Annäherung  erscheinende  Formel  bessere 
Resultate  liefern,  je  nachdem  der  Beobachtungsfehler  oder  der  Rech- 
nungsfehler größeren  Einfluß  hat.*^**)  Insbesondere  werden  in  diesem 
Falle  die  unter  1)  und  2)  gegebenen  Formeln  gute  Annäherungen 
geben. 

262)  Weddhf  Cambridge  andDubhn  mathematicalJoumal  9  (1854),  p  79,  80 

263)  Sheppard,  Proc.  of  the  Lond  math    soc   32  (1900),  p.  258—277. 

264)  S  a  ie  Brun,  Le  gönie  civil  11  (1887),  p  340  Lavibert  II  "),  Klügel^*% 
Bueengeiger^'^)  eto 

265)  Becker,  Philosophical  Magazine  (6)  22  (1911),  p  342—358  Amer  J  of 
BCience  81,  p.  117—126. 

266)  Sheppard,  Proc  of  the  Lond  math.  soc  31  (1899),  p.  449—488; 
Everett,  Quart  Jonrn.  of  math  81  (1900),  p.  357—876;  Hansen,  Abhandlungen 
d  kgl.  sachBiBchen  GeBeUschaffc  der  Wissenachaften  11  (1865),  p  505—583 

267)  Buchanan,  Proo   of  Royal  Soc.  of  Lond   34  (1902),  p  885—345 

268)  Everett,  Joum   of  the  Institute  of  Actaaries  35,  p.  462 

269)  Badau,  Journ   de  math   (8)  6  (1880),  §  23. 

270)  JDarwvn,  The  Messenger  of  Math  (2)  6  1877,  p  134— -136;  Repoit  of 
the  British  Association  for  the  Advancement  of  Science  1876,  p  13 
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Schließlich  sei  noch  erwähnt,  daß  es  für  die  Durchführung  von 
Rechnungen  mit  obigen  Formeln  von  der  größten  Wichtigkeit  ist 
die  Rechnung  praktisch  m  Tabellen  anzuordnen.  Beispiele  für  eine 
praktische  Anordnung  finden  sich  z  B.  bei  Memfield^^)  und  besonders 
in  der  schiffsbautechmschen  Literatur.^'^) 

13.  Methoden  der  graphlsolien  Qufidratur  (vgl.  II  A  2  {A  Voss) 
Differential-  und  Integrahrechnung,  Nr.  61).  a)  Allgemeines.  Bei  der 
gi-aphischen  Quadratur  handelt  es  sich  darum  zu  einer  gegebenen 
Kurve  y  =  f(x)  (sog.  Differentialkurve)  durch  zeichneiische  Methoden 
die  Integralkurve 

a 

ZU  finden.  Die  Einheiten,  m  denen  Abszisse  und  Ordinate  gemessen 
sind,  werden  im  allgemeinen  unabhängig  voneinander  gewählt,  d.  h. 
bei  der  Integralkurve  ist  die  Differenz  zweier  Ordinaten  multipbziert 
mit  einer  konstanten  Strecke,  der  sog.  Integrationsbasis,  dem  Inhalte 
des  Flächenstückes  gleich,  das  von  der  Differentialkui-ve,  den  korre- 
spondierenden Ordinaten  und  der  Abszissenachse  eingeschlossen  wird; 
die  Neigung  der  Tangente  der  Integralkurve  ist  daher  der  korre- 
spondierenden Ordinate  der  DifPerentialkurve  propoi-tional 

Die  Konstruktion  der  Integralkurve  umgeht  die  sog.  Methode  von 
A  Wiener '^^),  die  die  zu  mtegrierende  y-Kurve  stückweise  durch  eine 
^-Kurve  ersetzt,  so  daß  yAx  =  0A8  wird,  d  h.  die  Ordmate  der  y-Kurve 

271)  Z  B  Transactions  of  the  Institution  of  Naval  Architeots  11,  p.  168; 
"V,  p  9,  VI,  p  51  etc 

272)  Der  Zusammenhang  von  Differential-  und  Integralkurven  findet  sich 
eingehend  m  einem  Aufsatz  von  Leibniz  in  den  Acta  Erudita  1693  (Wiederge- 
geben in  Ostwalda  Klassikern  Nr  162,  S  24—34)  Ob  abei  Leibntz  die  gra- 
phische Integration  durch  kleinste  Elemente  schon  verwandt  hat,  wie  Massatt 
meint  {Metssau  Appendace  du  Memoire  sur  Tintögiation  graphique  et  ses  appli- 
cations,  Paris  1890,  Note  XI),  scheint  uns  zweifelhaft  Verwendet  wurde  die 
Integralkurve  von  Bossm  in  seinen  Vorlesungen  an  der  ificole  d'apphoation 
du  Qöme  maritime  in  Fans,  wie  sie  überhaupt  im  Schiffsbau  viel  benutzt  wird; 
vgl  auch  die  Literaturangaben  bei  Massau  in  der  oben  zitierten  Arbeit,  wie  auch 
bei  BtUerh  im  Anhang  zur  deutschen  Ausgabe  von  Abdank-Abakanow%tz.  Die 
Integraphen.  Leipzig  1889  Abgesehen  von  den  im  folgenden  zitierten  Arbeiten,  sind 
von  Arbeiten  über  die  Integralkurven  noch  zu  erwähnen 

Louts  Straszewuiz  La  courbe  mtögiale  etc  Thöse  presentöe  ä  la  facultä  des 
sciences  de  l'universitö  de  Genöve  Impiimene  Charles  Sohuchardt  Genöve  1884. 
Tetner,  L'mtögration  graphique  Anhang  zu  Kap.  XII  in  der  französischen  Über- 
setzung von  Favaro,  Le9ons  de  statique  graphique  2,  Paris  188ß,  p  3ö7. 

273)  Oesterreicher,  Zeitschrift  deutscher  Ingenieure  44  (1900),  p  166—66 

Bnoyklop   d   mafh.  WiBBeiuoh.    n  3  8 
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wird  Subnormale  der  ^-Kurve.  Der  Inhalt  iat  dann  gleicli  dem  halben 
Quadrat  der  Endordinate  vermindert  um  das  halbe  Quadrat  der  An- 
fangaordinate  (Fig.  5).  Dabei  konstruiert  man  die  transformierte  Kurve 

durch  Kreisbogen,  wie  das  Fig  5 
im  einzelnen  zeigt.  Anwendungen 
der  Methode  gibt  TFemer^^*) 
Auch  GfeapeZ*")  umgeht  die  ge- 
wöhnliche Konstruktion  der  Inte- 
gralkurve;  er  konstruiert  mit 
Hülfe  emer  ausgeschnittenen 
dME'  ^"•^•^'^6  y  =  ^(p)  eine  Kurve,  die 
bestimmt  ist  durch  —  =  ■■>.,  ..  • 

Stellen  die  Strecken  x,  y,  z 

gemessen  in  den  Einheiten  a,  Z»,  c 

-Äv-Ärlv.    die  Größen  X  Y.  Z  dar,  und  ist 

CDS 

j^ig  5  y   die   Ordinate   der  Ausgangs- 

kurve, 0  die  der  Integralkurve, 
beide  auf  dieselben  recht-  oder  schiefwinkligen  Koordmaten  bezogen, 
so  ist 
ri71^  —  =  Y    also     ^—  JL  —  l- 


wo  A  als  jjntegrationsbasis"  bezeichnet  wiid^'^^)  Zur  graphischen  Auf- 
findung der  Integralkurve  kann  die  gegebene  Kurve  durch  eine  Stufen- 
kurve ersetzt  werden,  deren  einzelne  Stücke  parallel  den  Achsen  sind, 
und  die  bis  zu  bestimmten  Ordmaten  denselben  Inhalt  wie  die  Aus- 
gangskurve hat  Diese  kann  dann  durch  einen  Zug  aueinanderscliließender 
Q-eradeustücke  mtegnert  werden,  deren  Neigung  und  Länge  bekannt 
ist  Die  Stufenkurve  kann  auf  zwei  Arten  bestimmt  werden,  je  nach- 
dem man  die  IntegralkuiTen  durch  ein  Sehnen-  oder  ein  Tangenten- 
polygon annähern  wiH 

Im  ersten  Falle  teilt  man  durch  passend  gewählte  Ordinaten  im 
Abstände  A^x  die  Differentialkurve  in  eine  Anzahl  von  Teile  und 
ersetzt  jeden  Teil  durch  em  inhaltsgleiches  Rechteck,  so  daß 


(172) 


'»^-/¥  = 


X 


«1-« 


274)  Werner,  Zeitschnft  deutscher  Ingenieure  21  (1877),  p  865—71 

275)  Chapel,  Revue  d'Artillerie  84  (1889),  p.  880—43 

276)  Über  Maßhestimmungen  siehe  auch.  Eudolf,  Zeitachiift  für  Elektro- 
technik und  Maschinenbau  1909,  p.  154  £F 
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ist,  wo  y^  als  „mittlere  Ordinate"  bezeichnet  -wird  (Fig.  6).  In  den 
Teilpunkten  sind  die  Ordinaten  des  integrierenden  Polygons  und  der 
Integralkurve  gleich,  so  daß  man  em  Sehnenpolygon  erhält.  In  diesem 
Falle  smd  also  die  von  Ausgangskurven  und  Stnfenkurven  emge- 
schlossenen  krummLnigen  Dreiecke,  die  denselben  Parallelen  zur 
X-Achse  anliegen,  gleich  zu  machen. 

Macht   man   dagegen   die  derselben  Parallelen  zur  T- Achse  an- 
liegenden Dreiecke  gleich,  d.  h.  ersetzt  man  jedes  der  Flächenstüoke 


P' 


^u 


Ihn 


/ 


7 


-^ 


Jx 


Fig  6 


Hl  \ 


"1 


Flg   7 


duich  zwei  ParaUelogiamme,  deren  eine  Seite  gleich  je  einer  der  Endr 
ordinaten  des  Flächenstückes  ist,  so  daß 


(173) 


A-ef  =  L.8^  -\-  Az^ 


ist  —  die  Abszisse  a;„_i  +  ^^«,i  =  ^«j  ^^  ^^«,i  ^^^  o^®^  °^*  ^*i 
bezeichnete  Größe  im  w**°  Intervall  ist,  wird  als  „mittlere  Abszisse" 
(Fig.  7)  bezeichnet  — ,  so  haben  m  den  Teilungsordmaten  das  Inte- 
grationspolygon und  die  Integralkurve  gleiche  Ordmaten  und  gleiche 
Neigungen,  so  daß  man  zur  Bestimmung  der  Integralkurve  em  Tan- 
gentenpolygon nebst  den  Berührungspunkten  erhält "')  Im  allgemeinen 
ist  daher  die  letzte  Methode  vorzuziehen.  Zur  graphischen  Durch- 
führung dei  Konstruktion  benutzt  man  ein  Richthmenbüschel  mit  dem 
Träger  P  Einzelheiten  gehen  aus  den  Figuren  8  (mittlere  Ordmaten) 
und  9  (mittlere  Abszissen)  hervor  Hat  man  beliebig  verschlungene 
Kurven  zu  mtegiieien,  so  hat  man  nur  daiauf  zu  achten,  daß  die 
Integration  im  Sinne  der  Umfahrung  auf  der  Kurve  fortschi-eitet.  Der 
Bequenüichkeit  wegen  emgeschaltete  Kurvenstücke  müssen  dabei  durch 
entgegengesetztes  Darüber-hin-mtegrieren  herausfallen. 

277)  Manswn,  Mathesis  2  (1882),  Anhang  p  6—8,  Lishfevme ,  Ann   de  la 
Bociötö  scientifique  de  BruxelleB  B  6  (1881—82),  p  242—46 

8* 
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Die  bei  der  Quadratur  auftretende  Konstaute  bestimmt  sich  dar 
durch,  daß  man  einen  Punkt  der  Integralkurve  gibt  Einer  der  Teilungs- 
ordmaten  erteilt  man  dieselbe  Abszisse,   die  dieser  Punkt  hat;   von 


1^1,^!, ^ ,yi i%;  _,  ,V 

X 

Fig  9 


X 


ihm  aus  wird  dann  das  Integrationspolygon  nach  rechts  und  nach 
links  gezeichnet.  Durch  Yei Schiebung  der  X-Achse  kann  man  das 
Integral  um  jede  beliebige  Konstante,  die  den  der  Verschiebung  ent- 
gegengesetzt gleichen  Betrag  hat,  verändern 
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b)  Besbvmmwng  der  mittleren  Ordinaten  und  Ähszissen.  Um  die 
Ansgangskiirve  exakter  dm'ch  eine  Stufenkurve  ersetzen  zu  können, 
kann  man  die  emzelnen  Kurvenbogen  durcb  Parabelbogen  passender 
Ordnung  ersetzen  und  für  diese  die  exakten  mittleren  Abszissen  oder 
Ordmaten  konstruieren 

Es  kommen  da  m  der  Hauptsache  die  im  vorigen  Paragraphen 
angeführten  Formeln  m  Betracht.  Aus  den  dort  gegebenen  Korrektions- 
gliedern  ist  auch  der  Grad  der  hier  erreichten  Genamgkeit  zu  ent- 
nehmen 

1)  Überträgt  man  die  Trapezregel;  so  ist  die  mittlere  Abszisse 
gleich  dem  Mittelwert  der  Endabszissen,  die  mittlere  Ordmate  gleich 
dem  Mittelvrert  der  Endordinaten  des  TeilmtervaJles  Die  recht  häufig 
verwandte  Methode  findet  sich  iu  der  einen  oder  m  der  anderen  Form 
bei  Jfossaw^™),  Sohn^''^),  AMa/nk-ÄhaltanowicB^^  NeMs^^),  GoUignon^^^, 
Memfield^^^)  etc 

2)  Nehls  überträgt  die  Methode  von  Mac-Laitnn^^^)  ins  Graphische, 
eiue  Methode,  die  auch  Baldermann^^^)  verwendet  Dieselbe  Methode 
verwendet  Saviotti^^^)  bei  der  Bestimmung  der  sog  Integralpunkt- 
reihen *^)  zur  Ermittlung  der  mittleren  Abszissen. 

Eine  obere  Grenze  für  den  Fehler  der  so  gewonnenen  Näherung 
erhält  man,  falls  die  Krummungsmittelpunkte  stets  auf  derselben 
Seite  der  gegebenen  Kurve  liegen  nach  Massau^''^)  folgendermaßen.  In 
Flg.  10  gibt  das  Sehnenpolygon  Ä^G^JE^G^  einen  zu  großen,  das  I'an- 
gentenpolygon  A^tB^G^E^rG^  einen  zu  kleinen  Wert  für  das  Integral. 

278)  Bericht  über  Massau^  Vortrag  im  Bulletin  mensuel  de  l'ABBOciation  des 
Ingenieurs  sortis  de  l'ificole  de  Gand,  ddcembre  1877,  weiter  ausgeführt  m 
J  Masbau  Mömoire  sur  rintögration  graphique  et  ses  apphcations  Buch  I  u  II 
erschienen  Bruxelles  1878,  m  Annales  de  1' Association  des  Ingenieurs  sortis  de 
ri^cole  de  Gand,  das  ganze  als  Eztrait  de  la  Hevue  universelle  des  Mines  etc 
t  XVI  1884,  Pans-Lifege  1885     Hier  kommt  m  Betiacht  Kap  III,  §  1 

279)  Soltn,  Über  graphische  Integration  Em  Beitrag  zur  Anthmographie, 
Abhandlungen  der  k  böhm  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  6  Folge,  Bd.  6, 
Prag  1872 

280)  Äbdanh-Äbäkanowite ,  Die  Integraphen  und  ihre  Anwendung,  Original 
1886,  erweitert  deutsch  Leipzig  1889 

281)  Nehls,  Über  graphische  Integration  und  ihre  Anwendung  m  der  gra- 
phischen Statik     1  Aufl  ,  Leipzig  1877.    2  Aufl ,  Leipzig  1882 

282)  Memfield,  Philosophical  Magazme  (4)  35  (1868),  p  420—23. 

288)  SavioUi,  Giomale  del  Gerne  civüe  XX,  Rom  1882  und  Eevue  universelle 
des  mmes  etc   (2)  XUT,  1883 

284)  Die  Integralpunktreihen  SavioUi^  sind  bestimmt  durch  die  Schnittpunkte 
der  Tangenten  der  Integralkurven  mit  emer  zur  Integrationsbasis  senkrechten 
Geraden  vgl  B%Uerh,  Anhang  I  zu  Äbäank^^")    Integraphen 
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eme  obere  Grenze 


Nimmt  man  als  Wert  ^^i+^«^«,  so  ist  39r-G-r(^, 
für  den  Fehler 

3)  Ersetzt  man  den  Bogen  dnrcL.  eme  Parabel  zweiter  Ordnung 
(Annäherung    wie    bei    der  Ä*mpsowsclien   Regel)    und    geboren    als 


Flg.  10 


Koordinaten    der 
X  +  /:iXj  !/g,  so  ist 
(174) 


Jx 


enen    Kurve    zusammen    x,  y^]  x  -{-  -    ,  y^\ 


9,    =2/0  +  42/1+^ 
Um.  Q 


Graphisch  konstruiert  man  den  Punkt,  indem  man  die  Strecke,  die 
auf  der  Ordinate  in  der  Mitte  des  InteivaUes  von  Sehne  und  Bogen 
ausgeschnitten  wird,  in  drei  Teile  teilt;  dei  nach  dem  Bogen  zu  gelegene 

Teilpunkt  gibt  «/„"*)  (E'ig  H)  Genau  so  findet 
man,  wenn  man  die  Abszissen  mit  den  Or- 
dinaten  vertauscht,  die  mittlere  Abszisse.  Die 
Achse  der  approximierenden  Parabel  liegt 
dann  parallel  zar  Abszissenachse;  von  der 
Mitte  aus  gerechnet  ist  nach  Goldßiher^^^) 
der  Wert  der  mittleren  Abszisse 

^      ^  3         2/,-yo         ' 

Pj„^  11  eine  Formel,  die  natiülich  auch  für  Parabeln 

3  Ordnung  richtig  ist.  Ist  es  angebrachtei, 
durch  eine  Parabel  mit  Achse  parallel  der  Ordmateiiachse  zu  appro- 
ximieren, so  konstruiert  man  zunächst  die  mittleie  Ordinate,  zieht  durch 
ihren  Endpunkt  eine  Parallele  zur  Sehne  des  Bogens  und  duich  den 
Mittelpunkt  der  Sehne  des  Bogens  eine  Parallele  zur  X-Achse  Der 
Schnittpunkt  beider  ist  der  Endpunkt  der  mittleren  Abszisse  ^^)  (Fig.  12), 
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Diese  Methode  wird  am  meisten  verwq,ndt,  so  von  Massau^^^), 
Solm^^'),  Nehls^^^),  GoUignon^^^),  Bunge^^^),  Ficlcmng^^).  Um  eine 
Konstruktion  zu  erhalten,  bei  der  alle  Ordinaten  in  gleicher  Weise 
berdcksiohtigt  werden,  schlagen  Mernfidd  nnd  i^MsseZ^")  vor,  jeden 
Ordmatenendpunkt  mit  dem  übernächsten  zu  verbinden,  das  auf  der 
nächsten  Ordinate  abgeschnittene  Stück  zwischen  Sehne  und  Eurve  m 
sechs  gleiche  Teile  zu  teilen  und  auf  die  durch  die  der  Kurve  zu- 
nachstgelegenen  Teilpunkte  begrenzten  Ordinaten  die  Trapezregel  an- 
zuwenden Schwierigkeiten  entstehen  da  natürlich  bei  den  Grenz- 
ordinaten  Collignon^^^)  gibt  eine  Methode,  die  mittleren  Ordinaten  der 
Teilgebiete  sukzessive  zusammenzusetzen  und  so  die  mittlere  Ordinate 
des  Gesamtgebietes  zu  finden.  Er  verbindet  die  Endpunkte  der  mitt- 
leren Ordmaten  zweier  an  einander  stoßenden  Gebiete  und  trägt  die 


Fig  12 

auf  dieser  Geraden  gemessene  Stiecke  vom  Endpunkt  der  einen  Ordinate 
bis  zur  Trennungslinie  vom  Endpunkt  der  andern  aus  auf  der  Verbin- 
dungsLnie  ab.   Der  so  gefundene  Punkt  ist  der  Endpunkt  der  mittleren 

286)  Ltsleferme,  Annales  de  la  Sociötö  acientifiqne  de  Bruxelles,  B  6  (1881—82), 
p  242—46 

286)  Massau^''^,  Buch  I,  Kap  III,  §  8;  Bttterh,  Anhang  I  zu  Äbdank,  Die 
Integiaphen;  Willers,  Z  f  Math  u  Phys.  56,  1907 

287)  Solm,  Beitrag  zur  graphischen  Integration  Sitzungsbenchte  der  Egl. 
böhmischen  GeseUechaffc  der  Wissenschaften,  März  1879 

288)  Collignon,  Annales  des  ponts  et  chaussdea  XIII  (1887),  p  9—80  und 
Bulletin  de  la  sociötö  mathömatique  de  Frances  XV  (1886/87),  p  145/46 

289)  Bunge,  Graphical  methods  A  courae  of  lectures  delivered  in  Columbia 
Umversity,  New  York  1912 

290)  Pickering,  Proceedings  of  the  american  Aoademy  of  arts  and  soiences 
(2)  n  (1876),  p  79—81  Die  Kurve  dient  hier  allerdings  nui  dazu,  aus  den  nicht 
£Lqmdistanten  Ordinaten  äquidistante  zu  gewinnen 

291)  Memfield,  Transactiona  of  the  Institution  of  Naval  Arohitects  6  (1865), 
p  61 — 68;  JRiissel,  The  modern  system  of  naval  architeoture,  London  p  117—147 
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Ordinate  des  ganzen  Gebietes  Die  Methode  ist  natürlich  nnabhängig 
von  der  Bestimmung  der  mittleren  Ordinate. 

4)  Ersetzt  man  durch  eine  Parabel  dritter  Ordnung  und  gehören  die 

Koordmatenpaare  {x^y^);  (x-\-~,  y^]  (a;  + -^-,  ^/s);  (^  +  Aa;,i/8) 
zusammen,  so  ist 

(176)  y_^  =  y'+^y^\>y^+y-. 

Zur  graphischen  Konstiniktion  verbindet  man  die  Endpunkte  von  y^y^ 
und  y^y^  durch  Seimen  und  teilt  die  Strecke,  welche  diese  auf  der 
Ordinate  in  der  Mitte  abschneiden,  m  vier  gleiche  Teüe.  Der  nach 
dem  Bogeo  zu  gelegene  Teilpunkt  gibt  die  mittlere  Ordinate"^). 
(Fig  13) 

Durch  Vertauschung  der  Ordinaten  und  Abszissen  findet  man 
wieder  die  nuttlere  Abszisse 

5)  Approximation  der  Kurven  durch  Parabeln  höherer  Ordnung 
gibt  in  dieser  Art  keine  einfachen  Konstruktionen*™) 

6)  Während  obige  Methoden,  die  Übertragungen  der  von  Gates  an- 
gegebenen Formeln  ins  Graphische  sind,  die  Mmdestzahl  der  Ordmaten 
benutzen,  schlägt  ^eMs^^^)  vor  zur  Erreichung  emer  größeren  Emfach- 
heit  der  Konstruktion  auf  Kosten  der  möglichen  Genauigkeit  mehr 
Oidinaten  einzuführen.  So  erhält  er  z.  B  eine  Übertragung  der  sog 
WeddleB(i}im  Formel  ^«a) 

7)  Nelils^*^^)  schlägt  weiter  die  Benutzung  nicht  äquidistanter  Or- 
dmaten vor  Insbesondere  übertragt  er  eine  der  m  Abschnitt  6  b 
besprochenen  FormeP*^)  für  w  =  4     Wenn 

{x  +  dx,  y^) 
zusammengehören,  und  man  dann 

(1")  y.  =  ''^'^-p-''^''' 

setzt,  so  ist  der  Fehler  von  siebenter  Ordnung;  bis  auf  Glieder  höherer 
Ordnung  ist  etwa 

F  =  _  f{yr)  (a,)  f^^^!  0,00047619 

8)  Die  Benutzung  der  Taugenten  im  Endpunkt  ^^*)  ist  besonders  dann 
vorteilhaft,  wenn  es  sich  um  Konstruktion  eines  zweiten  oder  höheren 
Integrals  handelt.  Hat  man  eine  Parabel  zweiter  Ordnung,  so  schneiden 
sich  die  Tangenten  auf  der  Ordinate  in  der  Mitte  des  IntervaUes     Die 

292)  Co^ismery,  La  calcul  par  le  trait  Pans  1840,  p  66—88 
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Strecke  zwischen  diesem  Punkt  und  dem  Sclmittpunkt  der  Sehne  ist 
m  drei  gleiche  Teile  zu  teilen,  der  nach  der  Sehne  zu  liegende  Teil- 
punkt gibt  nach  bekannten  Parabelsatzen  die  mittlere  Ordinate  (Fig  14). 
Eine  ganz  ähnhebe  Konstruktion  gibt  Lamhert^^^),  der  den  dem  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  zu  gelegenen  Teilpunkt  mit  Ä  und  B  verbiadet 
(Flg.  14)  und  so  die  Kurve  durch  zwei  Trapeze  ersetzt.  Man  kann 
auch  benutzen,  daß  in  Fig  15  -g-  •  aA  -\-^tT  -\-  ^IJB  gleich  dem 
Inhalt   des  krummlinigen  Trapezes  ist  ^''^) 


Fig   14 


Fig  15 


9)  Bei  Approximation  daich  eme  Parabel  dritter  Ordnung  halbiert 
man  die  Strecke,  welche  die  Tangenten  im  Endpunkte  auf  der  Ordi- 
nate m  der  Mitte  ausschneiden,  und  verfährt  weiter  wie  oben,  mdem 
man  diesen  Punkt  fttr  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  setzt. ^^^)  (Fig.  16.) 

10)  Nehls^^^)  gibt  noch  zwei  andere 
Konstruktionen,  die  bestimmt  sind  durch  die 
beiden  ersten  Q-lieder  der  Eider-Mac Laur%rh 
sehen  Formel,  wie  sie  in  (132)  und  (133) 
gegeben  ist 

11)  Einen  Satz,  der  zu  noch  genauerer 
Konstruktion  der  mittleren  Ordmate  dienen 
kann,  gibt  Bcmr^^),  allerdmgs  etwas  an- 
ders, an.  Hat  man  die  Tangente  in  den 
Endpunkten  des  Bogens  imd  bezeichnet 
auf  der  Ordinate  in  der  Mitte  gemessen 
den  Abstand  zwischen  dem  Halbierungspunkt  ihrer  Schnittpunkte  mit 
dieser  Ordma+e  und  dem  der  Sehne  mit  H  und  ferner  auf  derselben 


Fig  16. 


293)  Lambert,  Beiträge  zum  Gebrauch  der  Mathematik  und  der  Anwendungen 
m,  Berlin  1772,  p.  66—66 

294)  Baur,  Zeitschr  Math  Phys  12  (1867),  p.  865;   vgl.  dazu  Vahlm,  Kon- 
struktionen und  Approximationen,  Leipzig  1911,  p  198. 
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Ordinate  gemessen  den  Abstand  Sehne-Bogeu  mit  h,  so  ist  der  Inhalt 
des  von  Sehne  und  Bogen  begrenzten  Flächenstückes  bis  auf  Glieder 
sechster  Ordnung 

(178)  F=^^^^^^'Ax. 

Ähnlich  findet  Goldeiher^^^)  für  die  mittlere  Abszisse  eines  Parabel- 
bogens  vierter  oder  fünfter  Ordnung 

A  _  Ö/a'-  2/o')  -ö^  +  8(2/o  +  2/,  —  ^Vi) 

(179)  <^=Tr  ir  ^  ; 

WO  d  von  der  Mitte  aus  gerechnet  ist 

Eine  graphische  Fehlerabschatmng  für  eine  Reihe  der  m  diesem 
und  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Methoden  gibt  Mansion^^^) 
Aus  Figur  4  folgt  unmittelbar,  daß  das  Flächenstuck  zwischen  einer 
nach  der  ic-Achse  konkaven  Kurve  und  dieser  Achse  ein  Mittel  ist 
zwischen  dem  Sehnenpolygon  für  gleiche  Sehnenprojektionen  und  dem- 
selben nach  Substitution  der  zweiten  und  vorletzten  Ordinate  für  die 
erste  und  letzte.  Also  läßt  sich  der  Fehler  mittels  der  beiden  End- 
dreiecke oder  des  Rechtecks  AB  CD  abschätzen  Mansion  findet 
folgende  obere  Fehlergrenzen  für  die  Formeln  von  Poncelet  <i^hd, 
Farmentier  <.^hd,  Dv^am  <■§•  7id,  Trapegformel  <.hd,  Simpson  <C^hü, 
Caüdlan  <.^hd,  Manston  <i-hd  Ähnliche  Methoden  dei  Fehleiab- 
schätzung  sollen  sich  nach  Merrifielda^^)  Angaben  bei  Woolhoiise  und 
Ledert  finden  ^^'') 

c)  Eingeichnung  der  Integralkurve.  Will  man  die  Integralkurven 
als  Parabelbogen  zweiter  Ordnung  in  das  Tangentenpolygou  ein- 
zeichnen, so  kann  man  leicht  weitere  Tangenten  und  Beiühmngs- 
punkte  nach  dem  Satz  konstruieren:  Eine  beliebige  Tangente  der 
Parabel  teilt  die  Stücke  zweier  festen  Tangenten  zwischen  ihrem 
Scheitelpunkt  und  den  Berührungspunkten  in  umgekehi'tem  Verhältnis 
Dieses  ist  ferner  gleich  demjenigen,  in  dem  der  vom  Berührungs- 
punkt der  dritten  Tangente  ausgehende  Durchmesser  die  Beiiihrungs- 
sehne  der  festen  Tangenten  teilt  *^^)    Die  Anordnung  der  Konstruktion 


295)  Goldzilier,   Proceedings   of  the   Edinburgh  Mathematical  Society    30 
(1911/12),  p.  49—53 

296)  Manston,  Pans  C  R  96  (1882),  p  384—86  (Mathesis  I) 

297)  Woolhou^se,  AsBiuance  Magazine  11  (1866),  p  308,  Ledert,  Gönie  cuil 
8  (1885),  p  680 

298)  Z  B  Schilling,  Darstellende  Geometrie,  autographiertes  Yorlesungsheft, 
Danzig  1910.  d'Ocagne    Genie  civil  9,  1886 
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zeigt  Fig.  17   —  Hat  die  Kurve  einen  Wendepunkt,  so  approximiert 

AT 
man  durch,  eine  Parabel  dritter  Ordnung,  wo  OD  =  -g-   ist,   -wenn 

BD  =  BT  ist  (Fig  18)  Für  die  Kon- 
struktion der  Krümmungsradien  der  Inte- 
gralkurren  gibt  Nehls^^^)  eiae  etwas  um- 
ständliche  Konstruktion.     Eine   einfachere 


Fig   17 


Fig  18 


Konstruktion,   die  zugleich  den  Krümmungsmittelpunkt  gibt,   findet 
sich  bei  d'Ocagne.'^^)    Der  Krümmungsradius  ist  nämlich 


(180) 


B 


B'tgd'  = 


(1  +   g'^^^  (1  +  a'»)4^  ^  (1  +  ,'^fi    y_ 

b"  y'  z'         y' 

y 


cos*0  sm0' 


wo  6  der  Neigungswmkel   der  Integraifcui  ye,   ö*  der  der  gegebenen 
Kurve  ist     Die  Konstruktion  zeigt  Fig  19. 

d)  Erweiterungen  und  Erganeungen.^^^) 

a)  Bemehung  der  Kurven  auf  beliebige  Linien  Wül  man  die 
Integralkurven  auf  andere  Achsen  beziehen,  so  macht  eme  Parallel- 
yerschiebung  nichts  aus*,  eine  Drehung  fordert  eine  gleiche  Drehung 
des  Richtlinienbüschels 

Ist  die  AuBgangskurve  auf  eine  Kurve  bezogen,  d.  h.  sind  ihre 
Oidinaten  nicht  von  der  X-Achse,  sondern  von  einer  beliebig  ge- 
gebenen Kurve  aus  abgetragen,  so  ist  die  Richtung  der  integrierenden 
Tangenten  so  zu  bestimmen,  daß  man  die  Punkte  der  Ausgangskurve 
auf  die  !F"-Achse,  die  der  Bezugskurve  auf  eine  Parallele  zur  Z-Achse 
im  Abstände  A  überträgt  Die  Verbmdungsgeraden  entsprechender 
Punkte  der  Y-Achse  und  der  Parallelen  geben  die  Tangentenrichtungen 


299)  d'Ocagne,  Nouv  Ann   de  Math.  (8)  7  (1888),  p   438—42 
Anhang  II  zu  Ähdanh,  Die  Integraphen 

300)  Massau"%  Bnch  I,  Kap  VI 
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der  Integralkiirve.    Die  Quadratur  durcli  mittlere  Ordinaten  ist  un- 
mittelbar einleuclitend,  die  durcli  mittlere  Abszissen  zeigt  Fig  20. 


Soll  die  Integialkurve  auf  eine  Kurve  bezogen  werden,  so  ver- 
Bcb-iebt  sich,  der  Pol  wieder  auf  einer  Parallelen  zur  ÜT-Aclise  im  Ab- 
stände X,  und  zwar  bestimmt  er  sieb  durcb  die  Parallele  durch  0  zur 
Tangente  in  dem  betreffenden  Punkte  der  Bezugskurve 

ß)  Änderung  der  Integrationsbasis  ^°°)     Die  Integrationsbasis   ist 

A  =  — ;  weiden  beide  Kurven  mit  demselben  Maßstab  &  =  c  gemessen, 
so  ist  X  =  a.    Ist  A  =  — ,  so  wird  die  Integralkurve  w-fach  überhöht. 

A  findet  man  durch  Rechnung  oder  Konstruktion  der  vierten  Pro- 
portionalen. Für  die  praktische  Durchführung  zeichnet  man  die  Inte- 
gralkurve  zunächst  probeweise  so  ein,  daß  sie  den  zur  Verfügung 
stehenden  Raum  ungefähr  ausfüUt.  Danach  bestimmt  sich  angenähert  c. 
Für  die  wirkliche  Durchführung  wählt  man  für  c  eme  ganze  Zahl  m. 
der  Nahe  des  so  bestimmten  Wertes  Multiplikation  des  Integrals 
mit  einer  Konstanten  7c  macht  sich  in  entgegengesetzter  Änderung 
des  Maßstabes  c'=-^  oder  der  Basis  geltend    Hat  man  ein  Integial 

Jf'fi-f%dx  zu  bilden  und  liegt  f^f^  gezeichnet  vor,  so  empfiehlt 
es  sich  bisweilen,  eine  der  Kurven  mit  variabler  Basis  zu  integrieren, 
die   sich  mit  Hilfe  der  andern  Kurven  bestimmt  "°^)     d^Ocagne  zeigt 

das  im  einzelnen  an  fyyidx^^^)  und  Nehls^^^)  an  1^  dx,  wenn  (p{x) 
und  iIj(x)  gezeichnet  vorliegen 

301)  Massau  "*),  Buch  V,  Eap  I,  §  3 

802)  d'Ocagne,  Calcul  graphique  et  Nomographie  37,  Pans  1908 

308)  Nelils^")  zeigt,  daß  mit  Hilfe  seiner  Methoden  nur  eine  Überemstiin- 
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y)  Trcmsformaüonen     Was  die  TranBfomiation  des  Richtlimen- 

büacliels""')  betrifFfc,  so  sind  von  der  allg  durch  y  =  '^-ttä  bestimmten 

projektiven  Transformation  zwei  von  Bedeutung  Erstens  die,  durch 
welche  der  Pol  von  ( —  A,  0)  nach  (aX,  h)  verschoben  wird;  aus 
y  ==  ff{x)  dx  entsteht  dann 

y  =  -^  Jim  -h)dx-^l^-\y  +  \x  +  h. 

h  /ih 

Die    Affinitätsachse    dieser   Transformation   ist  y  ==  7-; —  x  4-  rn — 

^        l-\-  a      '    i.-\-  a 

Sie   ist  parallel   der   Richtung  der  Polverschiebung.    Entsprechende 

Seimen,  Tangenten  usw.  der  beiden  Eurven  sehneiden  sich  also  auf  dieser 

Geraden.     Zweitens  ist  die  Transformation  wichtig,  die  bestimmt  ist 

durch  y  =^  —    Man  braucht  dann  nur  durch  die  Orthogonalstrahlen 

des  ßichtlinienbüschels  zu  integrieren.  Die  mittleren  Ordinaten  und 
Abszissen  lassen  sich  dabei  nicht,  wie  es  gelegentbch  versucht  ist,^^) 
durch  eine  einfache  Konstruktion  übertragen 

8)  Benutmng  einer  ungleichmäßigen  Skala  auf  der  Ähse^ssenac}lse 
Hat  man  das  Integral 

Jf(x)(p'{x)dx 

zu  bilden,  so  ist  es  oft  vorteilhaft,  f(x)  durch  Parallelverschiebung 
der  Ordinaten  als  Funktion  von  g){x)  zu  zeichnen  und  dann 

ffix)d{(pix)) 

zu  bilden  ^°*)    Angewandt  wird  dies  z  B.  von  Ru/nge^^)  zur  Bestimmung 

der  Integiale  J/"(a;)  coh (ax)dx  und  //"(a;)  amaxdx,  die  m  dem  Koeffi- 


mung  bis  zum  zweiten  Gliede  der  Taylorschen  Reihe  zu  erreichen  ist,  so  daß 
Integrationsmethoden,  die  dieses  auch  geben,  hier  ausreichen. 

304)  Vgl.  z  B  JtfaasoM"«),  Buch  IV,  Kap.  I,  §  2  auch  CoUtgnon-  Methode 
göometnque  d'övaluation  de  certames  integrales  doubles  1874  Zahlreiche  andeie 
Methoden  sind  zur  angenäherten  Berechnung  derartiger  Integrale  ausgebildet 
worden,  die  insbesondere  zur  Berechnung  der  Founerkoeffizienten  dienen  (vgl 
HA  9  a,  IIA2  Nr  60)  Von  neueren  Arbeiten  seien  hier  erwähnt  Fichelmayer  und 
SchutJca,  Elektiotechmsche  Zeitschrift  1913,  p  129  ff  ,  Mevrer,  Elektrotechnische 
Zeitschrift  1913,  p  121ff ,  v  Sanden.  Archiv  für  Blektioteohnik  1  (1913),  p  42—46; 
2  (1914),  p  898-- 94;  Slaby,  Archiv  far  Elektrotechnik  2  (1914),  p  19—21  und 
Zeitschrifli  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  58  (1914),  p  1348 — 49 

305)  Bunge,  Vorlesungen  über  graphische  Methoden   Ausarbeitung  im  math 
Lesezimmer  in  ööttingen  und*^^. 
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zienten  der  FourieracheB.  Reihen  anffcreten     Ist 

q>{x)  =  fix)  +  /•(-  X),     i^(x)  =  f(x)  -  f{-  X\ 
SO  gilt  fiir  gerade  ß 

n 

1 

^i*  =  +  ^  J  t^^C^)  +  <P{^  —  x)\d{^mßx)j 

0 

n 
T 

&/*  =  —  ^ J  [i> ix)  —  V (ä  —  a;)]  d{Qo&ßx) 

0 

und  für  ungerade  ß 

n 
T 

'*/*=+  ^ J  ^^^^^  —  (p(7t  —  x)]d(Bmßx), 


^/*  =  ~  ^ J  f^ W  +  t^C«  —  a:)] rf(cos /3a!) 

0 

Man  zeiclinet  die  Kurven  f(x)  auf  durchsiclitigeB  Millimeterpapier  und 
bildet  durch  Zusammenfalten  obige  "Werte  Durch  entsprechende 
Parallelverschiebung  der  Ordinaten  überträgt  man  diese  Kurven  auf 
die  ungleichmäßige  Abszissenskala  sin  ßx  bzw  cos  ßx.  Man  könnte 
auch  die  Kurven  mit  äquidistanten  Ordinaten  auf  einen  Zylinder  vom 
Umfang  -j-  aufwickeln  und  dann  einfach  parallel  projizieren  und 
findet  durch  einfache  Integration  dieser  zwischen  —  1  und  -|-  1  hin- 
und  herlaufenden  Kurven  obige  Integrale.^^) 

Hat  die   zu  integrierende  Kurve  vi  x  ==  a  eine  Unendlich keits- 

w-l 

stelle ^°')  derart,   daß  {x  —  a)"  f{x  —  a)  endhch  bleibt,  so  trägt  man 

die  Kurven  w^'^fiw^)  zur  Abszisse  w  =  {x  —  a)"'  auf;  dann  ist 

\  (181)        F(x)  =ff{x)dx  =  mff(iv^)w'^-^dw  =  Fiw"*) . 

Die  auf  eine  ungleichmäßige  Skala  für  x  bezogene  Integralkurve  läßt 

sich  leicht  auf  eine  gleichmäßige  Skala  übertragen     Bei  diesen  Me- 

j  thoden  läßt  sich  gelegentlich  eine  von  Nehls^^)  gegebene  Konstruktion 

jj  806)  Perry,  The  Electrician  85  (1896),  p  285/86     Phil  Mag  (5)  40  (1895), 

ji  p  506—11;  Natnre  52  (1895),  p.  664. 

1  '^  307)  Wtllers,  Über  die  Steighöhe  von  Drachen,  Zeitschr  Math  Phya  57  (1909), 

i  p  168—73 

808)  NehlSf   Über   den  ^«w?e;  sehen  Polarplammetei   nnd  über  graphisch- 


f    , 
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verwenden,  aus  einzelnen  Kurven  f^,  f^  . .     die  Kurven 

graplnsch.  zu  finden 

fi)  Integrationskonstanten.^''^)  Bei  emfaclier  Integration  kann  man 
der  Konstanten  durch  Parallelverscliiebmig  der  Achsen  jeden  beliebigen 
Wert  geben.  Bei  w- fachen  Integralen  hat  man  die  Integralkurve  auf 
irgendeine  Parabel  (n  —  1)  Ordnung  zu  beziehen  Vorgegebene  Inte- 
grationskonstanten geben  w  Bedingungen  für  diese  Parabel  und  be- 
stimmen sie  dadurch.  Wie  derartige  Parabeln  graphisch  zu  kon- 
struieren sind,  zeigt  Massau  m  dem  oft  zitierten  Buch  und  noch 
aUgemeiner  im  Anhang  dazu.^**^) 

£;)  Die  oben  ausemander  gesetzten  Methoden  hat  Wasteels^^^)  auf 
Polarkoordinaten  übertragen,  wobei  sowohl  r  wie  (p  unabhängige  Va- 
riable sein  kann.  Er  gibt  Methoden  an,  die  mittere  Anomalie  und 
den  mittleren  Fahrstrahl  zu  finden.  Diese  Methoden  können  nach 
Memfidd^^)  bei  der  Inhaltsberechnung  von  Spantenrissen  usw.  ge- 
legentlich von  Nutzen  sein  Planimeter  für  in  Polai-koordinaten  ge- 
zeichnete Kurven  wurden  übrigens  von  Fnce^^%  Pascal^")  und  Giuir- 
ducci^^^)  angegeben. 

rf)  Obige  Methoden  smd  nur  für  reeUe  Variable  anwendbar  Für 
die  Funktion  einer  komplexen  Variablen  8  =  x  -}-  ly,  die  durch  zwei 
Scharen  von  Kurven  u  und  v  dargestellt  ist,  erhält  man  das  Integral 

Z=  X-{-iY=  jf{e)  '  ds  durch  Zerlegen  in   den  reellen  und  ima- 

0 

ginären  Teil^^^) 

^=J'^y=^{^)dx-Jv,^,J,y)dy,  Y=jv^^,ix)dx  -\-J u,=,ß)dy. 

0  0  0  0 

Unter  Umstanden  kann  es  allerdings  vorteilhafter  sein,  Polaikoordinaten 

mechaniBches   Integneren   im   allgememen     Ergänzter  Separatabdruck  aus   dem 
Zivihngenieur  XX,  Leipzig  1874. 

809)  Massau""),  Buchll,  Kap  4  und  Appendice  au  mömoire  bui  Tintegration 
graphique  et  eea  apphcations  (Note  I),  Pans  1890. 

810)  Wasteels,  Handelingen  von  het  elfde  vlaamack  Natuur  en  GeneeskTindig 
Oongres  (1908),  p.  56—68 

811)  JPi'tce,  The  electncian  36  (1896/6),  p.  78/74 

312)  Guarducci,  Memone  della  R  Accademia  delle  science  dell'  letituto 
dl  Bologna  (6)  8  (1911),  p  297—300 

318)  D  Külam,  Über  graphische  Integration  von  Funktionen  einer  konaplexen 
Vaiiablen  mit  speziellen  Anwendungen,  Dissertation  Göttingen  1912 
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ZU  benutzen.    In  jedem  Falle  erhält  man  die  Funktion  ^  =  I  f{d)  da 

0 

dargestellt  dorcli  zwei  Kurvenscliaren  X  und  T. 

e)  Einige  Anwendungen  der  graphudien  Quadratur.^^^) 

a)  Momente  ebener  Flachen.   Nach  GoUignon^^)  wird  das  Moment 

w**'  Ordnung 

/(^-|)«y(|)Äg 
u 

in  bezug  auf  eine  Parallele  zur  F- Achse  so  bestimmt,  daß  man  die 
Segneraahe  TrajiBformation^^^)  wmal  anwendet  und  dann  eine  einfache 
Integration  ausführt.  Der  Nachteil  dabei  ist,  daß  man  die  Operation 
für  jede  Bezugsgerade  von  neuem  duichfdhren  muß"^''). 

Massau^^^)  benutzt  die  Tatsache,  daß  sich  das  Moment  «*"'  Ord- 
nung bezogen  auf  die  Endordinate 

X 

0 

durch  die  Ordmate  i/^^j  des  Integrals  (n  -\-  1)""  Ordnung  ausdrückt 

«      =^  -I-  P 

iS^B  +  l         ^1  ~  ■'■n> 

wo  P„  eine  Paiabel  n^^  Ordnung  ist,  die  im  Anfangspunkt  mit  der 
(m  +  1)**°  Integralkurre,  eine  wfache  Benihrung  hat  Hat  man  das 
Moment  tt*"  Ordnung  in  bezug  auf  die  Endordniate  einer  von  zwei 
KuiTen  eingeschlossenen  Fläche  zu  nehmen,  so  ist  dies  durch  das  auf 
der  Endordinate  von  den  beiden  Integralkurven  (w  +  1)'"  Ordnung 
abgeschnittene  Stück  bestimmt,  faUs  die  Integralkuiven  gleicher  Ord- 
nung von  demselben  Punkt  ausgehen  und  denselben  Pol  haben  Das 
Moment  bezogen  auf  irgendeme  Parallele  zui  T-Achse  bestimmt  sich 
mittels  des  Abschnittes,  den  zwei  Parabeln  w*"  Ordnung  liefern,  die 
mit  den  Integralkurven  (n  +  1)***  Oidnung  eine  «fache  Berührung 
im  Endpunkte  haben 

314)  S  a   V.  Sunden,  Praktxaohe  Analjais,  Leipzig  1914,  p  98—102 
316)  GoUtgnon,  Complements  du  couis  d'analyse,  Pans  1879 

316)  Segner,  Acad  Petrop   Non  Comment  7,  pro  1758/59,  p  all 

317)  Eine  ähnliche  Methode  gibt  Nehls  vgl  "i)  und  NeJiIs,  Über  graphisch- 
mechanifloheB  Integrieren     Zivilmgenieur  21  (1875)  p  186  ff,  199  ff,  261  ff 

818)  Massau"^,  Buch  E,  Kap  V,  §  1  u  2  und  Appendioe,  Note  IE,  wo 
besonders  der  Zusammenhang  mit  dem  Eestghed  der  TayZoj  sehen  Reihe  be- 
handelt wird 
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Insbesondere  findet  man  die  Abszisse  des  Schwerpunktes  (Statisches 
Moment  ==  Moment  erster  Ordnimg  =»  Null)  durch  den  Schnitt  der 
Tangenten  im  Endpunkt"  der  Integralkorre  zweiter  Ordnung  (Fig.  21), 
eine  Tatsache,  die  von  Froude^^^)  dazu  benutzt 
wird,  einen  die  Integralkurven  annähernden 
Tangentenzug  zu  konstmieren,  wenn  für  die  ^^ 
Integration  die  Trapezregel  verwandt  wird,"'°) 
Zahlreiche  spezielle  Ausführungen  dazu  finden 
sich  bei  Massau^^^),  Nehls^^^),  Sheppard^'^), 
Budolp''^  Aus  der  Integralkurve  dritter  Ord- 
nung läßt  sich  leicht  das  Trägheitsmoment 
bestimmen  ^^^) 

Um  die  Bogenlänge  einer  Kwrve  festzu- 
steUen,  gibt  Nehls^^^)  zwei  Methoden,  deren 
eme  den  Differenzenquotienten  benutzt,  während 
die  andere  die  Konstruktion  des  Differential- 
quotienten fordert.  Femer  finden  sich  dort  zwei  Methoden  zur  Inte- 
gration der  Gleichung 

(182)  |f  =  *«, 

die  auf  den  beiden  vorigen  beruheiL  Eine  andere  Methode  zur  Be- 
stimmung von  Bogenlänge  und  Moment  einer  Kurve  bezüghch  der 
X-Achse  gibt  GoUignon  ^^^)  Bei  rechtwinkligen  Koordmaten  und 
a  =  6  ist  (Fig.  n) 

wo  mit  der  Konstanten  MK  =  Ti  die  Kurve  AB'  konstruiert  ist 
Das  Moment  ist 

(184)  u  ='fyds  =fMNdx  =fMM"dx  «  0^. 

Man  hat  also  die  beiden  Flachen  ABB'A  und  ABB" A"  zu  inte- 
grieren Die  Abszisse  des  Schwerpunktes  des  Bogens  AB  ist  dieselbe 
wie  die  der  Flache  AA'BB,  seine  Ordinate  Y=  —  =  —  'k  d'Ocagne^'^) 

819)  Froude,  Trans  Nav  Arch  16  (1876) 

820)  JoTioio,  Hilfsbnoh  für  den  SohifEsbau,  Berlin  1902,  p.  329—381;  Pollard- 
Dudebout,  Thöone  dn  navure  T,  Fans  1890,  p  57—60 

821)  Nehis,  Zmlingenieur  20  (1874),  p  71—124,  295—800,  21  (187Ö),  p.  181 
—148,  199—222,  261—272;  Zeitschnffc  für  Bauwesen  29  (1879),  p  259—282;  89 
(1889),  p  244—810. 

822)  Sh&ppard,  The  mathematical  Gazette  4  (1908),  p  826/26. 

823)  d'Ocagne,  Nonv.  Ann.  (4)  5  (1906),  p  48—45 
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«lU  t-ino  Konstruktion  für  die  Tangenten  der  Kurv&nÄ'B'  und  A''B", 
^   Uie  IVrümmungsinittelpmikte  von  AB  bekannt  sind  (b  Fig  22). 

Nooh  eine  ganze  Beihe  anderer  Regeln 
für  die  Rektifikation  smd  gegeben  wor- 
den; so  hat  Tschebysdieff  eine  Methode 
zur  Rektifikation  von  Raumkurven  auf- 
gestellt*^); für  ebene  Kurven  finden 
sich  weitere  Methoden  bei  Loiml)ert^^% 
Etder^^^l  BesaW^),  PeUet^^^  u  a.  Um- 
gekehrt wie  A'Ocagne  drückt  Qrunert^^^) 
"  unter  Benutzung  emes  Satzes  von  Shi- 
raet^^)  den  Inhalt  emes  Flächenstückes 
durch  eme  Bogenlänge  aus, 

ß)  Eine  wiclihge  Anwendwng  findet 
die  graphische  Integration  m  der  Lehre 
von  der  Zusammenseimng  der  Kräfte  und 
(*U'irIif /('Wicht  elastischer  Körper.  Beim  kontinuierlich  belasteten 
«♦'riHlou  Balken  z.  B.  ist  das  Integral  erster  Ordnung  die  Scherkraft- 
i»Tn"*',  (IttH  zweiter  Ordnung  die  Momentenlinie,  das  dritter  Ordnung 
ml»t  dit*  Noij;rungen  des  Balkens,  das  vierter  Ordnung  bei  sehr  Hemer 
AuMH«»^unf5  tlio  elastische  Linie  Die  Lagerungsbedingungen  bestimmen 
nur  du-  Htizugwlinie.  Bei  Einzelkräften  hat  man  entsprechende  Un- 
st*»ti^kt*it«'u   dor   Ordmaten  der  Scherkraftlmie  emzufugen 

Allst iihrliuho  Darstellungen  der  graphischen  Statik  unter  Ver- 
Wi»-iidu«><j  iU'T  Sätze  über  die  graphische  Integration  geben  Jl/assa«^^^), 
,VWi/ij '"*•»),   Jialdennann^^^'),  vgl.  auch  Gulmarm^^^). 

a»4,   Orave,  Btdl.  de  S*  Pötersbourg  3  (1895),  p.  181—34 

ftSß)  J^imhert,  DeüxlLge  zum  Gebrauch  der  Mathematik  und  deren  Anwon- 
({itn^t'ii  *4,  Ilotlin  1770,  Bogen  gleich  Summe  der  Tangentenabschnitte  pluB  der 
d»)[t{n'ltoit  Sohn»  durch  4;  vgl.  auch  FoTtZen^  Konstruktionen  und  Approximationen, 
!.ri|j«ijf    löll,   p    211. 

»tlinj  JCulfTf  t>e  reductione  linearum  curvaium  ad  arcus  cuculares  Comm 
Nt»*    Acl,  l*otroi).  II. 

1127)  liVi^ttU  TariB  C.  R.  94  (1882),  p  1876-77;  80  (1875),  p  1186—89  Me- 
]ii*»in<f4   <ln  !a  Sooi^tä  mathämatique  de  France  1874 

:*'iH)   l^elU't,  Paria   C,  R.  110  (1890),  p  778 

:i'iy)   firnnvHj  Arch.  Math  Phys.  26  (1856),  p  48—67 

l\^{)}  Jleuruct,  Epistola  de  tranemutationes  currarum  linearum  in  reotas,  ab- 
^i*4rtu'kfc  in  „Uunati  Doscartes"  Geometna,  Frankfoit  a/M  1696,  p  617  Nach 
«  »Kttir«  Anj^be  (Goacb.  d.  Math  n,  p  920—21)  ist  Hewaet  der  erste,  der  die 
|{o^»  iihtiif^r  durch  eine  Fläche  ausdruckt  (Brief  v  18  I.  1669),  ähnlich  verfahren 
«ut  h  S*  ti  bt'i  der  Parabel  und  Fermat  in  De  linearum  curvarum  hneis  rectis 
«nni|'Kr«kiioxio   10(30. 
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Andere  Anwendungeii  sind  zaMreicli,  so  insbesondere  in  der  Schiff- 
bautechnik"^^),  können  hier  aber  nicht  erwähnt  werden  ^") 

18.  KTibatur.  Das  Volumen  eines  Körpers  kann  man  durch  eine 
zweifache  Qnadratnr  erhalten.  Bezeichnet  z.  B  Q(x)  den  Querschmtt 
senkrecht  zur  a;- Achse  an  der  Stelle  x,  den  man  fOr  jedes  x  durch 
Quadratur  ermitteln  kann,  so  ist  das  Yolumen  durch  die  Quadratur 
der  Kurve  zu  erhalten,  deren  Ordinate  gleich  Q(x)  ist. 

a)  Kubaimr  dwch  einfache  Qimdratur.  Auf  Formeln  der  angenäher- 
ten Quadratur  ist  daher  eme  Reihe  von  Formeln  zurückzuführen''*), 
die  den  Inhalt  zweier  durch  parallele  ebene  Flächen  begrenzten  Körper 
durch  den  Inhalt  dieser  oder  durch  den  Inhalt  zu  ihnen  paralleler 
Schnitte  ausdrücken,  wie  sie  zum  Teil  zusammengestellt  sind  bei  Yega^^^, 
Matzla^^"^,  KinJcehn^^^),  Font^^^),  cÜOcagne^^),  FinsferJmch^)  u.  a 
Die  der  Stm^sonBchen  Regel  entsprechende  Formel  (rögle  des  trois 
niveaux)  wird  gelegenthch  aa£  Mascheroni^^)  zurückgeführt,  findet  sich 
aber  schon  bei  CavaUeri^^)  Sie  wird  je  nach  der  Körperform,  auf  die 
man  sie  anwendet,  als  LamhertschQ^^  Faßregel"'*)  oder  Prismoidal- 

881)  Baldermann,  Försters  allgemeine  Bauleitung  (Wien)  46  (1881),  p.24— 27, 
88—41,  49—54,  97. 

382)  Cuhnann,  Graphische  Statik,  2  Au£,  Zürich  1876 
388)  Dtetze,  Zeitschr.  d  Ver  deutsch.  Ingenieure  38  (1894),  p.  1234—1288; 
PoUard-JDtidebout,  Theorie  du  navire  I,  Paria  1890,  ohap  III,  p  44—60. 

384)  Z  B  Ma£sau,  Note  sur  la  r^solution  graphique  des  äquations  du  prämier 
degr^e,  Gand  1889;  Masaau*''^,  Buch  III  u  lY,  Massau,  Calcul  des  cotisationB 
des  Boci^t^s  de  secours  mutuels,  Gand  1887;  Äbdank-AbaJcanotOite,  Die  Inte- 
graphen,  Kap  V,  Leipzig»  1889,  Brauer,  Anwendung  der  Integralkurven  zur 
Volumemteilung,  Z  f  Math,  u  Phys  42  (1897),  Arnold,  Erdbewegung  während 
der  ersten  Vorldufer  eines  Bebens,  Dias  Gott  1909,  und  Beiträge  zur  Geophysik, 
6  (1909);  femer  eine  Anzahl  der  schon  zitierten  Abhandlungen 
835)  Lampe,  Arch  Math  Phyp  (3)  16  (1910),  p.  270—274 
386)  Vega,  Vorlesungen  über  die  Mathematik,  7  Aufl  bearbeitet  von 
Matzka,  Wien  1885 

337)  Matzka,  Arch   Math   Phys.  88  (1869),  p.  121—166. 

338)  Foni4n6,  Nouv.  ann  (4)  8  (1908),  p  385—389;  Nouv.  afin  (4)  9  (1909), 
p    289-298 

889)  d'Ocagne,  Nouv   ann   (4)  9  (1909),  p   50—51 

840)  Ftnsterhicsch,  Verhandlungen  des  dritten  mtemationalen  Mathematiker- 
kongresses  1905,  p  687—706. 

341)  Mascheront,  Problemi  di  geometna  colle  dimostrazioni,  Milano  1800 
Französisch  Paris  1808 

342)  Lamhert,  Beiträge  zum  Gebrauch  der  Mathematik  und  deren  Anwen- 
dungen I,  Berlin  1765,  p  814—368 

343")  CaMor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  4,  Leipzig  1908, 
p.  870—75. 
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formel,  gelegenüicli  auch  als  Formel  von  de  Ghapman^)  oder  Sa/rrus 
bezeidmet.  Sie  findet  sich  z  B.  bei  Äkvood^^),  Bnx^),  Finch^% 
Brettschneider^^),  Steiner^'^,  Qruneri^),  lAgowsla^^),  Wittstdn^^^), 
BoucM  und  Levy^^^),  Eatdecouri^^'),  Trautwme^^^)^  Francke^^),  Lom- 
6ar(^8")  11  a.     öm«er^'")  gibt  als  Korrektion  dazu 

(185)  -Ä(/(I)-^W)*- 

Mit  der  Aufgabe,  Oberfläelien  zu  finden,  die  em  Volumen  einsebließen, 
das  durch  obige  Formel  exakt  dargestellt  wird,  beschäftigt  sich  Schu- 
jg^8B6a^^  sie  führt  nach  Bayaslii^^'^  auf  eine  Integralgleichung  erster 
Art,  die  er  für  spezielle  Fälle  löst.  Eme  Erweiterung  der  Formel 
m  der  Form 

(186)  r = I {»^ j V(o) - 'iz':m + ,(,*:./w) , 

wo  Ä  die  Höhe  des  Körpers,  f{x)  der  Inhalt  des  Querschnitts  in  der 
Höhe  X  ist,  geben  Schuh&rt^^'^'^)  und  Groenemann.^^)  Eine  andere  auch 

343)  Gliapman,  Tiaitä  de  la  constmotion  des  Yaisseaux  ,  aus  dem  Schwedi- 
fichen  von  T%ai  de  Clavrbots,  Brest  et  Pans  1781,  p.  8—5. 

344)  Srtx,  Elementarlehibuch  der  dynamischen  WiBseiiBcbaften,  Berlin  1831, 
p.  180—148 

346)  Jhnck,  Nouv.  ann  7  (1848),  p  241— 4G. 

846)  Brettschneider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie,  Jena  1844,  und 
Arch   Math  Phys.  86  (1861),  p  18-21. 

847)  Steiner,  Jottrn.  f  Math.  28  (1843),  p  275—284  Abgedruckt  Werke  11, 
p.  811—320 

848)  GntneH,  Arch   Math.  Phys   10  (1847),  p  260—288 

349)  Ligotoski,  Über  die  Inhaltsberechnung  der  Körper  nach  einer  ein/.igen 
Formel,  Berlin  1847  und  Arch  Math  Phys   26  (1856),  p.  204  -212 

850)  WtttMem,  Das  Prismatoid  Eine  Erweiterung  der  elementaren  Stereo- 
metrie, Hannover  1860  und  Arch  f.  Math  u  Phys   89  (1862),  p   1—12 

351)  HoucM  und  Levy,  Traitä  d'analyse  mfinitesimale 

352)  JEatelecourt,  Bevue  des  »ociet^s  savantes  1868  und  1876 

863)  Ti  auitwtne,  Civilingeneers  pocket  book,  gibt  die  Formel  als  lüntdeckung 
von  Morris  um  1840  an. 

354)  Francke,  Zeitachr.  d  Arch.  u  Ing  -Yer  zu  Uannover  20  (1874) 

385)  Lombard,  Nouv  ann  16  (1857),  p  131—35 

856)  Cfncnert,  Arch  f.  Math.  u.  Phys.  20  (1858),  p  801  fF  und  28  (1854), 
p  907—216 

856")  Sctiubert,  Auslese  aus  memer  Unterrichte-  und  Yorleaungapraiis  III, 
Leipzig  1906,  p  160—178. 

357)  Hayashi,  Arch   Math  Phys   (8)  18  (1911),  p.  102—104. 

857  •■)  Scfiubert,  Auslese  aus  meiner  Unterrichts-  und  Vorlesungspraxis  I, 
Leipzig  1906,  p  122—186 

858)  Chroenemcvnn,  Nieuw  Archief  Amsterdam  (2)  6  ClOOS),  p  805—867. 
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wohl  als  Formel  von  Sarrus  bezeichnete,  ist 

(187)  r^i^{m  +  3f{lh)). 

Sie  ist  noch  für  Funktionen  2.  Grades  genau  und  findet  sich  bei 
Lanibert^^),  JSälsted^^^),  Kinlcelin^^^)  u.  a.  Enreitert  wird  diese  Formel 
zu 

(188)  i^=rh(«o)  +  2AÄ)) 

und  von  Itiidto^^^)  zu 

(189)  r=  i*  ((1  +  4-)^(ttx)  +  (1  -  T)m]- 

Koppe^^^)  gibt  fiir  das  Prismatoid  eine  auch  schon  von  Mascheroni^^) 
gefundene  Form 

(190)  F=Ä/-(-|-)  +  P^, 

wo  P  der  Inhalt  eines  d^n  Grundflächen  ähnlichen  Vielecks  ist,  dessen 
Seiten  gleich  der  DijBferenz  der  Seiten  der  Grundflächen  sind.  Bei 
Mao-Launn^^),  Ligowsld^^%  JDesboves^^^  Gabriel  Mane^^"^  findet  sich 
für  Rotationsellipsoide  bzw.  Kugeln  die  Formel 

(191)  ^=Mt)  +  iI'- 

Zahlreiche  andere  Formeln,  so  bei  Grebe^^^),  Maleyx^^^),  Finsterhusch^), 
Barhann'^^),  Schvhert^'^''),  Hayashi^''^),  sind  nichts  anderes  als  Quadratur- 
formeln von  Gaußf  Radau,  Ligowsld  u  a.*'^^). 

b)  AUgemevne  Betrachtungen  Bei  der  eigentlichen  Kubatur  handelt 
es  sich  um  Berechnung  emes  Doppelintegrales  einer  Funktion  von 
zwei  Variabein,  d.  h.  um  gleich  den  allgemeinen  Fall  zu  nehmen,  um 
Berechnung  von 

359)  Halsted,  Rational  Qeometiy  New-Tork  1904,  p  186. 

360)  Kirikehn,  Arch   Math   Phys.  89  (1862),  p  181—186. 

361)  Barbann,  Procäs  verbaue  des  scäances  de  la  sooidtä  des  soiences 
phyaiqueB  et  naturelles  de  Bordeaux  1907/8,  p  109 — 111 

862)  EudiO,  ZeitBchr.  Math    Phys    47  (1901),  p   126—127 

368)  Koppe,  Journ   f.  Math   18  (1838),  p.  275—277. 

864)  Mac-Lawrin,  Treatise  of  flunons,  Edanburg  1742 

865)  LtgowsU,  Arch   Math  Phys   82  (1869),  p  241—249. 

866)  Desboves,  Questions  alg&bre  1873  und  Nouv   ann.  1877 
367)  Qäbrtel  Mane,  Göometne  1876 

868)  Grele,  Arch.  Math   Phys   39  (1862),  p  98—97 

369)  Maleyx,  Nouv  ann   (2)  19  (1880),  p.  529—551 

370)  EayasM,  Arch.  Math.  Phye.  (8)  16  (1910),  p.  267—269. 

371)  Lampe,  Arch   Math   Phys.  (8)  16  (1910),  p.  270—74 
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wo  f(x,  y)  sicli  nach.  Taylor  eatwiekeln  läßt,  tp  eine  integrierbare 
Firnktion  sein  muß  und  das  Integrationsgebiet  im  allgemeinen  nicht 
nnendlich.  sem  darf  Man  kann  hier  genau  wie  bei  der  Quadratur  von 
den  (5)  entsprecbenden  Gleichungen  ausgehen 

(192)  S^,=  A,  s^iyl  +  ^4'  yl  +  • 

Die  A  kann  man  für  beliebige  Werte  x^,  y^  so  bestimmen,  daß  w  Werte  d 
Null  werden,  daß  also  eme  Funktion  »*^  Grades  w  ==  ^^  "^  ^^.^  "^  ^' 

2 

exakt  mtegriert  wird.  Wählt  man  außerdem  noch  wie  bei  der  Me- 
thode Ton  Gauß  die  x^,  y^  passend,  so  kann  man  3w  Werte  d  zu 
Null  machen;  vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  die  Gleichungen  verträglich 
sind,  reelle,  im  Integrationsgebiet  und  nicht  auf  einer  Kurve  p^  Ord- 
nung liegende  Werte  liefern. 

Überträgt  man  die  Entwicklungen  des  3.  Abschnittes,  so  erhält 
man  hier  anstatt  der  Gleichung  (24) 

(193)  Sf'^i^^  y)^y^^{^,  y)dxdy  =  0, 

wo  das  Integral  über  das  betreffende  Gebiet  zu  erstrecken  ist.  Aus- 
gehend von  Arbeiten  von  Eermite^''^),  Dwfon*")  und  eignen  Arbeiten*'*) 
zeigt  AppeU^''^),  daß  es  Polynome  gibt,  für  die 

(1^^)  JX'pC^' y) ^m,n{^> y) ^/...(^; y)dxdy  =  0     (m'^(i,n^ v) 

ist  Falls  man  diese  Polynome  für  das  betreffende  Gebiet  kennt,  spielen 
dieselben  für  die  Kubatur  eme  ähnliche  Rolle  wie  die  Funktionen  F^{x) 
bei  der  Quadratur. 

c)  Bestimmte  Begrenmngen.  Am  häufigsten  behandelt  wird  der 
PaU  rechteckiger  Begrenzung.  Hier  reduzieren  sick  die  Gleichungen 
(192)  wegen  der  Symmetrie,  ähnlieh  wie  das  bei  (7)  der  Fall  ist.  Im 
Fall  von  vier  symmetrischen  Punkten  erhält  man  z  B ,  wenn  gj  =  1 
und  die  Seitenlangen  des  Rechtecks  2  h  und  2  Je  sind, 

(195)  4,  =  1,    ^i  =  +  il/3Ä,    y,  =  ±iyS]c 


872)  Herrmie,  Journ,  f  Math  64  (18G5),  p  294—96,  Fans  C  E.  60  (1865), 
p   870—77,  432—40,  461—66,  512—18 

373)  Bidon,  Ann  l'^c  norm  5  (1868).  p  228—810  und  7  (1870),  p.  89—98 
und  p.  247—268 

874)  Appell,  Paria  C.  R  90(1880),  p  296—298,  781—734,  977—979;  91  (1880), 
p   864—366,  Aroh    Math    Phys   66  (1881),  p   288—245 

875)  Appell,  Annales  de  Toulouse  4  (1890),  (20  Seiten) 
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mit  der  Eorrektion 

Bumside^''^  betrachtet  den  Fall  von  acht  symmetrischen  Punkten, 
hier  erhält  er 

(196)  ^^-=g,  A=r>'  ^=+]/s*'  »•=<>'  ''  =  0, 
»,=±1/5*,  ^  =  ±l4'''  ü'^+Vt^- 

Die  KoiTektion  wird 

MaxweW"^  behandelt  den  speziellen  Fall,  daß  sich  f{Xj  y)  als  Funk- 
tion  Ton   a  -{-hx  -\-  cy   darstellt,    und   gibt  für   13   Funktions werte 

Wurzeln  und  Koeffizienten.  Er  dehnt  se]ne  Betrachtung  auch  auf  das 

dreifache  Integi-al  aus;  ein  von  ihm  behandelter  Spezialfall  führt  aber 

auf  eine  Lösung,  die  auch  Punkte  außerhalb  des  Integrationsgebietes 
enthalt. 

Des  öfteren  hat  man  die   Quadraturformeln  so  übertragen,  daß 

man  längs  jeder  Parallelen  zur  2/-Achse  x^^-^-  ii^^~^°  auf  die  n  Werte 
y^-\~  v'^^~'^°  die  betreffende  Quadraturformel  anwendet,  die  so  er- 
haltenen Werte   als  Ordmaten   von  a;^  +  /it  "'^  ~  ***   wählt  und   diese 

wieder  nach  der  entsprechenden  Quadraturformel  zusammensetzt  Doch 
ist  zu  beachten,  daß  dabei  mehr  Ordmaten  als  nötig  verwandt  sind, 
falls   man    durch    ein    Paraboloid    entsprechenden    Grades    annähern 

will.    Man  würde  mit  ^^'^^  ^^  Ordinaten  für  ein  Pai-aboloid  n  —  l'*'' 

Ordnung  ausreichen  Setzt  man  mit  Biermann^''^)  die  erweiteite 
Lagranges(^Q  Interpolationsformel  an 

m?^  a(x  'u\=^^n    {x--x,){x-x,).    ,     ,(x-x^) 

1 

'^  (y—yi)(sf—yi)-   I  •  (y-y«)  - 

ZI(yr-y,)i3iy-y,)     /•    (j^v-y«)  ''^' 
1 

376)  Bwmxäie,  The  Messenger  of  MathematicB  (2)  87  (1908),  p.  166—167 

377)  Maxwell,  Proo.  of  Cambridge  Phil.  Soc.  3  (1877),  p  89—74 

878)  Z  B.  Biermavm,  Vorlesmigeii  über  math  Naherungamethoden,  Braun- 
schweig 1906 
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SO  müssen  „  Relationen  zwiseten  den  g^^  bestellen.  Setzt  man 
fern  er  ^^^) 

(^{^,  y)  =  ffi^,  y)  +  a>i(a;)9(^;  y)  +  o)s(y)ip(x,  y), 
(198)  »L.  " 

1  1 

so  kann  man  durcli  passende  Wahl  der  x  und  y  weitere  n(n  -{-  1) 
Größen  im  Integral  der  beiden  Seitian  zur  Übereinstimmung  bringen. 
Man  erbält  so  für  die  a>  die  Bedingungen^^") 

cc  ß  aß 

ab  ab 

Man  könnte  nun  z.  B.  die  Glieder 

aß  aß 

ab  ab 

aus  (199)  herausgreifen     Setzt  man 
a—a        f 


SO  sind  t  und  t  Wurzeln  von  U(t)  =  ^{f^it—ly).  Weitere  Be- 
dingungen können  an  die  t  und  t  nicht  gestellt  werden,  man  kann 
die  Wurzeln  also  beliebig  zu  Paaren  verbmden  Fehlerangaben  dazu 
finden  sich  bei  Mindtnff^^^)  und  JBiermann^^),  fem  er  bei  Lowmstem^^^\ 
der  die  Betrachtung  auf  n  Variable  ausdehnt 

Für  ein  kreisförmiges  Gebiet  gibt  Bourget^^)  anschließend  an 
AppeU^'^^)  die  Punkte  und  Koeffizienten  für  die  vier  einfachsten  Fälle 
an.    Die  Funktionswerte  sind   da  für  die  Schnittpunkte  der  Kurven 

zu  nehmen,  um  die  Glieder  bis  zu  denen  (2w  —  1)*^  Ordnung  aus  der 
Korrektion  zum  Verschwinden  zu  bringen  Diese  Kurven  sind  übrigens 
schon  von  Rmnite^'^%  Bidon^"^^)  und  Appdl^"^^)  behandelt 

879)  Biermann,  Monatshefte  Math.  Phys   14  (1918),  p  211—226. 

880)  Btermann,  Monatshefte  Math.  Phys.  14  (1918),  p  226—242 

381)  Mtndtng,  De  valore  integrahnm  duplicium  quam  pronme  mveniendo, 
Dissertation  Halle  1829  und  JounL  f  Math   6  (1880),  p  91—95. 

882)  Löwmstem,  M^moires  piesentdes  ä  l'Acad^nue  imperiale  des  soiences 
de  St  Pötersbourg  par  divers  savants  8  (1887),  p.  279—289 

888)  Bourget,  Pans  C.  R  126  (1898),  p  684—686 
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d)  Zerlegung  in  Teügebieie  Wie  man  die  Genauigkeit  der  Qua- 
draturformel durch  Zerlegen  des  ganzen  Gebietes  m  Teilgebiete  er- 
höbt, so  hat  man  auch  Torgesehlagen,  bei  zweifachen  Integralen  das 
Gebiet  in  gleiche  Rechtecke  einzuteilen  und  auf  jedes  dieselbe  Ku- 
baturformel anzuwenden.  Wir  geben  hier  nur  die  Formeln  fiir  ein 
Rechteck  mit  den  Ecken  (0,  0),  (0,  1),  (1,  0),  (1,  1).    Hat  man  m  •  n 

Recktecke,  so  tritt  im  Korrektionsglied  zu  '      der  Faktor     ■  „• 

Abgesehen  von  den  Abschnittsprismen  von  JBiermann^  sind  die 
einfachsten  Formeln  die  von  JBugajev^^^) 

(201)  I  (^„^+^^^+^^„  +  ^j^ 
mit  der  Korrektion 

m\dx^"''^^  dy'"''^) 

die  für  das  Tangentenprisma'®*) 

(202)  II  ^^'^.^ 
mit  der  Korrektion 


dy' 

+  8^  (S^^^  +  3^y^'^^'  +  e^^'^'  +  W^^)  +  •  •  • 

und  die  Formel  von  Mansion^^) 

(203)  m  (^     +^    +^    +^    )^ 

mit  der  Korrektion 

2'2i\dx*^''^  dy»"'"^) 

3116  W"'  '^  +  dx'dy  ^'^^  dxdy'  '^'^  ^  dy'^^'n 
Aus  n  und  III  ergibt  sich  eme  von   Wboley^^"^)  gegebene  Formel 

(204)  IV  =  |(2.m  +  II)    '^(.  ,  +  ^,    +^  ,  +  ^,    +2.,  ,) 

mit  der  Korrektion 

4.i6idx*"''''^  4:mdx*dy'^''"'      4=16' ay*' 

884)  JBtermawn,  Monatshefte  Math  Phys   20  (1909),  p.  321—326 

885)  Bugajev,  Moskauer  math   Sammlung  20  (1898),  p.  461—471. 

886)  Mansion,  Annales  de  la  soc  scient.  de  Bruxelles  6B  (1882),  p  228—82, 
Paris  C  R.  95  (1882),  p  384—386     Mathesis  11  (1882)  Anhang  p.  1—6 

887)  Mechanios'  Magazine  1861,  p.  262—68. 
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Zuerst  findet  sicli  die  Formel  (1851).  Später  -wird  sie  besonders  Ton 
englischen  Schiffsbauem  verwandt,  so  findet  sie  sicli  bei  Woolley 
selbst*^),  Mernfield^^),  der  sie  auf  die  Berechnung  der  Momente  er- 
weitert"^"), JJttsseZ^");  ferner  findet  sie  sich  bei  Mansion^^)  u.  a.  Aus 
I  und  II  folgt  eiue  von  Woolley,  Mansion^^^)  und  BimondinP^^)  ge- 
gebene Formel 

(205)  V  =  l(2n+I)  =  11^0  +  ^01 +  ^10 +  ^11+8^^0 

2'  a 
mit  der  Korrektion 

AM8  den  letzten  beiden  Formeln  folgert  man  sogleich  die  verall- 
gemeinerte /Simpson sehe  Formel"'*)''^") 

(206)  YI  =  |(V+2IY) 

=  86K^oo  +  %  +  ^io  +  ^ii)  +  4(4r  i-f  ifi  4-0  i-f^i  )  +  16iJi  i1 
mit  der  Korrektion 


41  51  aa;*  4,\6\dy* 

Biermcmn^''^)  weist  darauf  hin,  daß  die  hier  auftretenden  neun  Ordi- 
naten  durch  weniger  ersetzt  werden  können,  wenn  man  die  Aufgabe  so 
stellt:  es  ist  durch  eiu  Paraboloid  anzunähern.  Die  Formel  geht  dann 
z  B.  über  m 

(207)  VII  =  II [l2^o„  -  12 (;.^  1  +  ^i  J  +  36^^  ,  +  6(0,^,  +  0,A 

wenn  man  nur  die  m  dem  von  einer  Diagonale  begrenzten  Dreieck 
liegenden  Punkte  benutzen  wiH    Die  Korrektion  wird 

+  im  (- 1?*'*  +  äOäs^Ä**' + 36  j:i^.  m 

388)  "prooZZey,TranBactionsofthe  Institution  ofNavalArchitects  1(1860),  p  17 

889)  Memfield,  Tranflaotions  of  the  Institutiona  of  Naval  Architects  VI  (1866), 
p.  40-48 

890)  Memfield,  Transaction  of  the  Institutiona  of  Naval  Architecta  VIH  (1867), 
p.  210—12 

391)  Bussel,  The  modern  aystem  of  naval  arohitecture,  London,  Chap  XIX, 
p.  117—147 

892)  Rimondinij  Atti  della  R.  Accad   di  Torino  40  (1905),  p.  168—177 
398)  BimonAim,  Atti  della  B,.  Acad   di  Tonno  41  (1906),  p  728—788 
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WoHej/^"^  leitet  seine  Formel  IV  durch  ähnliche  Betrachtungen 
aus  der  Formel  VI  ab.  Für  die  Formeln  IE — V  gibt  Mansion^^) 
ganz  ähnliche  Ausdrücke  für  die  oberen  Fehlergrenzen,  wie  sie  an 
anderer  Stelle  *^^  von  ihm  für  die  Quadraturformeln  gegeben  sind 

Mehr  noch  als  bei  der  Quadratur  ist  bei  Anwendung  der  Kubatur- 
formeln  eine  praktische  Anordnung  der  Rechnung  nötig  Beispiele 
emer  praktischen  Anordnung  sowohl  für  die  Volumberechnung,  wie 
für  die  Berechnung  des  Flächeninhaltes  krummer  Flächen,  die  nach 
denselben  Formeln  ausgeführt  werden  kann^*"),  finden  sich  besonders 
wieder  in  der  sohiffsbautechnischen  Literatur  ^'°*). 

Merrifidd^^^)  überträgt  die  Betrachtungen  die  von  der  veraU- 
gememerten  Simpsonsc^offo.  zur  TFooße^/schen  Formel  geführt  haben 
auf  dreifache  Integrale  und  zeigt,  daß  die  ursprünghch  auftretenden 
27  Ordinaten  sich  auf  6  reduzieren  lassen;  und  zwar  ist  der  Wert 
des  Integrales  gleich  der  Summe  der  6  Werte,  die  die  Funktion  m 
der  Mitte  der  Grenzflächen  des  FaraUelepipedes  von  den  Kantenlängen 
2h,  2 Je  und  21  annimmt,  multipliziert  mit  ■^h-h  l.  PurJctss^^^)  er- 
weitert diese  Formeln  auf  w  fache  Integrale  von  Funktionen  von  n 
Variabein 

e)  Graphische  Methoden.  Um  ein  Doppelintegral  in  einem  end- 
lichen Bereich  graphisch  auszuwerten,  kann  man,  faUs  f(x,  y)  in  ko- 
tierter Projektion  gegeben  ist,  eine  ähnliche  Methode  anwenden,  wie 
:Sie  die  G-eographen  zur  Bestimmung  der  mittleren  Höhe  eines  Gebietes 
verwenden'").  Durch  Integration  stellt  man  den  lohalt  der  einzelnen 
Höhenkurven  fest,  und  zwar  nimmt  man  am  besten  stets  dieselbe  Inte- 
grationsbasis. Die  Endordinaten  dieser  Integralkurven  trägt  man  als 
Ordinaten  zu  den  dazu  gehörenden  Höhen  als  Abszissen  auf,  legt  durch 
•die  Endpunkte  eine  glatte  Kurve  und  integriert  diese  abermals.  Die 
Endordinate  dieser  Integralkurve  ist  em  Maß  für  den  Wert  obigen 
Integrals  m  dem  betrachteten  Gebiet.     Man  kann  auch  zunächst 

ex  =ff(.oc,  Vi)  dx,       z^  =ffioi!,  ya)  dx,  .    . 

394)  Mafmon,  Mathesis  II  (1882)  Anhang  p  1—6;  Mathesie  17  (1884)  An- 
ihang  p  15 — 18, 

395)  Memfield,  Transactions  of  the  Institution  of  ITaval  Architects  6  (1865), 
p    64—72 

895")  Z  B  Napier,  Banktne,  Barnes  and  Watts,  Shipebmldmg,  theoretioal 
and  practioal  p  46  Besonders  aber  vgl.  die  verschiedenen  Jahrgänge  der  Trans, 
of  the  Inst  of  Nav.  Arch 

396)  Furhtss,  Trans  of  the  Inst  of  Naval  Architects  VI  (1865),  p  48—50 

397)  Z  B  Letdner,  Orometne  des  Harzgebirges,  Dissertation  Halle  1886, 
Dvtten^erger,  Zur  Eritik  der  neueren  Fortschritte  der  Orometne,  Halle  1908; 
Wagner,  Orometrie  des  ostfälischen  Hügellandes  links  der  Leine,  Stuttgart  1904. 
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in  den  zugehörigen  Grenzen  integneren,  g^  als  Ordinate  zn  y^  auf- 
tragen und  die  durch  die  Endpunkte  gelegte  glatte  Kurve  integrieren. 
Wesentlich  schneller  fahrt  eine  von  JBjerhness^^^)  angegebene  ähnhehe 
Methode  zum  Ziel,  doch  ist  dieselbe  bedeutend  ungenauer  Ahnhch 
schlägt  Solin  vor"^),   zur  Berechnung  einer  Fläche  j»,  die  durch  das 

totale  Differential  de  =  Mdsc  -\-  Ndy  bestimmt  ist,  wo  -^ —  =  -g— 

ist,  vom  Punkt  es,  y,  e  aus  zunächst  durch  Quadratur  is  =j  M(x,  y^)  dx 
zu  hestimmen  und  dann  in  den  dazu  senkrechten  Ebenen  durch  Quadratur 
der  Reihe  nach  g  =J  N{Xq,  y)dy,  g  =J  N(xi,  y)dy  usw.,  mdem  man 
e  =  j M{x,y^äx  als  Leitlinie  benutzt. 

Ist  f(x,  y)  eine  homogene  algebraische  Funktion,  so  gibt  es  Me- 
tiioden,  aus  Kurven,  die  diese  Funktion  bestimmen,  und  aus  der  Grrenz- 
kurve  des  Bereiches  durch  punktweise  Konstruktion  neue  Kurven  her- 
zuleiten, deren  Flächeninhalt  dem  Integral  entspricht,  so  daß  nur  eine 
Integration  nötig  ist  Derartige  Methoden  smd  besonders  zur  Kon- 
struktion von  Trägheitsmomenten  usw.  benutzt  worden  "^^) 

14:.  Differentiation,  a)  Die  numerische  Differentiation  (vgl.  I  D  3 
(J!  Bauschinger)  Interpolation,  Nr.  8)  besitzt  ein  sehr  beschränktes  An- 
wendungsgebiet, weil  man  bei  analytisch  gegebenen  Funktionen  im 
allgemeinen  die  direkte  Ausführung  vorziehen  wird,  und  weil  es  bei 
empirisch  gegebenen  Funktionen  nicht  immer  unbedenkhch  ist,  aus 
einzelnen  Punkten  auf  den  Differentialquotienten  zu  schließen 

Sind  äquidistante  Punkte  gegeben,  so  benutzt  man  die  Differenzen- 
methode, und  zwar  verwendet  man  auch  hier  meist  in  einer  Zeile  ge- 
legene Differenzen.  Man  erhält  so  z.  B  für  den  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten 

(205)  '°^("+^")=t''+"^'']-^[''+^-']  +  ^t"+-^'^]   ■ 
«,r(<>+|«.)=[«+i2]-|[a+i4]  +  ^[a+i,6]... 

Ableitungen  dieser  und  ähnlicher  Formeln  finden  sich  m  den  in  Nr.  10 
angegebenen  Abhandlungen;  vgl  auch  die  Arbeiten  von  Everett^^^), 
Rimge^^°')  und  She^pard^^^)  Die  Koeffizienten  findet  man  in  den  Tafeln 
von  Bauschinger.^^)     Smd  die  Kurven  punktweise  etwa  durch  Ver- 

898)  Z.  B.  LeimcLt,  Civilingenieur  1879;  d'Ocagne,  Bull  de  la  Soo  math  de 
Franoe  12  (1884),  Assur,  Zeitsohr  Math.  Phya.  60  (1911),  p  1—60 

899)  Everett,  Natura  60  (1899),  p  271 

400)  Bunge,  Nature  60  (1899),  p  866—366. 

401)  Shejppard,  Natuxe  60  (1899),  p  390—891 
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suclie  bestimmt,  so  hat  man  durcli  sie  eine  glatte  Kurve  zn  legen, 
die  allerdings  oft  nicht  durch  alle  Punkte  gehen  wird.  Rechnerisch 
kann  man   das   dadurch  ausführen  *°'),   daß  man  m  einem  Polynom 

die  a  so  bestimmt,  daß 

M='J{f(x)  —  P(x)Ydx 

ein  Minimum  vm-d,  faUs  f(x)  die  wahre  Gleichung  der  Kurve  ist.  Das 
liefert  n  -j-  1  lineare  Q-leichungen,  aus  denen  sich  die  a  bestimmen 

lassen.     Das   konstante  Glied,   das  die  Form    1  siff{x)  dx  hat,   kann 

man  durch  angenäherte  Quadratur  berechnen.  Um  den  Differential- 
quotienten zu  finden,  wird  man  dann  P(x)  statt  f{x)  differentiieren 
Die  Differentiation  wird  so  also  auf  Integrationen  zurückgeführt 

Sind  die  Kurven  durch  physikalische  Untersuchungen  festgestellt, 
so  muß  man  femer  bedenken,  daß  gewisse  Meßinstrumente  eine  Inte- 
gration vornehmen,  und  daß  man,  um  die  wirklichen  Werte  zu  erhalten, 
eme  Art  Differentiation  vornehmen  muß  Allgemeine  Regeln  lassen 
sich  darüber  nicht  aufstellen  Den  Fall  bolometnscher  Messungen  im 
Spektrum  haben  Sl/rutt^^^)  und  Runge^^)  behandelt. 

b)  Auch  die  graphische  Differentiaiion  ist  nicht  mit  derselben  Ge- 
nauigkeit ausführbar  wie  die  umgekehrte  Aufgabe,  da  durch  eine 
graphisch  gegebene  Kurve  die  Tangenten  in  den  einzelnen  Punkten 
nur  sehr  ungenau  bestimmt  smd*"^)  Man  bestimmt  da  zur  Differen- 
tiation entweder  den  Differenzenquotienten,  und  zwar  kann  man  dazu 
die  Kurve  um  ein  kleines  Stück  parallel  zur  X-Achse  verschieben 
und  die  Ordinatendifferenz  als  Ordmate  der  Differentialkurve  nehmen, 
oder  man  bestimmt  direkt  die  Tangenten  *°')  Apparate  dazu  smd  z  B. 
von  Beusch*^"^),  Wagener^^),  BjerJmess^^^),  Pßug&r^^^)  u  a  angegeben 

402)  V  Sanden,  Arohiv  für  Elektrotechnik  2  (1914),  p.  62—57 
4,08)  SPruti,  Philosophical  Magazine  42  (1871),  p  441—444 

404)  Bunge,  Zeitflchr.  Math.  Phye   42  (1897),  p  205—218. 

405)  Ygl  z.  B  Solwr Bäldennann  u  A  Interessant  ist  femer  eine  von  Casse- 
havm  (Diss  Qdttingen  1910)  angegebene  Methode,  die  erlaubt,  die  Diffeiential- 
kuxve  graphisch  zu  bestimmen,  wenn  die  Integralkorve  zu  emer  loganthmischen 
Skala  angetragen  ist 

406)  Sl€ä)y,  Zeitschr.  d  Ver  deutsch  Ingenieure  68  (1918),  p  821  verwendet 
die  erste  Methode,  die  zweite  findet  sich  z  B  bei  Chnstmavm-Baer ,  Grundzüge 
der  Kinematik,  Berlin  1910,  p  84—86. 

407)  Beusch,  Carls  Eepertonum  für  experimentelle  Physiologie  16  (1880), 
p   255,  Mach,  Zeitschr.  Math  Phys.  52  (1906),  p.  435— 36 
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Am  besten  geht  man  bei  der  grapliiflohen  Bestimmung  der  Tan- 
genten mcht  Ton  bestimmten  Kurvenpunkten  aus,  sondern  nimmt  ein 
passendes  RicbtLmenbüschel  an.  Benutzt  man  quadriertes  Papier,  so  ist 
es  praktisch,  die  Richthnien  die  J"- Achse  in  Punkten  der  Quadrierung 
treffen  zu  lassen  Parallel  zu  jeder  dieser  Richtümen  zieht  man  eme 
Anzahl  Seimen  dei  Kurve  nahe  der  Stelle,  wo  die  Kurventangente  der 
betreflFenden  Richtlmie  parallel  läuft,  vne  das  Fig.  23  zeigt.    Verbindet 


h      d     i 
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mau  die  Mitten  dieser  Sehnen  durch  eine  glatte  Kurve,  so  kfl,nTi  man 
den  Punkt  extrapolieren,  dessen  Tangente  parallel  zur  entsprechenden 
Richtlinie  ist  Auf  diese  Weise  findet  man  einen  Tangentenzug*"). 
Als  Anhalt  für  die  Differentialkurve  erhält  man  eme  Stufenkurve,  derea 
Parallelen  zur  Y-Achse  durch  die  Schnitte  aufeinander  folgender  Tan- 
genten gehen  und  deren  Parallelen  zur  X-Achse  durch  den  Schnitt  der 
entsprechenden  Richtlmie  mit  der  !F- Achse  bestimmt  sind  In  diese 
Stufenkurve  muß  die  Differentialkurve  eingezeichnet  werden,  und  zwar 
so,  daß  die  zur  X-Achse  parallelen  Stücke  der  Stufenkurve  m  Punkten 
geschnitten  werden,  die  dieselbe  Abszisse  haben  wie  die  Berührungs- 
punkte der  zugehörigen  Tangenten,  und  daß  die  krummlinigen  Drei- 
ecke, die  em  und  derselben  Parallelen  zur  !F-Achse  anhegen,  möglichst 
inhaltsgleich  smd.*^^)  Selbstverständlich  wird  im  aUgememen  die  so 
gefundene  Kurve  mögbchst  glatt  verlaufen  müssen, 

408)  Wag&i-er,  Aus-wexten  und  Indizieren  von  Kurbelweg-  und  Zeitdiagrammen, 
Berlin  1906,  p   72—80 

409)  Bjerkneas,  Dynamische  Meteorologie  und  Hydrographie  II,  Braunachweig 
1918  (deutBoh  von  Kirchner)  Kap  9,  p  93—124. 

410)  Pflüger,  Zeitschnffc  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  58  (1914),  p  880—81. 

411)  Lambert,  Beiträge  zum  Gebrauch  der  Mathematik  und  deren  Anwen- 
dungen IC,  Berlin  1770,  2  Abhandlung,  §  21 
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Betrachtangen  über  die  Differentiation  im  durch  kotierte  Projek- 
tion dargestellten  Felde  eines  Skalars,  das  durch.  Isogonen,  oder  eines 
Vektorfeldes,  das  durch  Isogonen  und  Vektorlinien  gegeben  ist,  finden 
sich  bei  3)erlcness^^^)  Die  Genauigkeit  der  dort  gegebenen  Methoden, 
die  etwa  die  der  Trapezregel  ist,  würde  sich  sehr  leicht  erhöhen  lassen 
Da  aber  Bjerlcness  seine  Methoden  auf  Wetterkarten  anwendet,  wo  eine 
sehr  große  Anzahl  solcher  Operationen  gemacht  werden  muß,  würde 
eine  genauere  Methode  zu  langwierig  sein,  zumal  auch  die  Daten  nur 
sehr  ungenau  gegeben  sind.  JBjerkness  zeigt  auch,  wie  man  auf  zeich- 
nerischem Wege  die  Divergenz  und  den  curl  eines  solchen  Feldes 
bildet 

n.  Numerische  und  graphische  Integration  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen.  *^") 

15.  Bei  der  Integration  gewöhnliclier  DifFerentialgleiclxungen 
führen  die  graphisclien  Methoden  am  schnellsten  zum  Ziel  und  smd 
am  übersichtlichsten;  sie  mögen  daher  hier  zuerst  besprochen  werden 

a)  Die  Methode  von^  C^mSöt*")  ist  zunächst  auf  lineare  Gleichungen 
erster  Ordnung  anwendbar  Sie  benutzt  die  Tatsache,  daß  bei  emer 
Gleichung 

(206)  y  -f  yF{x)  +  Q{x)  =  0 

alle  Linienelemente,  die  auf  emer  Parallelen  zur  Y-Achse  liegen,  von 
ein  und  demselben  Punkte  ausstrahlen.  Alle  diese  Punkte  liegen  auf 
einer  Kurve 

(207)  i-^'+m'  " — W) 

Man  zeichnet  die  zu  den  einzelnen  Parallelen  zur  Y-Achse  gehörenden 
Punkte  und  kann  dann  die  Integralkurve,  deren  Anfangspunkt  oder 
Anfangsrichtung  gegeben  ist,  leicht  aus  Geraden  oder  Parabelstücken 
zusammensetzen.  Bei  Annäherung  durch  Parabeln  zweiter  Ordnung 
schneiden  sich  dabei  die  Tangenten  der  Punkte  auf  den  Parallelen 
auf  den  Mittellinien  dieser  Parallelen  fFig.  24).  Eine  andere  Methode 
zur  möghchst  genauen  Binzeiohnung  der  Integralkurve  unter  Benutzung 
emer  Integralkurve   der  Gleichung  y'  -f-  P{x)y  =  0  gibt  Söbotka  "*") 

412)  Z.  B.  Hoher,  Zeitsohriffc  für  das  gesamte  Turbinen-weaen  10  (191S), 
p.  405—56. 

418)  Über  Gleichungen,  die  dnrch  -wiederholte  Quadratur  zu  integrieren  sind, 
soll  hier  nicht  gesprochen  werden.  Näheres  über  solche  Gleichungen  findet  sich- 
Nehls,  Über  graphisoh-meohamsches  Integrieren,  Zivilingenieur  XXI,  (1876)  199  ff. 

414)  JS  Gzuber,  Zeitsohr  Math  Phys  44  (1899),  p  41—49 

415)  Söbotka,  Öasopis  pro  pestovani  Mathemaüky  a  fysiky  81,  Prag  1902, 
p   10—23,  97—105,  177—188,  265—273, 
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Ist  T{x)  konstant,  so  haben  die  Parallelen  und  die  Punkte  |,  ri  immer 
gleichen  Abstand,  so  daß  es  genügt,  die  Kurve  zu  zeichnen,  ohne  die 
einzelnen  Punkte  zu  markieren     Wir  haben  damit  auch  das  Prinzip, 
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Fig  24. 

auf  dem  der  PascoZsche  Integrator  aufgebaut  ist.*")  Wählt  man  die 
Integralkurven  als  neue  |,  9; -Kurve,  so  kann  man  durch  wiederholte 
Ausführung  obiger  Operation  gewisse  lineare  Differentialgleichungen 
behebig  hoher  Ordnung  integrieren;  doch  muß  man  dann  eme  jedes- 
malige Umzeichnung  der  Integralkurven  vornehmen.  WiU  man  das 
nicht,  so  kann  man  nur  bestimmte  Imeare  Differentialgleichungen  mit 
konstanten  Koeffizienten  oder  solche,  deren  Koeffizienten  sich  alle  in 
bestimmter  Weise  durch  eine  Funktion  ausdrücken  lassen,  integrieren  *") 

416)  K  Pascal,  Rendiconti  della  E  Accadeinia  dei  Lmcei  (5)  XVHI  (1909)  u 
Giom.  dl  Mat  di  Battaglini  (8)  48  (1910),  p  16ff 

417)  A  Fotter,  Anhang  4  zu  Abdank-Abakanowitz,  Die  Integraphen,  Leipzig 
1889  Fr.  A.  WiUers,  Zum  Integrator  von  E  Pascal,  Zeitachr  Math  Phya  59 
(1910),  p  36 ff.    F.  Pascal,  Giom.  di  Mat.  di  Battaglini  (8)  49  (1911),  p  155  ff.; 
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Ähnliclie  durch  Umfonmmg  des  sog  Stangenplammeters,  wie  es 
Frytz^^),  Bunge^^),  Klent^^)  u.  a.  bescliriebeja  haben,  gewonnene 
Integraphen  haben  Petrovitch^^)  und  Jakoh^^^  angegeben"^) 

Die  Methode  Ton  Czuber  erweitert  SobotJca^^^)  anf  Grleichungen 
der  Form 

(208)  (L{x)  -  y  -  Mix))i/ +  P(x)   y  =  Q{x) 

wo  L,  M,  P  und  Q  einwertige  Funktionen  von  x  sind  Die  Each- 
tungen,  die  zu  den  Punkten  einer  zur  Z-Achse  parallelen  Geraden 
gehören,  sind  dann  Tangenten  einer  Parabel,  deren  Brennpunkt  die 
Koordinaten 

(209)  S  =  ^+^jf  +  ^«; 

hat.  Die  Konstruktion  ist  im 
einzelnen  aus  nebenstehender 
Figur  25  zu  ersehen. 

Weiter  wäre  hier  noch  die 
Methode  von  Ldslca*^)  zu  er- 
wähnen, der  Gleichungen  der  ^ 
Form 

mittels  der  Kurve  /"(!,  '^?)  =  0 
integriert,  wo  ^  =  x  -\-  y-^ 
und  r}  =  y  ist  Da  die  Normale 
der  Integralkurve  also  durch  ^  =  j^  bestimmt  ist,  und  da  Ay= Ai? 

ist,  kann  man  sie  annäherungsweise  aus  einzelnen  Geradenstücken  leicht 
zusammensetzen 

h)  In  der  Geophysik,  besonders  häufig  in  der  Hydrographie*^^)  und 

50  (1912),  p  266—83,  354  Rend  del  Reale  Accademia  deUe  scienze  di  Napoli  (3) 
17  (1911),  p  406-10,  (8)  18  (1912),  p  19-24,  (8)  19  (1918),  ßend  d  R  Acca- 
demia  da  Lincei  (6)  22  (1918),  (von  31  V.)  AjeUo,  Rend  del  Reale  Accademia 
delle  scienze  di  Napoli  (3)  18  (1912),  p  26—28  (vgl   auch  HA 2,  Nr  56—59). 

418)  Pryts,  Tidssknffc  for  Opmaalings  og  Matnkulvalsem  1896,  p  388—92. 

419)  Bunge,  Zeitschnft  für  Vennessungswesen  24  (1896),  p  821  ff 

420)  El(mt,  Dinglers  polytechnisches  Journal  305  (1897) 

421)  Petromtch,  Bull  de  la  soc  math  de  France  27  (1899),  p.  20ö— 206 

422)  Jacob,  Le  calcul  möcamque,  Paris  1911  (s  auch  die  Literaturangaben) 
428)  Galle,  Mathematische  Instrumente,  Leipzig  1912 

424)  LdsJca,  Sitzungsberichte  d  kgl  böhm  Gesellschaft  d  Wiss  (Math  -Nat. 
Klasse)  1  (1890),  p  222—25. 

425)  Sandström,  Wmdstrdme  im  GuUmarfjord,  Svenska  Hydiographisk  Bio- 
logiska  KommissionenBsknffcer,  Grotenburg  1906 

Enoyklop   d,  math.  Wlaaenaoh.    ÜB.  10 
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I. 

i'i  der  Meteorologie  wird  die  Methode  der  Kiirven  gleicher  Neigung  (Iso- 

[  Minen,  IsogonenY^^)  verwandt.  Sie  läßt  sich  zur  Integration  gewöhnlicher 

)    i,'  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  verwenden.  Ist  F(x,  y,  ~\  =  0 

'!  die  gegebene  Glleichung,  so  zeichnet  man  die  Kurven  gleicher  Neigung 

F{Xj  y,a)  =  0    Um  die  Isogonen  mit  kurzen  Richtnngslinien  m  großer 
j     j  Zahl  zu  versehen  und  dadurch  die  Konstruktion  der  Integralkurven  zu 

!     ;  erleichtern,  hat  Soderberg*"^^)  einen  Apparat  konstrmert.    Eine  Abande- 

1      '  rung  desselben  für  Karten  in  Kegelprojektion  gibt  Bjericness  an    Em- 

'     '  facher  schneidet  man  die  Isoklinen  nach  d'Ocagnes  Vorschlag*^^)  mit 

j  der  Direktrix  F{xyy),  projiziert  die  Schmttpunkte  auf  die  y  Achse  und 

I  verbmdet  die  Projektionen  mit  einem  Pol     Diese  Verbmdungslinien 

;     l  geben  die  zugehörigen  Richtungen.    Die  Ordinate  des  Anfangspunktes 

'     1 '  kann  als  Integrationskonstante  dienen     Gehören  zu  ihr  mehrere  Rich- 

'  tungen,  so  erhalt  man  eine  entsprechende  Zahl  von  Integralkurven    An 

der  Hand  der  Kurven  gleicher  Neigung  lassen  sich  die  Singularitäten 
I     V  der  Integrale  von  Differentialgleichnngen  erster  Ordnung  sehr  gut  dis- 

I     I'  kutieren.*^^    Eine  große  Zahl  von  Kurvenbildem  hat  Sa/ndström^^^) 

!  unter  Benutzung  des  Apparates  von  Soderb&rg  gezeichnet. 

,     ' '  Die  Integralkurven  erhält  man  dadurch,  daß  man  Kurven  ein- 

:  zeichnet,  die  auf  jeder  Isoklme  möglichst  die  vorgeschriebene  Neigung 

I     I  haben  (Fig  30).     Sdlin^^'^  schlägt  vor,  die  Ecken  des  umschriebenen 

*     I,  Polygons  möglichst  in  die  Mitte  zwischen  die  Schmttpunkte  mit  den 

I     II,  Kurven  gleicher  Neigung  zu  legen     d'Ocagne^^)  gibt  eine  Methode, 

j     |l  um   die  Integralkurven   durch  Parabelbogen   zweiter  Ordnung   anzu- 

I  nahem,  die  darauf  beruht,  daß  die  Pai'allelen  zur  F-Achse  durch  die 

I     ',  Berührungspunkte  und  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  aquidistant 

sein  müssen.    Das  Nähere  gibt  Fig  26 
I     i',  c)  Sehr  häufig  wird  auch  die  für  Differentialgleichungen  zweiter 

!     I  Ordnung  besonders  bequeme,  allerdings  nicht  rein  graphische  Methode 

1  der  Krümmungsrad2en  angewandt.     Die  Gleichung  wird  dabei  so  um- 

j  geformt,  daß   der  Krümmungsradius   der  Integralkurve  als  Punktion 

I  des  Ortes  und  der  Richtung  erscheint;  die  Kurve  wird  dann  Stück 

1     ,|,  426)  BjerJcnes,  Dynamische  Meteorologie  und  Hydrographie  II,  Braimsohweig 

'  1918,  Kap  Vn,  p.  59—64 

,1  427)  Massau  l,  Buch  V,  Kap  lEE  n.  IV     Angewandt  auf  den  Fall,  -wo  di6 

Gleichung  der  Isoklinen  as'y^  =  a;  —  y  ist     Solvn,  Über  graphische  Integration, 

I        '  Prag  1872.  Angewandt  auf  die  Gleichung -^^  =  aj' +  j/'    Ndhls*^"^ 

I      I  428)  d'Ocagne,  Calcul  graphique  et  Nomographie  Paris  1908,  Nr  41—48 

\\  429)  Scmdström,  Annalen  der  Hydrographie  und  der  maritimen  Meteorologie 

!>'  1909,  p   242—264 
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für  Stuck  aus  Kreisbogen  zusammengesetzt*^)  Die  Methode  benutzen 
z  B  Thomson  für  die  KapiUaritätsgleicbung*^^)  und  für  gewisse  Fälle 
des  Drei-Körperproblems*'*),  Wieclmi*'^^)  ziu:  Bestimmung  des  Weges 
der  Erdbebenwellen  aus  der  Laufzeitkurve,  Lanchester^^)  zur  Bestim- 
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mung  der  Bahnkurve  eines  Aeroplans  usw.  Man  vermag,  wenn  man 
bei  einiger  Übung  für  die  Krümmungsradien  passende  Mittelwerte  wählt, 
eine  in  den  meisten  Fällen  ausreiobende  Genauigkeit  zu  erzielen.  Wegen 
der  Sckaelligkeit  der  Ausführung  ist  die  Methode  sehr  brauchbar,  be- 
sonders m  der  von  Boys*^^)  angegebenen  Form  für  die  Kapillaritäts- 
gleicbung.  Hier  handelt  es  sieb  nämlich,  wenn  P  die  Punkte  der 
Kurve,  M  die  Mittelpunkte  der  Krümmungskreise  und  N  die  Schnitte 
der  Normalen  mit  der  Rotationsachse  sind,  um  die  Gleichung. 
1  1,1  1 


(210) 
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Boys  stellt  nun  die  Strecke  PN  durch  em  Lineal  dar,  auf  dem  eine 
Skala  für  -p^  angebracht  ist.  Dadurch  wnd  die  Bestimmung  von 
Pg-Zlfj  aus  Pi^i  sehr  erleichtert  Der  Drehpunkt  wird  durch  einen 
klemen  Dreifuß  festgelegt,  dessen  einer  Fuß  auf  den  betreffenden 
Punkt  der  Skala  des  Lineales,  dessen  beiden  andere  Füße  auf  das 
Papier  gesetzt  werden. 

430)  Nach  Orane,  Lehrbuch  der  BaUietik  1,  p.  174,  75  soll  diese  Methode 
zur  Konstruktion  der  Balhstiflchen  Kurven  schon  von  Poncelet,  Le9ons  de  m^canique 
industrielle  ü,  Metz  1828/ä9,  p.  55  und  Dtdion,  Txaitö  de  bahstique  Paris  1848, 
1860,  p.  196  angewandt  ■worden  sein. 

481)  Thomson,  Populär  lectuies  and  adreases  I,  p  Iff 

482)  Lord  Kelvin,  Bnt.  Ass  Rep  Edinb.  62  (1892),  p.  648—62  Philosophi- 
cal  Magazine  (5)  34  (1892),  p  443—448 

438)  Wxechert  n.  ZöpprtU,  Über  Erdbeben  wellen  I,  §  20,  Gott  Nachr  1907. 
434)  Lanchester,  Aerodonetics  Ghap  HI,  London  1908,  deutsch  von  0  u  A. 
Bunge,  Leipzig  1911. 

485)  0  V.  Boys,  Phil   Mag.  V,  36  (1893),  p.  76    Nature  48  (1893),  p  116 
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I 

"Vereinfacht  hat  Meißner^^^  diese  Methode  dadurch,  daß  er  statt 
der  PunJctkoordinaten  x^  y  Linienkoordinaten  m,  p  einführt,  die  mit 
Xf  y  durch  die  Gleichung 

(211)  ic  •  cos  M  4~  2^  *  sin  w  —  p  =  0 

zusammenhangen.    Man  erhält  so  für  jede  Funktion  jß(u)  unendlich 
viele  G-erade,  die  eine  Kurve  Q  umhüllen,  durch  deren  Verlauf  2?(m) 

bestimmt  ist  Da  jp'(tt)  der  NuU- 
punktsabstand  der  Normalen  im  Be- 
rührungspunkte der  Geraden  jp(w) 
mit  der  Kurve  C  ist,  dasselbe  für 
j?"(m)  hinsichtlich  'p'{u)  und  der  ent- 
sprechenden Kurve  0'  gilt  usw, 
so  sieht  man,  daß  der  Krümmungs- 
radius der  Kurve  0 

(212)     ()(«)=i>"(w)+p(M) 

ist,  daß  also  hier  der  Zusanunen- 
Fig  28  hang  von  9  mit  den  Ableitungen 

vresentlioh  einfacher  ist  als  bei  ge- 
wöhnlichen Punktkoordinaten.  Für  die  Ausfiihrung  empfiehlt  es  sich, 
die  Winkeländerungen  immer  gleich  zu  nehmen,  falls  nicht  besondere 
Gründe  eine  Änderung  nötig  erscheinen  lassen  Man  zeichnet  zunächst 
mit  Qq  einen  Bogen  mit  der  Winkeloffnuug  Aw,  für  den  so  gefundenen 
Punkt  berechnet  man  p^*  und  ersetzt  den  ersten  Bogen  durch  einen 
solchen  mit  dem  Radius  "t  ^^  >  ^^^  v^iederholt  man,  bis  keine  Ände- 
rung  mehr  eintritt.  Meißvter  deutet  an  vv^ie  sich  die  Methode  auf  Diffe- 
rentialgleichungen höherer  Ordnung  übertragen  laßt 

d)  Zur  graphischen  Integration  spegieUer  Differentialgleichungen 
gibt  es  natürlich  noch  besondere  Methoden,  die  auf  speziellen  Eigen- 
schaften der  betreffenden  Integralkurven  beruhen  Insbesondere  lassen 
eich  alle  die  Eigenschaften  von  Kurven,  die  zur  Konstruktion  von 
Apparaten  zum  Zeichnen  der  Kurven  gedient  haben,  auch  zur  graphi- 
schen Integration  der  zugehörigen  Differentialgleichungen  verwenden.*^') 
1'  Femer  sei  auf  die  gi'aphischen  und  numerischen  Methoden  der  BaUi- 

I  stik  hmgevs-iesen.*^^) 

I  486)  Meißner,  Schweizer  Banzeitung  62  (1918),  Nr  16,  16 

|i  487)  Z  B   Schimmack,  Eui  kmematiBclieB  Prinzip  nnd  seine  Anwendung  zu 

!|'  einem  Katenographen,  Zeitschi.  Math.  Phys  52  (1905),  p  841—47;  Schilling,  Über 

|l  I  neue  kinematische  Modelle,   Zeitschr.  Math   Fhys   44  (1899),  51  (1904)  und  54 

I  (1906);  femer  Jabresber  d.  Deutsch   Math-Ver  XI  (1902). 

ii|  488)  Creme,  Lehrbuch  der  Ballistik  1,  Leipzig  1910, 
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16.  Eine  Seihe  melir  reohnerisolier  Methoden  suclieii  in  auf- 
einanderfolgenden Intervallen  möglichst  viele  GUieder  der  in  eine  Taylor- 
sche  Beihe  entwickelten  Lösung  darzustellen. 

a)  Ältere  Methoden.  Die  ältesten  Versuche  dieser  Art,  die  aller- 
dings den  ganzen  Verlauf  der  Enrve  durch  eine  Reihe  darstellen  wollen, 
ohne  sich  weiter  um  deren  Konvergenz  zu  kümmern,  suchen,  wie  es 
z.  B,  Newton^^^),  Leibme*^%  Kastner^^  Biüer^^)  u.  a  tun,  die  Lösung 
in  einer  Potenzreihe  darzustellen,  deren  Konstanten  man  durch  Ein- 
setzen in  die  Q-leichung  und  NuUsetzen  der  Koeffizienten  der  emzelnen 
Potenzen  von  x  nacheinander  bestimmt.  Diese  Methode  ist  von  La- 
grange^^)  auf  die  Entwicklung  der  Lösung  m  einen  Kettenbruch  über- 
tragen worden.  Ahnlich  verfährt  auch  Kram^*^),  der  vorschlägt,  den 
ganzen  Verlauf  der  Integralkurve  durch  eine  Reihe 

(213)  y==<p(x)  =  Ä-i-Bx-{-Gx^  +  Dx^+       +  iJa;" 

darzustellen  und  die  Koeffizienten  der  Reihe  dadurch  zu  bestimmen, 
daß  man  diesen  Wert  von  y  und  die  daraus  gebildeten  Werte  t/',  y", 
etc.  in  die  gegebene  GHeichung 

(214)  F(x,y,y,y'\.    .  i/W)  =  0 

emsetzt;  man  erhält  so  eine  Gleichung  zwischen  den  Größen  x,  A,  B, 
.  ,  B.  In  diese  setzt  man  der  Reihe  nach  für  passend  gewählte  e 
statt  X  die  Werte  a,  a-\-s,  a-{-  2sj  etc  ein.  So  kann  man  m  —  w  +  1 
Gleichungen  zwischen  den  Koeffizienten  Ä,  B,  G,  . .  erhalten,  aus 
denen  diese  berechnet  werden  können,  wenn  man  noch  die  n  durch 
die  Anfangswerte  gegebenen  Bedingungen  hinzunimmt  Man  erhält 
so  eme  angenäherte  Lösung  für  die  Umgebung  des  Punktes  x  =  a, 
die  den  vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  genügt  Kramp  zeigt 
die  Genauigkeit  seinei  Methode  an  einer  Reihe  von  Gleichungen  erster 

439)  Newton,  Brief  an  Oldenburg  vom  24  X  1676  siehe.  Gerhardt,  Bnef- 
wechsel  von  G  W  Leibniz  mit  Mathematikern,  Berlin  1899  Femer  Newton, 
Fimoipia  pbilosophiae  naturalis  Buch  U,  vgl.  auch  Pomcard,  Wissenschaft  und 
Methode,  deutsch  von  F.uL  Lindemann,  Leipzig  1914,  p  264 

440)  Z  B.  Leibme,  Acta  eruditorum  1698,  abgedruckt,  Oswalds  Klassiker 
Nr  162,  p  19  ff. 

441)  Kastner,  Anfangsgründe  der  Analysis  des  Unendlichen  (1  Aufl  1761) 
2  Aufl ,  Göttingen  1770,  p  404—27  Kästner  teilt  §  465  mit,  daß  m  Bnefen  aus 
dem  Jahie  1738  und  86  von  Nikolaus  Beinoülh  an  Stirhng  und  Gramer  diese 
Methode  angegeben  werde 

442)  Euler,  Institutionum  calcuh  integralis  Vol  1,  Ted  2,  Kap  7,  §  656,  Pe- 
tersburg 1768  (8.  Aufl.  1824);  Vol  2,  Teil  1,  Kap.  7  und  8  (8  Aufl  1827) 

443)  Lagrange,  Nouveaux  mömoiies  de  l'Acad  roy  ä,  Berlin  1776,  p  236—64 

444)  Kramp,  Annales  de  mathematique  de  Gergonne  10  (1819/20),  p  1—88. 
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Ordnung,  die  sicli  aueL.  in  geschlossener  Form  integrieren  lassen.**") 
Angewandt  ist  diese  Methode  sonst  wohl  kaum 

Etwas  anders  verfahren  JEkd^**'),  Lacroix^'')  u.  a.,  die  die  höheren 
Ableitungen  in  einem  Punkte  mittels  der  Gleichung  durch  die  ev. 
als  Anfangshedmgungen  gegebenen  niederen  Ableitungen  bestimmen 
und  für  die  Lösung  eine  Taylorsche  Reihe  ansetssen 

b)  Methode  von  Brnige-Eeun-Kuüa.  Die  einfachste  Methode,  die 
wirklich  in  Intervalle  teilt,  ist  die  (JatwJÄysche  Differenzenmethode***), 

die  die  Gleichung  -^  =  f{p,y)  einfach  durch  die  Djfferenzengleichung 

Ay  =  f(cc,  y)  Afl?  ersetzt  (vgl  11  A  4a  (P.  Painleoi)  Gewöhnhche  Dif- 
ferentialgleichungen; Existenz  der  Lösungen,  Nr.  3 — 8)  Präzisiert  und 
veremfacht  ist  diese  Methode,  die  ursprünghoh  zum  Eiistenzbeweis 
dient,  von  Lvpschitg*^^)]  daß  man  sie  zur  Berechnung  verwenden  kann, 
zeigt  z  B.  Painlev^*^^)  Bin  durchgerechnetes  Beispiel  findet  sich  bei 
t^Ädh&mar^^y,  zur  graphischen  Konstruktion  verwendete  sie  Froude^^^, 
Ftcdaii^^^)  u.  a  Häufig  findet  man  diese  Methode  in  der  Technik.*'^) 
Sie  ist  dadurch  wesenthch  verbessert  worden,  daß  man  eine  Reihe  der 
im  vorigen  Abschnitt  besprochenen  Quadraturfoimeln  auf  die  Differen- 
tialgleichungen übertragen  hat*^")  Eine  Reihe  so  gefundener  Formeln 
geben  Rimge*^^),  Heun*^"^  und  KuUa*'^^)    Diese  smd  ursprünglich  für 

445)  Kramp,  Annales  de  mathömatique  de  Gergonne  10  (1819/20),  p  317 — 41 
und  861—79 

446)  EuUr,  Institutiontun  calouli  integralis  Vol  1,  Petersburg  1768  (3  Aufl 
1824)  Absohmtt  E,  Kap    7,  §  656—67,  Vol  2  (8  Aufl.  1827)  Kap  12,  p.  282—98 

447)  La&'oix,  Integralceohnung,  p  284 — 96 

448)  Gauclvg,  Lö9onB  (herausgegeben  von  Moigno)  1844  als  Vorlesung  über 
die  Integrakeclinung  übersetzt  von  Schnuse,  Braunschweig  1876,  insbesondere 
Vorlesung  26—28,  p.  279—828 

449)  Lvpachitz,  Lehrbuch  der  Analysis  II,  Differential-  und  Integrabechnung, 
Bonn  1880,  p.  500  ff,  s   a.  Picard,  Traitö  d' Analyse  II,  Paris  1905,  p.  322  ff 

4öO)  Pamleve,  Paris  C  B  128  (1899),  p.  1505—8. 

461)  Montessits  et  d'AäMmai,  Calcul  num&ique,  Paris  1911,  p.  218—20 

462)  Froude,  Transaotions  of  the  Institution  of  Naval  Architects  16  (1876), 
p.  67—70 

468)  PicciaUi,  ü  Politechnico  41  (1898),  p.  493—503,  587—546. 

464)  Z  B  Keller,  Berechnung  gewölbter  Platten  Zeitschrift  des  Vereins 
deutscher  Ingemeure  1912,  p  1988  ff.  (Poischungsarheiten  124)  Berechnung  von 
Radscheiben,  Schweizerische  Bauzeibung  1909,  p  307;  Die  Turbine  1909,  p  88, 
FankJiamer,  Die  Festigkeit  von  kegol-  und  kugelförmigen  Böden  und  Deckeln 
Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  58  (1914),  p.  840—44,  922—28 

465)  S  a  JDwanä,  Annals  of  Mathematios  12  (1898),  p  110—117. 

466)  Bunge,  Math  Ann  46  (1895),  p  167—78  Diese  Methode  ist  eine  Er- 
weiterung der  iStm^Aonschen  Eegel 
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(215) 


die  numerisolie  Auswertung  gedacht*"®),  lassen  sicli  aber  auch  sehr 
gut  graphiscli  verwenden    Besonders  brauchbar  ist  eine  der  Ton  Kutta 
aufgestellten  Formeln*^).    Ist  y=f(xy),  so  setzt  man 
A'y  =  f(xy)    Lx, 

A"t/  =  f{x  +  ^Lx,  y  +  ^A»  .  Aa;, 

A">  =  fix  +  ^Lx,  y  +  iA'»  .  Ax, 

^(iiy  _  ^(^  _|_  Aa;,  y  +  A'"y)Ax, 

j)  =  i(At/'  +  A(^2/),    2  =  KA"2/  +  A"», 

Ay  =  g  +  ^(iJ  —  s'). 

Die  graphische  Ausführung  dieser  Methode  zeigt  Fig  29  Die  graphische 
Methode  ist  besonders  dann  zu  empfehlen,  wenn  man  die  Richtungen 
in  jedem  beliebigen  Punkte  zeich- 
nerisch leicht  erhalten  kann.  Hat 
man  so  den  Punkt  x  -\-  Ax, 
y-\-Ay  konstruiert,  so  fährt  man 
in  gleicher  Weise  fort*^^)  Allge- 
meine Untersuchungen  über  Auf- 
stellung derartiger  Formeln  hat 
neuerdmgs  Bunge^^^  angestellt. 
Eme  große  Mannigfaltigkeit  von 


< f- 


Fig  29 


467)  Seun,  Zeitachr.  Math.  Phys  45  (1900),  p  28—88  sucht  die  Caii^Sschen 
Formeln  zu  verallgemeinern. 

468)  Kutta,  Zeitsohr  Math.  Phjs  46  (1901>,  p.  485—52  und  Dissertation, 
München  1901. 

459)  Vgl  auch  W.  F.  Shq^ard,  A  Method  for  Extendmg  the  Accuracy  of 
certain  Mathematical  Tahles.  Proceedinga  of  the  London  Mathematical  Society 
XXXI  (1899),  p   423—48 

4ÖÜ)  Koch,  Über  die  praktische  Anwendung  der  JR'wnge-Kvtita^fih.QTi.  Methode 
zur  numerischen  Integration  von  Differentialgleichungen     Diss    Göttmgen  1909 

461)  Em  ähnhcher  Gedanke  findet  sich  m  Nehls,  Über  giaphiscbe  Inte- 
gration §  10     Dort  wird  die  Integration  von 


^/^  =  m  +  <Piy) 


Vx 


so  vorgenommen,  daß 
Ai/  =  yi  Aa;  +  y\  —^  =  (f(X)  -f  (p{.y))Ax  -{-  [fix)  -{■  cp'{y)  (fix)  -f  (p(?/))]  —^ 

gesetzt  und  das  letzte  Ghed  vernachlässigt  wird.    Ähnlich  wird  die  Gleichung 
dx 


'f{x)   cp(y)  behandelt. 


462)  Bunge,  N'umerisches  Eechnen  Autographiertes  Yorlesungsheft,  Göttingen 
1912/13,  p.  219—248 
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Formeln  haben  dieselbe  Genauigkeit  wie  die  obige;  sie  geben  die 
Glieder  der  Taylorschen  Reilie,  vierter  Ordnung  emBchließlicli  richtig 
wieder  ^^'j  Doch  lassen  sich  die  Formeln  nicht  so  wählen,  daß  sämt- 
liche Glieder  fünfter  Ordnung  richtig  dargestellt  werden.    Es  läßt  sich 

dies  nur  für  einzelne  erreichen  z.  B.  für  die  von  -5^  freien  Glieder 

oy 

fünfler  und  sechster  Ordnung.  Die  Formeln,  die  man  so  erhält,  sind 
dann  von  Vorteil,  wenn  f(x,  y)  sich  mit  y  nur  wenig  ändert  An 
einem  allgemeinen  großen  Gesichtspunkt  fehlt  es  hier  aber  Das 
Gesetz,  nach  dem  sich  der  Fehler  fortpflanzt,  hat  Bunge  aufgestellt*") 

KyMa^^^  hat  spater  gezeigt,  daß  der  Ansatz  sich  auch  auf  Systeme 
von  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ausdehnen  laßt 
und  damit  auch  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  beliebiger 
Ordnung,  die  sich  stets  m  ein  System  simultaner  Gleichungen  erster 
Ordnung  verwandeln  lassen.  Graphisch  hat  man  dann  die  obige 
Zeichnung  gleichzeitig  in  ebensoviel  Ebenen  durchzuführen,  als  Glei- 
chungen vorhanden  sind. 

Verwandt  sind  diese  Methoden  z  B.  von  Boltge^^^)  bei  der  Be- 
rechnung der  Grenzschichten  an  Rotationskörpern  in  Flüssigkeiten  mit 
kleiner  Reibung,  von  Koclh^^^)  auf  K!apillaritätskurven  und  auf  einen 
Fall  des  Dreikörperproblems,  von  Haclcett^^'')  auf  das  Problem  dreier 
Punkte,  die  einander  mit  konstanter  Geschwindigkeit  verfolgen  (Formel 
von  Bunge),  von  Hort^'^''^)  auf  die  Untersuchung  des  Bewegungsvei- 
laufes  in  Einzylindermaachinen  (ebenfalls  Formel  von  Bunge)  von  Huber 
und  Flicks*'^)  zur  Berechnung  der  Hauptspannangstrajektorieii  bei  der 
Deformation  zweier  aufeinander  gepreßter  KreiszyLndei  (eine  der  JBJeuti- 
schen  Formeln) 

c)  Methoden  der  Differeneenrechnung.  Möglichst  gut  m  Intervallen 
die  Reihenentwicklung  der  Losung  anzunähern,  versuchen  auch  die  auf 
den  Formeln  von  §  10  beruhenden,  vielfach  m  der  Himmelsmechanik 
angewandten  Methoden     Es  kommt  bei  diesen  vor  allem  darauf  an, 

463)  KuUa  gibt  in  der**^  zitierten  Arbeit  Absatz  V  genauer  an,  wie  sich  die 
Abweichungen   anf  die    einzelnen  Gheder  von  der  fünften  Ordnung  verteilen 

Nicht  die  obige  Formel,  sondern  eme  Formel,  die  die  Werte  für    j,  ,  -„    und 

9.  A  /TT 

— -—  benutzt,  gibt  die  bessere  Annilhenmg. 
o 

464)  Bunge,  Göttmger  Nachrichten  1906,  p.  252—67. 
466)  Emden,  Gaskugeln,  Leipzig  1907,  p.  92, 

466)  BoUee,  Dissertation,  Göttingen  1908 

467)  Haclett,  John  Hopkins  Univ  Circ.  208  (1008)  Nr  7,  p.  1.35—37 
467»)  Hort,  Die  Differentialgleichungen  des  Ingenieurs,  Berlin  1914,  p  185—68. 

468)  Siiber  und  Fuchs,  Physikahsche  Zeitschrift  16  (1014),  p  298—808 
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den  Anfang  des  Schemas  festzulegen.  Dazu  lößt  man  die  Differential- 
gleiclLung  nach  der  höchsten  yorkommenden  Ableitung,  etwa  der  n*^, 
auf  und  berechnet  mit  den  gegebenen  Anfangswerten  für  dieselbe 
einen  angenäherten  Wert.  Diesen  benutzt  man  zur  vorläufigen  Hei> 
Stellung  eines  Differenzenschemas,  aus  dem  man  nun  nach  den  m  Nr  10 
gegebenen  Formeln  verbesserte  Werte  der  abhängigen  Variablen  aus- 
rechnet Diese  führt  man  in  die  entsprechend  umgeformte  DijBferential- 
gleichung  ein  und  findet  einen  neuen  Wert  für  die  n*®  Ableitung,  den 
man  wiederum  zur  Herstellung  eines  Differenzenschemas  benutzt  Dies 
setzt  man  so  lange  fort,  bis  keine  Änderung  mehr  eintritt.  Beim  nächsten 
Integralwert  verfahrt  man  genau  so  und  geht  so  Schritt  für  Schritt 
weiter  Die  besondere  Form  der  Gleichung  erleichtert  dabei  offc  die 
Rechnung  wesentlich.  Beispiele  zu  dieser  Methode  finden  sich  in  den 
m  Ni.  10  angeführten  Lehrbüchern. 

17.  Asymptotisolie  Integration.  Sehr  brauchbar  für  die  ange- 
näherte Berechnung  eines  Integrales  können  unter  Umständen  die 
Methoden  der  asymptotischen  Integration  sein.  Hängen  in  einer  linearen 
Differentialgleichung  die  Koeffizienten  der  verschiedenen  Ableitungen 
außer  von  der  unabhängigen  Variablen  x  noch  von  emem  Parameter 
h  ab,  so  besteht  das  Problem  der  asymptotischen  Integration  darin, 
Funktionen  von  x  und  &  zu  suchen,  die,  wenn  |&|  groß  gegenüber 
dem  a  wird,  die  gesuchten  Integrale  immer  besser  annähern.  Der  ein- 
fachste Fall 

2/"+(&  +  fl(a;))y  =  0 

findet  sich  schon  bei  Liouvüle^^^)  behandelt    Allgemein  haben  jHbr«^'^), 
Schlesinger'^'''^),  Bzrkhofjf^''^)  und  Love^'^^)  diesen  FaU  behandelt,  während 
Blumenthal  die  Methode  nach  der  Seite  der  praktischen  Anwendbar- 
keit ausgestaltet  hat*''*)     Er  betrachtet  z  B    eme  Q-leichung 
y{n)  j^  a^i/n-i)  ^        ^  ^a,,{x)  +  h-)y  =  0, 

integriert  statt  dessen  y^"'^  +  ^V  =  0  ^^^  schätzt  den  Fehler,  der  von 
der  Größenordnung  -r-  ist,  wo  A  eine  Wurzel  von  X*'-\-b  =  0  ist,  nach 
einem  auf  Lwuvtlle  zui-ückgehenden  Verfahi-en  ab  Für  gewisse  Punkte, 
m  denen  oft  gerade  durch  Bedingungen  das  gesuchte  Integral  fest- 

469)  Ltoimlle,  J  de  math  2  (1837) 

470)  Hoin,  Ann  Math  52  (1899),  p  271—92,  340—62 

471)  Schlestnger,  Ann  Math  68  (1907),  p  277—800 

472)  Bvrkliofff  Transactions  of  the  amencan  mathematical  sooiety  9  (1908), 
p   219—81 

473)  Love,  Amer.  Joum   of  math   86  (1914),  p  161—60  (Literaturangaben). 

474)  JBlumenihca,  Arch  Math  Phys  (8)  19  (1912),  p.  136  -47 
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gelegt  ist,  gilt  bisweilen  die  gefundene  Darstellung  nictt.  Wie  man 
sich  da  auf  yerschiedene  Art  helfen  kann,  ftihrt  BlumenthcU  in  ver- 
schiedenen Arbeiten  aus,  in  denen  er  seine  Methode  auf  asymptotische 
DarsteUnng  dei-  Kugelf unktionen*"),  Berechnung  der  Spannung  in  einer 
Kugelschale*^'*)  und  auf  das  Turbulenzproblem  anwendet.*'^) 

18.  Methode  der  sutzessiven  Approximation  (vgl  II  A  4a  (P. 
PainlevS)  Gewöhnliche  Diffentialgleichungen;  Existenz  der  Lösungen, 
Nr  9  u.  10)  a)  Graphisdie  Methode.  Ausgehend  von  der  Methode  der 
sukzessiven  Approximation,  die  Ficard^'^'')  und  LindeUff^''^)  zum  Beweise 
der  Existenz  der  Losungen  einer  gewohnlichen  Differentialgleichung 
benutzen,  hat  Rimge"^)  eine  Methode  angegeben,  bei  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  auf  graphischem  Wege  aus  emer  Näherungs- 
kurve, die  etwa  nach  einer  der  obigen  Methoden  gefunden  sein  kann, 
durch  sukzessive  Verbesserung  die  Lösung  mit  der  graphisch  en*eich- 
baren  Genauigkeit  zu  finden  Ist  y  die  Lösung  der  Differentialgleichung 

-^  ==  f(s;^  y)^  2/x  <^^ö  ****  Näherung,  e^  der  Fehler  derselben,  und  gehen 

aUe  Näherungen  durch  den  Punkt  x^^y^,  so  wu'd  y^  so  bestimmt,  daß 

(216)  ^  =  /'(^,yx-i) 

ist,  also 

(217)        y  -  %=f''^"''iZy":';-'^  (y-y,-,)«?^ 

<  Bix,  -x,y~^^==I){x,-x,)    Mittelwert  8,_^, 

wo  D  =  max  f^^^^y^-f^^^y*^!  in  dem  betrachteten  Teile  der  a;«-Ebene 
y-2/x-i 

ist    Dabei  ist  D  kleiner,  höchstens  gleich  dem  größten  Werte  von    ,  - 

Damit  dieser  Ausdruck  nicht  zu  groß  werde,  kann  man  bei  jeder  Inte- 
gration das  Koordmatensystem  entsprechend  legen  *^)    Die  Ausfuhi-ung 

476)  Blumenfhal,  Zeitschr.  Math  Phys  62  (1913—14),  p  343— Ö8 

476)  BlumentJiäl,  Sitzungsbenchte  der  math  -phya  Klasse  der  kgl  bayrischen 
Akademie  der  Wissenschaften  1918,  p  663 — 96. 

477)  Ptcard,  J  de  math  1890  asw  vgl  Picard,  Tiaitö  d'Analyse  2  Aufl. 
Paris  1905,  Kap  XI,  lU 

478)  Lindehf,  J  de  math  (4)  10  (1894),  p  117-28 

479)  Bunge,  Jahresber  d.  Deutsch  Math  -Ver  16  (1907),  p  270—72 

480)  V  Sandeyi,  Praktische  Analysis,  Leipzig  1914,  p  156;  Archiv  fiir  Elektro- 
technik 2  (1914),  Heft  7,  p  288—98 


18.  Methode  der  BukzesBiven  Approximation.  153 

im  einzelnen  zeigt  Fig  30.*^^)    Wenn  die  Maßstäbe  für  x  und  y  ein- 
ander gleich  genommen  sind,  so  bilden  die  Isoklinen 

(218)  fix,  y)  =  Const. 

nnd  die  jeder  Isokline  zugehörige  Ricbtung  die  Daten,  die  ganz  unab- 


Fig  80. 


hängig  davon  sind,  wie  die  Koordinatenachsen  gewählt  werden     Das 
Verfahren  konvergiert,  wenn  I){x^ —  x^  <  1  ist     Dann  ist 


(219) 


kxl  ^  (-^(^1  —  a^o))""^ ^*^^  l^il 


Falls  zwei  aufeinanderfolgende  Näherungskurven  nicht  merklich  von- 
einander abweichen,  ist  die  Losung  mit  der  Genauigkeit  der  Zeichnung 

gefunden     Ist  -—  ==  f(x,  y^  -\-  F^,  so  gilt  als  Fehlerfortpflanzungs- 
gesetz 
(220)  \s^\  <  max  |i?;|e°(*-^)|a;  —  x^l 

Auch  diese  Methode  laßt  sich  auf  Systeme  von  simidtanen  linearen 
Ihffermiidlgleiclmngen  und  Differentialgleichungen  beliebig  hoher  Ord- 


chtmg 


481)  Die  Fig  80  zeigt  zwei  aufeinanderfolgende  Näherungskturen  der  Glei- 
2ax 


dx      a;*  +  y' 


154    n  C  2.   C.  Btmge-Fr.  A.  TFiTIer».    Numensche  und  graphische  Integration 
nwng  übertragen     Haben  wir  z  B.  die  drei  Gleicbimgen 

^  =  fe  %  h  t), 

(221)  ^  =  i^fey,^,0, 

so  benutzt  man  die  drei  Ebenen  xt,  yt  und  st^  die  man  sich  anch 
mit  gemeinsamer  PA-cbae  übereinander  gelegt  denken  kann.  Man 
zeichnet  nun  von  ersten  Approximationen  Xj^(t),  2/i(0  ^^<i  ^i(0  ^^S" 
gehend,  in  den  drei  Ebenen  die  Kurven  mit  den  Ordmaten 

fi^ii^,  2/i(^;  ^ii^,i)  usw. 
integriert  sie  graphisch  und  findet  die  zweiten  Approximationen 
x^{t),  y^(t)  und  ^g®, 

mit  denen  man  neue  Kurven  f,  g  und  Ti  zeichnet  usw  Die  Funktionen 
/",  Qf  h  können  dabei  in  mannigfacher  Weise  auch  graphisch  z  B 
durch  Nomogramme*^*)  gegeben  sein 

b)  NumeriscJie  Methoden  Auch  rechnerisch  wird  die  Methode  zur 
Aufsuchung  einer  Funktionenreihe  verwandt,  die  das  Integral  approxi- 
miert, so  z.  B  von  Dcvoidoglou^^^  zur  Berechnung  des  Integrales  von 
-j^  =  9>(.^)  y-  Systematisch  aber  hat  Gotton  diese  Methode  entwickelt, 
ausgehend  von  einer  Reihe  von  Arbeiten  von  Severim  über  die  an- 
genäherte Integration  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung*^*), 
wie  über  Systeme  von  solchen  Gleichungen  mit  willkdrlichem  Para- 
meter*"'').  Er  geht  davon  aus,  daß  ein  ähnliches  System  von  Gleichungen 
eine  der  gesuchten  Lösung  G„  benachbarte  Lösung  G^  gibt^^"*),  die  man 
anstatt  der  von  Picard-Lmdeloff  benutzten  Konstanten  als  Ausgangs- 
funktion  benutzt.  Wie  man  solche  angenäherten  Lösungen  für  be- 
stimmte lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  finden  kann, 
zeigt  z.  B.  de  Sparre^^'').    Um   eine  solche  Lösung  0,  kann  man  ein 

482)  Betreffs  der  Methoden  der  Nomographie  sei  verwiesen  auf  die  beiden 
Werke:  cfOcagne,  Traitö  de  Nomographie,  Fans  1899  und  d'Ocagnc,  Calcul 
graphique  et  Nomographie,  Pans  1908  und  die  dort  angegebene  Literatur 

488)  Davidoglou,  Paris  C  R.  180  (1900),  p  692—695,  1241—124:$ 

484)  Sevenni,  ßendioonti  del  Reale  Istituto  Lombarde  (2)  31  (1898),  p  950  ff. 
und  (2)  82  (1899),  p  1427—87. 

485)  Sevenni,  Rendiconti  del  Reale  Istituto  Lombardo  (2)  88  (1900),  p  825 
-889 

486)  Cotton,  Acta  mathematica  81  (1908),  p.  107—126. 

487)  de  Sparre,  Rend.  d.  R.  Accad  dei  Lmcei  (6)  7,  2  (1898),  p  111—117 
und  Brux   Soo   so   28  B  (1899),  p.  176—187 
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Gebiet  G  konstmieTen,  das  die  exakte  Integralknrye  sicher  enthält 
Die  Dimensionen  d  von  G  sind  Funktionen  der  unabhängigen  Variablen  t; 
und  man  findet  die  Dominanten  A  zu.  diesen  Dimensionen  d  durch 
Integration  eines  Systems  linearer  Differentialgleichungen 

/JA 

-57  =  «a Ai  +  a.jA, H h  ö,„A.  +  h,, 

deren  Koeffizienten  dominant  zu  denjenigen  smd,  die  sich  aus  dem 
gegebenen  Gleichungssystem  mittels  der  i^scÄiiferschen  Bedingungen 
konstruieren  lassen,  und  wo  J,  dominant  zum  Fehler  der  angenäherten 
Lösung  des  benachbarten  Gleichungsystemes 

ist,  also  Null  wird,  wenn  dasselbe  sich  exakt  lösen  läßt  ^^)  Man  kann 
bei  dieser  Art  der  Abschätzung  den  verschiedenen  "Vorzeichen  der 
Koeffizienten  nicht  Rechnung  tragen  und  erhalt  daher  em  meist  zu 
großes  Gebiet. 

Wesenthch  besser  wird  die  Gebietsabschätzung,  wenn  man  die  von 
Cauchy  angegebene  Methode  benutzt,  von  einem  vollständig  gegebenen 
Lösungssystem  der  homogenen  Differentialgleichung  zu  dem  der  m- 
homogenen  überzugehen  *^^  Sind  die  x^  die  gesuchten  Lösungen  des 
Systems 

(222)  ^'  -  iÄ,^,x,  +  A,^,x,  +     .  +  A,^„x)  ^  hXt,  x„  x„      ,  :rj, 

wo  die  A^^  so  bestimmt  sind,  daß  sie  gleich  oder  nahe  gleich  ^ 
nach  der  Substitution  der  angenäherten  Lösung  y^  sind,  und  ist  gj(i) 
definiert  durch 

(223)  ^/^^  -  {A,^,y,  +  A,^,y,  +       +  ^,„y„)  =  g,(t\ 

so  gilt  für  den  Fehler  die  Gleichung 

(224)^-(4,,d,+^.,ad3+     ■\-Ä,j:)^\{t,x„x,.,  xJ-gXt)=m). 

Sind  femer  g^^^iit,«)  ...  (p^^ni^jd)  n  Systeme  von  Lösungen  der  homo- 
genen Gleichung,  so  daß  g}^^^(a,a)  =  1,  9)^^,(0:,  a)  =  0  ist,  und  sind 
die  3*^,  den  <p^^,  die  ß^  den  B^  dominant,  so  erhält  man  eme  wesent- 
lich engere  obere  Fehlergrenze,  wenn  man 

t 

(225)A,if  =  /[/3,(«)^,,,(i,a)+/32W^..s('5,«)  +  V  +  /5„(a)^,,„(^,«)]^« 

setzt  *«») 

488)  CoUon,  PanB  C  R.  140  (1905),  p  494—496 

489)  CoUon,  PariB  C.  R   141  (1905),  p   177—179. 

490)  Gotton,  Pans  C.  R   146  (1909),  p  274—276. 
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Besser**^)  noch  wendet  man  sukzessive  Approximation  an,  um  aus 
einer  angenäherten  Integralkurve  C^  eme  neue  G^'  zu  finden,  nebst 
einem   engeren   G-ebiet    Q^,   das   auch  die  exakte  Integralkurve   ent- 

\  halten  muß.    Dazu  wertet  man  jeden  Faktor  unter  dem  Integrale 

t 

(226)  d,(t)  =/[:Bi(«)gP,.,  M  +      +  BM<P.,nM]^'^ 

aus.  Allerdings  ist  JB^  nicht  genau  bekannnt,  aber  leicht  zu  schätzen, 
wenn  man  roh  0  kennt.    Setzt  man  J9/  für  B^  em,  und  ist 

(227)  \B-B:\  =  \hXt,x^x,  ..x:)^hXt,y],yl..yl)\ 
wo  T,  ,  ==  s-^  ist,  so  wird  die  Korrektion  für  die  Werte  yj^ 

i 

(228)  <^,^  =  /[^i' («)?'.,:(*,«)  +  •  .  +  J5^(«)9..„a«)]^«, 

und  zur  Berechnung  der  Grenze  G^  hat  man 

t 

(229)  \d-  (J.^l  </[^i(«)^..i(<,«)4-"  +  ^„W^x.„(^,«)]^«=A;[iW 

So  kann  man  foi-tfahren  und  weitere  Korrektionen  an  dem  Nähe- 
rungswert anbringen.  Die  so  gefundenen  Reihen  konvergieren  in 
einem  bestimmten  Gebiet  *^^)  Gotton  zeigt  die  praktische  Durchführung 
einer  solchen  Integration  an  der  Gleichung  des  sphärischen  Pendels; 
nur  der  letzte  Fall  gibt  hier  eine  ausreichende  Genauigkeit,*^*) 

Ähnlich  verfährt  B(moald^^^)\   er  brmgt  die  Gleichung  auf  die 
Form 
;  (230)      2/W+^2^'-i)4-      -l-^y  =  ^(!/(«-i),  2/(»-«)    .y,x), 

wo  die  A  Konstante  oder  Funktionen  von  x  smd,  und  mtesrnert  zu- 
nächst  die  homogene  Gleichung,  indem  er  JP  =  0  setzt.  Diesen  Lösungs- 
wert y^  setzt  er  in  F  ein,  erhalt  so  eine  Funktion  von  x  auf  der 
rechten  Seite.  Die  nicht  homogene  Gleichung  integriert  er  nach  der 
I  Lagrang^^Ai&n  Methode*^)  der  Variation  der  Konstanten  und]>erfährt 

mit  dem  Lösungswert  y^  genau  wie  mit  y^.    Ausführlich  untersucht 

491)  Gotton,  Bulletin  de  la  soci^td  math.  de  France  86  (1908),  p.  226—246 
1  492)  Gotton,  Ann.  de  Qienoble  21  (1909),  p  99—115 

'  493)  BanoaJd,  Arkiv  för  Matematik,  Astrononu  och  Fysik  9  (1913),  Nr.  20 

(16  S ) 

494)  Lagrange,  Nonv.  Mem.  de  l'Acad.  de  Berlin  1788  (Ges.  Abb  V.  p  492 
-514). 
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er  Genauigkeit  und  Fehler  Derartige  Methoden  werden  in  der  Physik 
z.  B   gelegentlich  verwandt.*^**) 

Die  Methode  der  sukzessiven  Approximation  wurde  von  Sibanni^^^) 
u.  a  auf  partielle  Differentialgleichungen  von  paraholisch-hyperbolisohem 
Typ  und  von  Picard^^'')  und  Lalesco^^^)  auch  auf  Integralgleichungen 
übertragen.  Sicher  wiid  sich  auch  anschließend  an  diese  Untersuchungen 
eine  Methode  entwickeln  lassen,  die  nicht  nur  die  Existenz  der  Lö- 
sungen in  einem  gewissen  Bereich  nachzuweisen  gestattet,  sondern 
auch  erlaubt,  dieselben  numerisch  oder  graphisch  anzunähern. *^^*) 

c)  Methoden  der  JBimmdsmechanik.  Die  ältesten,  mit  großer  Mühe 
und  viel  Scharfsinn  ausgebildeten  Methoden  zur  angenäherten  Inte- 
gration gewöhnhcher  Differentialgleichungen  sind  von  der  theoretischen 
Astronomie  zur  Behandlung  des  Stomngsproblems  entwickelt.  Hier 
können  wir  nur  kurz  darauf  hinweisen.  Ausführlicheres  findet  sich 
im  sechsten  Band  der  Enzyklopädie  Ferner  ist  die  Literatur  für  die 
Zeit  von  1868 — 98  von  Whütacker^^)  zusammengestellt,  und  die  Haupt- 
methoden sind  von  Poincare^^)  auf  ihre  Konvergenz  untersucht  worden, 
der  sie  zur  Behandlung  des  folgenden,  das  w  Körperproblem  enthalten- 
den sog  allgemeinen  Problems  der  Dynamik  verwendet:  Em  mecha- 
nisches System  hänge  von  einem  Parameter  [i  ab  und  sei  auf  die 
kanonischen  Veränderlichen  cc^,  x^, ...,  x^  und  y^,  y^,  ., y„  bezogen. 
Die  Energie  F  enthalte  die  Zeit  nicht  explizit  und  habe  als  Funktion 
von  ybj  x^,  y,  folgende  drei  Eigenschaften. 

1)  F  sei  an  der  Stelle  jü  ==  0  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  II  entwiokelbar,  F^  Fq-\-  ^lF^  -f  fL'F^ . . ., 

2)  F  habe  in  bezug  auf  x^^,  x^, .  .,  x^  die  Periode  2n, 

3)  Fq  hänge  nicht  von  x^,  x^,   .  ,  x^  &b 

Es  sind  die  kanonischen  Bewegungsgleichungen  der  Mechanik  zu 
behandeln 

(2B1)  ^  =  11=  ^.(^..rt,        ^  =  -||- 

495)  Z  B  Moieth,  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper  (deutsch  von  Schepp) 
2,  Leipzig  1898,  p  268—66,  Flank,  Bebye  usw.,  Vortrage  über  die  kinetische 
Theorie  der  Materie  und  der  Elektrizität,  Leipzig  1914,  p.  22 

496)  Sibanni,  Lombardo  Rend.  del  B,  Istituto  (2)  42  (1909),  p  876—890 

497)  Ptcard,  Paris  C.  R    139  (1904),  p   246—48. 

498)  Lalesco,  Journ    de  math   (6)  4  (1908),  p  125—202 

498  ■)  Ygl.  z  ß  Tiefftz,  Über  die  Kontraktion  kreisförmiger  Flussigkeits- 
strahlen.    Dissertation  Straßburg  1914 

499)  Whtttaker,  Report  of  the  Bntish  Association  1899,  p  121—159 

500)  Poincari,  Les  mäthodes  nouvelles  de  la  mäcanique  cfleste  1—8,  Paris 
1892—1898 


I  1  1 


158    nC2.    C  Biimge-Wr  A  W%Uer8     Numerische  und  graphische  Integration 


\^\\ 


Alle   diese  Methoden  versuclien  die  exakte  Lösung  (p^{t,  fi)  bis 
auf  Glieder  jp*"  Ordnung  durcli  eine  Funktion  (pj^^t,  p)  zu  approxi- 
k  \  \  mieren,   die  für  ^  =  0  mit  (p^(tf  (i)  zusammenfällt,  und  die  bis  auf 

I  I  Glieder  Ton  mebr  als  ^^^'^  Ordnung  der  Bewegungsgleicbung  genügt; 

o      (p) 

d  b    an  der  Stelle  ^  =  0  ist  ^ '^i{<pj^\  i^)  ^^acb  Potenzen  von 

/*"  (^  ^  ö)  entwiokelbar  und  durch  fi*   *»  teilbar. 

Von  älteren  Methoden,  die  noch  heute  meist  benutzt  werden,  seien 
die  Ton  Lagrcmge^^^),  Laplace^^^),  Poisson^^^)  usw.  entwickelten  er- 
wähnt, die  den  Ansatz 

(232)  9)0-)  =^g,^(t)  +  ii<p,(t)-\---'+  iiPg>^{{) 

machen.  Während  diese  älteren  Methoden  den  Nachteil  haben,  daß  in 
ihnen  die  sog.  Säkularglieder,  d.  h.  Glieder,  m  denen  t  außerhalb  der 
periodischen  Funktionen  steht,  auftreten,  ist  es  der  Vorzug  der  neueren, 
daß  diese  Glieder  fehlen  Die  ersten  wichtigeren  Arbeiten  in  dieser 
Richtung  stammen  von  Delamay^^),  Sül'^°^),  Neuocoml^^^)  u.a.  Die 
umfassendste  Methode  ist  von  Gylden  angegeben,  der  die  durch  ver- 
schiedene Umformungen  erhaltenen  Gleichungen  schließhch  auch  durch 
sukzessive  Approximation  löst.^°^  Einfacher  ist  die  Methode  von 
Lindstedt^^^),  der  den  Ansatz  macht 

(233)  9(^)==  9^0(0  +  /^y^.iC^,^  +  /^V^.sO,0  +       +  i^<Ppp{(^,i) 
Diese  Reihe,  die  sich  auf  die  von  Lagrange  zurückführen  läßt,  ist 

im  allgemeinen  anwendbar  Um  die  bei  nahezu  kommensurablen 
Umläufen  auftretenden  kleinen  Nenner  zu  vermeiden,  macht  Bolilm^'^^) 
den  Ansatz 

(234)  cp^)=  9)0(0  +  l^^^pMi^^)  +     •  +  i^'^p^^pki^^) 

ßOl)  Lagrange,  Pnx  de  rAcadömie  Royale  des  scienoes  de  Paris  1766/72, 
"Werke,  Band  6  Z  B ,  p.  227—381 

602)  Laplace,  Möcanique  cöleste  1,  Fans  1796 

508)  Poisson,  M6m.  de  l'Acad  de  Pons  18  (1835),  p  209—336 

604)  Delaunay,  Throne  du  monvement  de  la  Lune,  Paris  1860/67 

605)  Hill,  Am  Joum  of  Math  1  (1878),  p  6—27,  129—48,  246—61;  Acta 
Math.  8  (1886),  p   1—86  usw. 

606)  Ifewoomb,  Smithsonian  contribution  to  Knowledge  1874. 

607)  Ghylden,  Zahlreiche  Arbeiten,  insbesondere  kämen  hier  in  Betracht 
Acta  mathematica  1,  9,  16,  17  usw. 

608)  Lindstedt,  Möm  de  l'Acad.  de  St   Pötersbourg  31  (1882),  Nr  4 

509)  Bdhhn,  Bihang  tili  E  Svenska  Vet  -Akad  HanTllmgar  14  (1888),  Ni  6. 
Nova  acta  regiae  sooietatis  soientiarum  üpsahensis  (8)  17,  2  (1808),  2Tr  2,  p  1 — 226 
Astrononuka  Jaktagelser  och  undersökningar  Stokholm  1908/12;  Arch.  Mat  Astr 
och  Fysik  (8)  35  (1913)  (28  Seiten) 


! 
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wo  aber  -wiederum  bei  gewissen  GUiedem  die  Konvergenz  gefährdende 
große  Faktoren  vorkommen. 

Diese  Methoden  liefern  meist  semikonvergente  Reihen.  Daß  man 
mit  derartigen  Reihen  rechnen  kann,  hat  Pomcar^  gezeigt**^**);  er  findet, 
daß  für  0 ^t^v(fi),  vro  lim  'r(^)  =  a  ist,  für  den  Fehler 

<235)  l=-'pX(^,i)-%^Kl^,i) 

■die  TJngleiehnng 

(236)  ||J<a(e*M*— 1)^+^ 

gilt,  wo  a  >  0  und  lim  6(ft)  >  0  ist,  und  daß 

<237)  ii^<P.(*,^)-9.^^(*,^)_0 

ist  Allgemein  wird  der  Fehler  mit  fi  kleiner,  doch  wird  nicht  immer 
für  unendlich  wachsende  p  auch  bei  kleinem  [i  der  Fehler  NuU. 
Obige  Methoden  lassen  sich  natürlich  auch  auf  andere  Probleme  wie 
■die  der  Störungstheone  anwenden  Unter  anderen  hat  das  Ebrn  an 
■der  Theorie  der  kleinen,  aber  endlichen  Schwingungen  von  Systemen 
mit  einem  Freiheitsgrad  allgemein  auseinandergesetzt.^^^)  Em  ähn- 
liches Verfahren  hat  Korteweg  zur  Behandlung  der  Lichtemission  be- 
nutzt^"); Behrens^^^)  hat  em  Problem  aus  der  Turbinentheorie,  IBwIc- 
ha/rdb^^*')  das  Problem  der  Schwingungen  unter  Emfluß  einer  dem 
-Quadrat  der  G-eschwindigkeit  proportionalen  Dämpfung  nach  diesen 
Methoden  behandelt. 

IXL  Graphische  und  numerische  Integration  partieller 
Differentialgleichnngen. 

19.  Bei  partiellen  DifferentialgleioliTingen  mit  reeller  Oharak- 
tenatik  (vgl  II A  5  {E.  v.  Weher)  Partielle  Differentialgleichungen, 
Nr.  43 — 48)  ist  die  Methode  der  Integration  durch  aufeinanderfolgende 
Elemente  nur  anwendbar,  wenn  die  Anfangskurven  analytisch  sind, 
was  m  den  FäUen,  die  für  die  Praxis  von  Bedeutung  smd,  oft  nicht 
der  Fall  ist  ünstetigkeiten  der  Anfangskurve  und  ihrer  Ableitungen 
pflanzen  sich  aber   nach  Monge,  Ampere ,  Cauchy,  Darhoux,  Lie^^^) 

510)  Z  B.  Poincari,  Acta  mathem  8  (1886),  p  295—844. 

511)  Hoin,  Zeitschr  Math.  Phys  47  (1902),  p.  400—428;  48  (1908),  p  400 
—434;  49  (1903),  p.  246—69 

512)  Korteweg,  Amsterd  Verhandel  5  (1897)  (82  Seiten);  franz  aroh  nöerl.(2) 
1  (1898),  p.  229—60 

518)  Behrens,  Zeitsohr  Math.  Phys.  59  (1911),  p.  887—390 

514)  BurJchardt,  Zeitschr.  Math  Phys.  63  (1914),  p  803—11 

515)  Monge:  Application  de  l'Analyse  ä.  la  Gdom^trie,  5  Aufl  Fans  1860 

Enoyklop  d  math.  WlaBensoh     HS  11 
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und  andern  längs  der  Charakteristiken  entsprechender  Ordnung  fort 
Massau^^^)  hat  eine  Methode  ausgearbeitet,  durch  a^roximahve  Inte- 
gration die  Giardkteristiken  m  finden  und  so  das  reguläre  Integral 
anzunähern  durch  ein  Polyeder,  dessen  Kanten  Charakter]  stiken,  dessen 
Facetten  reguläre  Integrale  sind.  Die  Methode  laßt  sich  auf  aUe  Glei- 
chungen und  Gleichungssysteme  mit  zwei  unabhängigen  Variablen  be- 
liebiger Ordnung  mit  reeller  Charakteristik  anwenden,  nur  wächst  die 
Zahl  der  von  einem  Punkt  ausgehenden  Charakteristiken  mit  der  Ord- 
nung der  Gleichung  und  der  Zahl  der  abhängigen  Unbekannten.  Im 
einzelnen  ist  folgendes  zu  bemerken 
a)  Die  lineare  Differentialgleichung 

hat  eme  Charakteristik  nuUter  Ordnung 

die  Charakteristik  erster  Ordnung  ist  bestimmt  durch 

/ftQq\  dx dy_ de_       dp dq 

\^zöy;  ^  —  ^  —  ^  =       dF     BF    ~       dFj_d£ 

usw  Die  Änderungen  der  Variablen  lassen  sich  schrittweise  längs 
der  Charakteristiken  bestimmen      Sind  Ä,  B  und   0  nicht  rationale  "pb 

Funktionen,  so  treten  Besonderheiten  auf,  z  B  Gebiete  mit  doppelter  i 

tJberdeckung  und  solche  mit  imaginärer  Charakteristik 

Für  die  aUgememe  Gleichung  erster  Ordnung  F(x,y,e,p,q)  gibt 
es  eine  Charakteristik  nuUter  Ordnung  nur  dann,  wenn  sie  m  Lineare 
Faktoren  zerlegt  werden  kann    Die  erster  Ordnung  bestimmt  sich  durch 

{9A(\\    ^ ^  ^1 ^P  —  _  dq      _ 

dp         dq         dp^^  dq^  dx^  ds^  öy'^'ds'^ 

Das  ist  ein  System  gewöhnlicher  simultaner  linearer  Differential- 
gleichungen, aus  dem  sich  zu  gegebenen  Anfangswerten  XqjIJq,  e^jp^y 
die  y,  0,  p,  q  als  Funktionen  von  x  nach  einer  der  oben  gegebenen 

von  LiOuviUe  besorgt  (unveiänderter  Abdruck  der  von  Monge  besorgten  4   Aufl. 

1809)    Insbesondere  Anhang  S  421 — 478  De  l'intögration  aus  difförences  partielles  ^ 

du  premier  ordre  entre  trois  variables.  Die  Literatur  findet  man  m  dem  Artikel  1^ 

über  partielle  Differentialgleichungen  von  F  von  Weber,  Bncyklopädie  d  math 

WiBB  IIA 6,  p   294—899 

616)  Massau,  Memoire  sur  l'int^gration  graphique  des  äquations  aus  ddriv^es 
partielles  Gand  1900,  1902,  1903.  Besonders  werden  hier  auch  Rückkehrkante, 
Enveloppe  und  andere  Singularitäten  der  Charakteristiken  diskutiert. 
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Methoden  finden  lassen.  Indem  man  die  Anfangsbedingung  dnrch  ge- 
nügend kleine  Kurvenstücke  ersetzt,  die  mit  einer  Unstetigkeit  in  der 
zweiten  Ableitung  ineinander  übergeben,  können  die  Charakteristiken 
dabei  so  eng  gelegt  werden,  daß  die  Integralfläche  durch  sie  genügend 
approximiert  wird.  Unstetigkeiten  in  der  Tangente  der  Anfangskurre 
geben  zwei  Integralflächen,  die  durch  einen  Pseudokegel  von  Charak- 
teristiken verbunden  sind.  Auch  hier  kann  es  Gebiete  mit  imagmären 
Charakteristiken  geben. 

b)  Von  den  Differentlalgleiohtmgen  zweiter  Ordnung  sind  die 
linearen 

(241)  Br  +  Ss  +  Tt==U 

am  wichtigsten  (r  =  ^~,  ^  =  ä^ay'  *^W^'  ^"^^  ^'  ^'  ^'  ^ 
Funktionen  von  x,  y,  g,  p,  q,  so  gelten  für  die  Charakteristiken  erster 
Ordnung  die  beiden  Gleichungen 

(242)  ^^y^  ~  ^^^  ^y  +  ^"^^^  ^  ^ ' 
Bdjp  dy  -\-  Tdq  dx  =  Udx  dy 

Die  erste  der  beiden  Gleichungen  hat  nur  dann  zwei  reelle  vonem- 
ander  verschiedene  Wurzeln  X  und  fi,  wenn  S^  —  4iJT>0dh  die 
Gleichung  vom  hyperbolischen  Typ  ist  ^^^)  In  diesem  Falle  gibt  es 
zwei  Scharen  von  Charakteristiken;  die  erste  ist  bestimmt  durch 

(243)  dy  =  kdx,  de^pdx  +  qdy,  |f  +  ^^  =  |^,  ^^fpi^"). 
Für  die  zweite  gilt 

{2U)dy=^fidx,    d,=pdx-{-qdy,    ||  +  Af|  =  §,    ^  ^  q>,(x) 

Die  Funktionen  cp(x)  und  g:>i(x)  werden  durch  die  näheren  Bedingungen 
des  Problems  bestimmt  Das  Integral  kann  man  entwedei  mit  Hilfe 
einer  Schar  von  Charakteristiken  approximieren,  wobei  man  Streifen 
erhält,  oder  man  kann  beide  Scharen  benutzen,  so  daß  mau  em  Polyeder 
erhält,  dessen  Kanten  Charakteristiken  sind  Man  mmmt  dann  die 
Bogenstücke  für  y,  s,  p,  q  so  klein,  daß  sie  angenähert  als  Gerade  be- 
trachtet weiden  können  Aus  dem  Punkte  A^{x^,  y^,  ^i,  Pi,  ?i)  und 
^2(^2,  y%:  ^2»i'3;  22)  ist  dann  A^{x^,  y^,  0^,  p^,  q^)  zu  bestimmen 
(Fig  31)    Dazu  ersetzt  Massau  die  Diffeientialgleichungen  durch  Diffe- 

517)  Ist  die  Gleichung  parabohsch,  d.  h  S^  —  4i2  T=  0,  so  gibt  es  nur  eine 
Schar  von  Charakteiistiken,  auf  die  sich  obige  Methode  auch  anwenden  laßt 
Nur  wenn  die  fl-leichung  elliptisch  ist  (S*  — 4J2!Z'<0),  laßt  sich  natürlich  die 
Methode  nicht  verwenden,  da  dann  die  Charakteiistiken  imaginär  sind  Siehe 
die  folgenden  Abschnitte 

11* 
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renzengleiclimigen  und  bestimmt  grapliiscli  oder  reclineriscli 

S^iVs  a^s  ya  —  2/1  =  k (^8  —  ^j)f     (2/8  —  Vs)  =  (^i  (^8  —  ^a)f 

PzQ.z    »    (i>8— i'O  +  ^iCft  — ffj) 
(245)  (^^_^^)  +  ^iq,-q,)  ==^(x,-x,), 

^s       »    i.H  —  ^1)  =  (2^1  +  ^1 3i)  (^8  —  ^1)  oder 

(^8  —  ^a)  =  (2^2  +  IhQ.^  (^8  —  ^a)- 
Man  fülut  dann  die  Zeiohnung  resp  Rechnung  noclimal  mit  Mittel- 
werten aus  den  so  bereckneten   und  denen  im  Punkte  A^  resp.  Ä^ 

aus  und  wiederholt  das,  bis  keine  Änderung 
mehr  eintritt.  Die  beiden  letzten  Gleichungen 
'X  führen  bis  auf  Großen  von  höherer  als  der 
zweiten  Ordnung  auf  denselben  Wert  iefg-^") 
Em  Spezialfall  ist  der,  daß  X  und  ^i  von 
p  und  q  mcht  abhängen,  dann  hat  man  eme 
Charakteristik  nullter  Ordnung.  Smd  X  und 
ft  außerdem  noch  von  0  unabhängig,  wie  das 
insbesondere  für  konstante  Koeffizienten  der 
Fall  ist,  so  ist  ihre  Projektion  auf  die  xy- 
Ebene  unabhängig  von  den  Anfangsbedin- 
gungen. Für  emen  einfachen  FaU  dieser  Art 
hat  jRtm^fi"^)  eme  der  obigen  ähnliche,  aber  bedeutend  genauere  Methode 
gegeben.     Es  handelt  sich  in  Polarkoordinaten  um  die  Gleichung 

deren  Charakteristiken  bestimmt  sind  durch 

(247)  t-±'Vh-h' 

eine  Gleicbung,  die  sich  durch  bekannte  Funktionen  integrieren  läßt. 
Diese  Charakteristiken  werden  als  neue  krummlinige  Koordinaten  ein- 
geführt, so  daß  die  Gleichung  die  Form 


Fig.  31, 


(248) 


erhält,  die,  falls  man  z  B.  nur  das  obere  Vorzeichen  berücksichtigt 
und  die  Länge  der  Quadratseite  mit  '2h  bezeichnet,   bis  auf  Gheder 

518)  JLfoSÄaM"«)  Nr.  28 

619)  Stetchen,  Beiträge  zur  Theorie  der  zweidimensionalen  Bewegungavorgange 
in  einem  Gase,  das  mit  ÜberschaUgeschwindigkeit  strömt     Diss  Göttingen  1909. 


'm 
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vierter  Ordnnng  in  h  ersetzt  werden  kaoin  durcli 

(249)  ,„  =  ^+^_,„J;^*^     (Pig.32). 

Die  Genauigkeit  der  Reclmimg  prüft  Bunge  dadurcli,  daß  er  sie  für 

ein  Netz  durchfülirt,  dessen  Maschen  statt  2h  nur  die  Seitenlänge  h 

liaben     Für  den  einzelnen  Schritt  ist  der     da 

begangene  Fehler  von  vierter  Ordnung;  für    « ^j  ^^ 

das  Netz  daher  von  der  dritten  Ordnung. 

Auch  Massa/u  selbst  hat  seine  Methode  in 

der  weiter  oben  angegebenen  Form  für  einen  ^^ 

Spezialfall  angewandt"^) 

Handelt  es  sich  um  nicht-lineare  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung,  so  kann  2k 
man  für  solche  von  der  Form                         j-j  iX^a. 

(250)  rii  —  ^-^Hr-{-2Ks^Lt-{-M=0  ^^  ''^■ 

(GHeichungen  von.  Monge  und  Aw^e)  ChEtrakteristiken  erster  Ord- 
nung finden,  deren  graphische  Behandlung  genau  so  wie  bei  den 
linearen  Q-leichungen  ist.  Für  allgemeine  ö-leichungen  zweiter  Ord- 
nung muß  man  Charakteristiken  zweiter  Ordnung  benutzen.  Die 
graphische  Behandlung  ist  auch  dann  noch  wie  oben,  nur  daß  man 
für  jeden  Punkt  elf  Gleichungen  anstatt  der  obigen  sechs  erhalt. 

c)    Ein    System    zweier    simultanen    linearen  Differentialglei- 
olLungen 

wo  Ä,  B,  .  .,  E^  Funktionen  von  x,  y,  g,  g^  sind,  hat  zwei  Scharen 
von  Charakteristiken  nullter  Ordnung  auf  jeder  der  beiden  zugehörigen 
Integralfiächen. 

dy  =  X^dx-^    dg -{•  a^dg^  =  \dx]    0  =  <Piics), 
^      ^  dy  =  X^Sx'j    dg  ~{-  a^dg^  =  hidx]    g  =  q>i{?o)t 

wo  ^  und  Aj  die  Wurzeln  der  Gleichung 


Ady  —  Bdx        J^dy  —  Biäx 
Gdy  —  D  dx         C^  dy  —  D^  dx 


(253) 

smd  und  wo 

^oe^s         GDi  —  C^J)    Ady  —  Bdx        OI>i  —  G^B     A^dy  —  B^dx 

(^^04;      ^  —  ^jb^^A^B'  Ody  —  Bdx^  AB^—A^B'  C^dy-B^dx 

520)  MasscM,  Note  stur  l'öquation  dea  cordes  vibrantes.  Mona  1906,  vgl  auch 
Monge^^^  Anhang  n 
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and 

(255)  iä.^-E^/j>-lf+^,ily-l'^ 

ist.  Die  graphische  oder  rechnerische  Ausführung  ist  -wie  bei  den 
Gleichungen  zweiter  Ordnung  Bei  konstanten  Koeffizienten  lassen 
sich  die  Gleichungen  integrieren.  Die  Projektionen  der  Charakteristiken 
werden  dann  parallele  Gerade  und  die  Facetten  Ebenen  Massau^^^) 
hat  diese  Methoden  auf  die  variierte  Bewegung  fließenden  Wassers 
und  auf  das  Problem  des  Erddruckes  angewandt 

30.  Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleioliiingen  mit 
imaginären  Cliarakteristlken  sind  eine  Eeihe  verschiedener  Methoden 
angegeben,  von  denen  hier  zunächst  die  CrraphiscJien  Methoden  folgen 
mögen,  und  zwar  geordnet  nach  der  Art,  wie  sie  die  gesuchte  Lösung 
approximieren. 

a)  Me&wden,  die  aUe  JRcmdbedmgungen  approximieren  Eme  sehr 
einfache  Methode  der  graphischen  Integration  partieller  linearer  ho- 
mogener Differentialgleichungen  rührt  von  Maxwell^^^)  her.  Hat  man 
auf  irgendeine  Weise  zwei  voneinander  unabhängige  Lösungen  u^^  c 
und  ««j  =  Ä;  der  gegebenen  Gleichung  gefunden,  die  beliebigen  ver- 
schiedenen Bandbedmgnngen  genügen,  so  zeichnet  man  die  Linien- 
Systeme  M^  =  c,  t<2  =  7c  ein,  indem  man  c  immer  um  dasselbe  Ac,  Ä  um 
dasselbe  A7c  wachsen  laßt  Zeichnet  man  m  dieses  Parallelogramm- 
netz  die  Diagonalen  em,  so  haben  diese  die  Gleichung  «i  +  Äjfc  "a  ^^  ^ 
und  sind  somit  wieder  Losungen  der  gegebenen  Differentialgleichung 
Man  sucht  nun  durch  passende  Kombination  der  verschiedenen  Lösungen 
brauchbare  Randbedmgungen  zu  erhalten  Diese  Methode  ist  mehrfach 
von  englischen  Physikern  angewandt  auf  die  Gleichung  Am  =  0^*^) 
und  Am  +  x^  "^  0^^),  um  die  Potentialstiömung  um  schiffe-  oder 
fischähnliche  Körper  zu  erhalten  Als  Ausgangslösungen  benutzte  man 
dabei  besonders 

(256)  ^  ==  &     und    y  =  arc  tg  -^ — \-  arc  tg     ■    ■  • 

Femer  vrird  sie  zur  Konstruktion  der  Krafthnien  elektrischer  und 
magnetischer  Felder  gelegentlich  verwandt,  so  z  B   von  Mallik'^^^) 

521)  Massau'^^^  insbesondere  die  Mitteilungen  2  nnd  8 

622)  Maxwell,  On  a  Method  of  Drawmg  the  Theoretical  Forms  of  Faradays 
Lines   of  Force  without  Calcnlation     Eeport  of  the  British  Association  1866 

623)  Hankme,  On  plane  -water-lmea  in  two  dimensions  (Phil  Transact  of 
the  Eoyal  Society,  Vol  löl,  1864,  p  869—891  nnd  auch  Phü    Transact   1872) 

524)  Taylor,  On  ship-shaped  stream  forms  Transaotion  of  the  mst  of  Naval 
Architects  1894,  p  884—406 
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b)  Me&ioden,  die  eine  Rcundhedingung  äreng  erfüllen  und  das  Inte- 
grationsnetü  durch  mdkche  Stücke  approoßimteren  Andere  Methoden 
gehen  davon  aus,  wenigstens  auf  emer  Seite  die  Randbedingungen 
streng  zu  erfüllen,  während  die  Bedingungen  an  den  andern  Be- 
grenzungen nur  mit  möglichster  Genauigkeit  approximiert  werden. 
Bimge^^^  hat  eine  derartige  Methode  zur  Integration  der  Gleichung 
Am  =  0  angegeben,  um  die  Flüsaigkeitsstromung  über  em  "Wehr  dar- 
zustellen ^^^)  Als  gegeben  wird  die  freie  Oberfläche  des  Wassers  an- 
genommen, die  eme  Lmie  u  =  konst  ist  Die  Geschwmdigkeit  auf 
ihr  ist  dann  eine  Funktion  der  Hohe  und  somit  durch  Integration  das 
Potential  v  auf  ihr  bestimmbar.  Daraus  läßt  sich  das  Stromlinienbild 
eindeutig  herstellen,  als  Begrenzung  im  Innern  wird  eine  Stromlinie 
gewählt,  die  sich  dem  Wehr  passend  annähert.  Mtses^^^)  dagegen 
konstruiert  die  Strömung  des  Wassers  in  emer  Turbine  so,  daß  er 
eine  der  einen  Begrenzung  u  =  c  nahehegende  Stromlinie  passend  an- 
nimmt, dann  die  Strom-  und  Potentiallimen  konstruiert  bis  zum 
andern  Rande  u  =  c.  Fallt  mit  diesem  keine  Stromlinie  zusammen, 
so  korrigiert  er,  ebenso  wie  Runge,  die  erste  angenommene  Strom- 
linie passend  Das  wird  fortgesetzt,  bis  das  Zusammenfallen  erreicht 
ist.  Das  Verfahren  ist  auch  auf  die  nicht-wirbelfreie  Bewegung,  so- 
wohl in  ebenen,  meridionalen,  wie  axialsymmetnschen  Schichten  an- 
wendbar; im  letzteren  Falle  werden  die  Durohstoßpunkte  der  Strom- 
linien mit  der  Mendianebene  dargestellt.  Selbst  für  zähe  Flüssig- 
keiten würde  sich,  wenn  man  nächst  dem  Rande  drei  Stromlinien  an- 
nimmt, die  Konstruktion  theoretisch  durchftihren  lassen,  doch  scheint 
die  praktische  Ausführbarkeit  sehr  umständhch  zu  sem. 

Diese  Methoden  sind,  was  die  Eonstruktion  des  Integrationsnetzes 
anbetrifft,  dadurch  charakterisiert,  daß  sie  die  durch  die  Gleichung  vor- 
geschriebene Bedingung  für  endliche  Stücke  möghchst  genau  zu  be- 
friedigen  suchen.    Eu/nge^^^)   betrachtet  auf  emer  Kurve  v  =  konst. 

525)  MaUik,  Lines  of  Force  due  to  given  Statio  Gharges  Philosophical 
Magazine  (6)  22  (1911),  p.  177—90 

626)  Blastiis,  Funktionentheoretisclie  Methoden  in  der  Hydrodynamik  Zeitsokr 
Math  Phys  58,  1910,  S  90—110 

527)  Der  Vorschlag,  hei  Strömung  über  ein  Wehr  die  Strömungslmien  durch 
zeichnerische  Methoden  aufzusuchen,  ist  wohl  zuerst  von  Forchheimer  gemacht 
Encyklopädie  d  math  Wissenschaften  IV,  Art  20,  S.  414;  Biasius,  Zeitscbr  Math 
Phys.  59  (1910),  p  43—44 

528)  V  Mise»,  Theorie  der  Wasserräder  Zeitschr.  Math.  Phys  57  (1909), 
p.  1—120. 

529)  Bunge,  Nachrichten  der  Egl.  Gesellschaft;  der  Wissenschaften  zu  GrOt- 
tmgen  1911,  p.  431—448 
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entspreolieiid  den  Werten,  u  —  d,  m,  m  +  ^  die  drei  Punkte  A,  B,  G 
lind  auf  der  duroh  B  gehenden  Kurve  m  =  konat.  die  weiteren  Punkte- 

D  und  B  entsprecliend  v  —  6  und 
V  -\-  8  Verbindet  man  dann  A  mit 
G  und  D  mit  E  und  halbiert  diese 

5^L=^^_ .^..^   Strecken  in  F  und  G,  so  geht  bis- 

^jf  auf  Glieder  vierter  Ordnung  in  &  die- 
Verbindungslinie  GF  durch  B,  und 
es  ist  mit  derselben  Genauigkeit 
BF  =  BG.  Dreht  man  dann  den 
Vektor  AG  -aia.  den  Punkt  B,  nach 
D'E',  so  daß  J)'F'  senkrecht  auf 
AG  steht,  so  fallt  bis  auf  Glieder 
dritter  Ordnung  B'F'  mit  DB  zu- 
sammen Will  man  auch  hier  ein& 
Genauigkeit  bis  zu  Ghedem  vierter 
Ordnung  erreichen,  so  muß  man  die 

den  Werten  «*  +  y  und  u r-  entsprechenden  Punkte  A^  und  G  zur 

Hilfe  nehmen;  zieht  man  AG,  parallel  A'G  und  macht  AGi'^2A'G, 
so  ist  der  Vektor  \EB\  =  ilCG^l  und  diese  beiden  Vektoren  stehen 
bis  auf  Glieder  vierter  Ordnung  senkrecht  aufeinander.  Neuerdings 
wurden  diese  Beti-achtungen  von  IVe/fte*®^")  auf  die  Gleichung 

i     ~r    Qy*    -r    Ttr.^'^ 


flg.  88. 


dx 


dx 


erweitert  und  zur  Konstruktion  des  Strömungsbildes  emes  aus  kreis- 
runder öfbaung  fließenden  Plüssigkeitsstrahles  benutzt. 

Die  Methode  von  Mises  ist  weniger  genau,  ermöglicht  jedoch  die 
nicht  wirbelfreie  Bewegung  zu  behandeln  und  integriert  daher  die 
Differentialgleichung 


(257) 


Ä/'(^y)f|  + 


^^(-^)|f  =  0 


Aus  nebenstehender  Figur  34  erkennt  man  für  ebene  Strömung  ^^°),  daß 
^'Pfifi^  AA  — ""i       **i— r/    M  (   ^    \    lAv  _al}  aa^ /de        e\ 


1     21     , 
-T  -yr  ^^     ö^^i 


ist 


A# 


Mises  bezeichnet  den  Ausdruck     .  als    spezifische    Form- 

ao   aoi  ^ 


580)  M^8es,  Theorie  der  Wasserrädei,  §  6,  d 
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differenz.  Da  dieser  m  seinem  Falle  der  Wirbelstärke  A  proportional 
ist,  so  hat  er  ein  Netz  zu  konstruieren,  derart,  daß 
längs  der  Stromlinien  u  =  konst,  die  spezifische  Form- 
differenz konstant  ist.  Bei  dieser  Konstruktion  geht 
er  von  den  Stromlinien  in  genügender  Entfernung  von 
der  Turbine,  die  er  auf  beiden  Seiten  als  bekannt 
annimmt,  aus,  so  daß  Anfangs-  und  Endpunkt  der 
einzelnen  Stromlinien  festgelegt  sind 

Bei   der  meridionalen  Strömung  wird  ^7-^  als  Fig."  84 

Form  bezeichnet,  dann  ist  die  spezifische  Formdiffe- 
lenz  t,  die  durch  r  •  ai  •  aa^  dividierte  Änderung  dieses  Quotienten 

(269)  -  =  ^F 

Ist  endlich  bei  der  axialsymmetrischen  Bewegung  die  GHeichung  der 

Leitfiächen 

(260)  Are)  =  Je, 

so  gilt  für  die  Stromlinien  die  GHeichung 

(261)  ö^  +  s^-yj^ "^[rrdJ-r^TrJ-^^^W-^rX^ 

wo  X^  die  senkrecht  zur  Meridianebene  stehende  Wirbelkomponente 
ist  und  wo 

(262)  «M  =  '-(ä^-äJ-ä]S8?j+^°' 

(oj  Winkelgeschwindigkeit  der  rotierenden  Leitflächen)  ist.  Ist  nun 
tf  der  Inhalt  der  von  den  f-  und  w- Linien,  g'  der  von  den  f-  und  n- 
Linien  eingeschlossenen  Parallelogramme,  so  ist  die  spezifische  Form- 
differenz 

(263)  ^  +  ,T^  =  ^ 
und 

(264)  n  —  r^(o=r-^—'    J 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Meridiankurven  der 
M- Flächen  zeichnen. 

Indem  üfwes'^'^)  eine  Betrachtung  von  'R'imge^^\  die  sich  auf  ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen  bezieht,  überträgt,  gewinnt  er  einen 
Überblick  über  die  Konvergenz  seines  Verfahrens 

681)  JfMßs,  Theone  der  Wasserräder,  §  14  findet  sicli  ein  darchgefahrtes 
Beispiel 

632)  Mües,  Theone  der  Wasserräder,  §  6,  6 

638)  Hwfige,  Math  Ann  44  (1894),  p   437—48 
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c)  Eme  Methode,  die  alle  Bandbedingungen  sireng  erfüllt  und 
durch   endliche  Stucke   approximiert,   findet  sich  z  B.   bei  Richard- 
son^^)     Er  zeichnet  die  u-  und  v -Linien  nach  G-ntdünken  ein  und 
verbessert    durch   Probieren    so,    daß    daß   Seitenverhältnis    der   ent- 
stehenden   Rechtecke    möglichst    genau    stimmt.      Ähnlich    verfährt 
Lehmann^^^),   um  den  Krafllinienverlauf  in  Luft  zu  bestimmen,  der 
der  GHeichung  Am  ==  0  genügt.    Zur  Festlegung 
des  u,  V- Netzes  benutzt  er  die  Mittellinien  der 
Maschen.    Dabei  wird  die  vierte  gesuchte  Seite 
schrittweise  festgelegt,  so  daß  aci  =  ^ah,  dann 
ag  =  ^uß  und  endlich  gc  =  ^gf  gemacht  wird, 
I  a     \         ^  wobei  der  Bogen  durch  die  Sehne  ersetzt  wird, 

;^  ^      *  um   das  Abmessen   mit   dem  Zirkel  machen  zu 

können      Nun  werden  Flkchenstucke   betrachtet,   die   begrenzt   sind 
u  durch    2   Linien    v  =  Ci,v  =  C2    und    zwei  Linien   w  =  »f^,  u  =  x^. 

T  Versuchsweise  wird  eme  Linie  2;  =  ^"T  '   eingezeichnet;   diese   wird 

,]  nun  so  lange  sinngemäß  verschoben,  bis  sie  von  den  für  die  beiden 

]  entstehenden   Streifen   nach   obiger  Methode    getrennt    konstruierten 

I  Linien  m  =  «l  -j-  ^~-^,  m  =  %  +  2    ~^^  usw  in  denselben  Punkten 

getroffen  wird;  dabei   müssen   sich  natürhch  alle  Linien  orthogonal 
'1  schneiden.    Dann  wird  eme  weiteie  Unterteilung  eingezeichnet  usw. 

Kennt  man  c^,  c^  und  ac^,  atj,  was  freilich  meist  nicht  der  Fall  ist,  so  hat 
man,  da  Xj  =  x^  -f-  w  '  ■  '  —  bei  n  Quadraten  in  jedem  Streifen  — 
sem  muß  (n  wird  im  allgemeinen  keme  ganze  Zahl  sein),  ein  Maß 
für  die  Genauigkeit  der  Zeichnung.  Betreffe  Vereinfachung  durch  Auf- 
suchen von  Symmetriehnien,  Durchführung  der  Konstruktion  bei  ein- 
springenden Ecken,  und  ins  Unendliche  gehenden  Feldern  usw  sei 
auf  die  Arbeit  selbst  verwiesen  ^^'')  Das  so  konstruierte  Netz  läßt  sich 
J;^j  nun  entweder  nach  der  Methode  von  JRunge^^^)  oder  dadurch  verbessern, 

I  daß  man  ein  genau  konstruierbares  %,  v^-Netz  einer  der  Gleichung 

ij  Au  =  0  genügenden  Funktion  herstellt;  das  sich  dem  gesuchten  Netz 

IJ  an  einer  Stelle  anschmiegt;  dieses  Netz   wird  auf  das  vorläufig  kon- 

584)  L.  F  Eichardson  A  Freehand  Graphic  Tvay  of  the  detemmung  Stream 
Lines  and  Equipotentials  Phil  Mag  1908,  6  Serie,  Vol.  XE  Die  Arbeit  ist  auch 
insofern  interessant,  als  Bichardsmi  zeigt,  in  welcher  Weise  sich  für  räumliche 
Probleme  bei  gewissen  Symmetrien  das  Seitenverhältnis  der  Rechtecke  bestimmt 
Z  B.  zeigt  er,  wie  man  auf  einem  Stuck  der  Eugelfläche,  das  man  durch 
Merkatorprojektion  abbildet,  die  G-leichung  Au  =  0  integrieren  kann  Femer 
geht  er  auf  Yerhältnisse  em,  bei  denen  Sohraubensymmetne  herrscht 

585)  2%  Lehmann.  Graphische  Methoden  zur  Bestimmung  des  Eraftlinien- 
verlaufea  in  der  Luft.    Elektrotechn  Zeitschr.  1909,  S  995  ff  und  S  1019  ff 
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struierte  Netz  entspreckend  aufgelegt  und  dann  die  Linien  u  —  w^; 
V  —  v^  bezogen.  Die  so  entstehenden  Maschen  müssen  wieder  qua- 
dratisch sem,  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  muß  man  entsprechende 
Korrekturen  Tornehmen."*^*)  Die  Methode  läßt  sich  für  die  Integration 
der  Gleichung 

(265)  ÄMlS)  +  Ä(A--^)|i)  =  0 

verallgemeinem. 

d)  Methoden,  die  die  Randbedmgungen  streng  erfüllen  und  das  Nete 
tnfinitesimcil  approximieren  Bunge  hat  eme  Methode  angegeben  zur 
Integration  der  Differentialgleichung 

und  der  adjungierten 

die  unter  skenger  Brfulhmg  der  Bandbedingungen  den  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen durch  suktsessive  ApproaNmaUon  im  Infinitesimalen 
zu  genügen  sucht  Die  von  den  u-  und  v- Kurven 
gebildeten  Rechtecke  haben  das  Seitenverhältms 
,.     Aa        „f       V  du 

Man  zeichnet  nun  unter  Erfüllung  der  gegebenen  \v*   » 

Randbedingungen   ein  Kurvennetz  ein,   das  nach  _. 

Möglichkeit  in  den  endlichen  Rechtecken  der  vor-  ^ 

geschriebenen  Bedmgung  genügt,  entnimmt  dann  längs  einer  Kurve 
V  =  konst.  aus  der  Zeichnung  die  Werte  /  föV,  die  man  als 
Funktion  der  Bogenlänge  graphisch  integriert,  so  erhält  man 

Die  so  bestimmten  Punkte  geben  einen  Anhalt  für  die  Korrektion 
der  Kurven  u  =  konst  Nach  dieser  Korrektion  verfährt  man  genau 
so  für  die  Kurven  v  =  konst.  usw  Man  kann  sich  auch  auf  die 
Korrektion  der  einen  Kurvenschar  beschränken  und  die  andere  Schar 
nur  orthogonal  dazu  legen    Wenn  dann  q^  der  Krümmungsradius^") 

636)  ItoUsi^er,  Graphische  Lösimg  einer  Eandwertaufgabe  der  Gleichung 
Am  =  0,  Dissertation  Göttingen  1914 

687)  Methoden  zur  Bestimmung  des  Krümmungsradius  gibt  z  B.  Bjerknes, 
Dynamische  Meteorologie  und  Hydrographie,  E  Kap.  IX  §  82  (Deutsch  von  Ku  ebner) 
Braunschweig  1913. 
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(269)  """'jm^yn'"     ^"'^ 

ffo 

WO  c  so  zu  bestiminen  ist,  daß  m/^  —  u^^  den  vorgescliriebenen  Wert 
liat  Meist  sind  die  u-  und  «-Kurven  in  genügender  Entfernung  von 
der  zu  untersucliendeir  Stelle  "bekannt,  bisweilen  hegt  auch  an  der 
betracbteten  Stelle  aus  Symmetriegründen  eine  der  Kurven  v  =  konst. 
fest.  Konvergenzbetracbtungen  über  das  Verfahren  fehlen  noch  ganz 
In  den  ausgeführten  Fällen 

(270)1^+1^  +  ^1^  =  0«««)     und     |!!;  +  |l!^  +  A|ü  =  0»»«) 
^       '  dx^   '    oy'  -^  y  oy  '  ox'   '   oy^  -^  y  dy  ^ 

war  die  Konvergenz  gut.^«^) 

Bunge  gibt  für  die  Differentialgleichung  Aw  =  0  noch  eine  andere 
graphische  Methode ^*^),  um  bei  einem  emfach  zusammenhängenden 
Bereich  die  Qreensche  Funlchon  m  Tconsiruierm  und  damit  Randwert- 
aufgaben zu  lösen.  Zunächst  wiid  angenommen,  daß  die  öreewsohe 
Funktion  G  gegeben  ist,  die  an  emem  bestimmten  Punkte  im  Innern 
des  Bereiches  logarithmisch  unendlich  wird  und  auf  dem  Rande  ver- 
Bchwmdet.  Sie  bddet  den  reellen  Teil  einer  analytischen  Funktion 
G  +  G^i.  Diese  wu-d  graphisch  dargestellt  durch  ein  Netz  von  Linien 
öi=const  und(?  =  conBt  die„Quel]stromlinien"und  die„Zirkulations- 
stromlmien".  Sind  die  Werte  emer  Funktion  f,  die  der  Gleichung 
Aw  =  0  im  Innern  genügt,  auf  dem  Rande  gegeben,  so  ist  der  Wert 
in  dem  Punkte,  wo  G  logarithmisch  unendhch  wird,  dargestellt  durch 


(271)  ^ffdG, 


integriert  über  den  Rand.  Wenn  man  also  die  Werte  von  G^  auf 
dem  Rande  kennt,  so  braucht  man  nur  die  Werte  von  f  als  Ordmaten 
zur  Abszisse  G^^  aufzutragen  und  erhält  den  Wert  von  f  als  Mittelwert. 
Es  wird  dann  femer  gezeigt,  wie  dieselbe  Figur  auch  den  Wert  von 
f  in  jedem  beliebigen  andern  Netzpunkte  des  Bereiches  hefert.  Man 
führt  zu  dem  Ende  statt  G^  eine  andere  Veränderliche  ö^*  ein,  eine 
Funktion  von  G^,  die  sich  aus  der  konformen  Abbildung  emes  Kreises 
auf  sich  selbst  ergibt.  Graphisch  besteht  diese  Transformation  dann, 
daß  auf  die  Abszissenachse  eine  gewisse  Skala  gelegt  wird,  die  längs 

588)  Jager  •  Graphische  Integrationen  in  der  Hydrodynamik  Dissertation 
Göttingen  1909 

539)  Wzllers.  Die  Torsion  eines  Rotationskörpers  um  seine  Achse  Zeitschr 
Math.  Phys  56  (1907),  p  225—63. 
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ihr  verscliobeii  werden  kann.  Mechanisch  läßt  sie  sicli  zugleich  mit 
der  Integration  mittels  eines  von  BoUsie^er^^^)  konstnuerten  Integrators 
ansfQhren. 

Das  Verfahren,  durch  das  man  das  Kurvennetz  G  =  const  und 
G^  =  const  findet,  hestebt  darin,  daß  zunächst  nach  Gutdünken  ein 
Netz  m  den  Bereicli  eingezeichnet  und  dieses  durch  Anwendung  des 
obigen  Satzes  sukzessive  verbessert  wird 

Angewandt  ist  dies  Verfahren  von  v  Sandm^^)  zur  Berechnung 
des  Auffcnebs,  den  Platten  erfahren,  die  in  der  Nähe  des  Erdbodens 
dem  natürlichen  Winde  ausgesetzt  sind,  und  von  BoUsie^er'^^^)  zur 
Berechnung  der  Spannungen  m  einem  um  seine  Längsachse  verwun- 
denen Stabe  von  kreuzförmigem  Querschmtt,  ein  Problem,  das  Rimge^^) 
noch  auf  andere  Weise  bebandelt  hat  v.  Sauden  wie  BoUsieger  berichten 
über  mit  dem  Verfahren  gemachte  Erfahrungen  und  über  Einzelheiten 
der  Ausführung. 

Eine  ähnliche  Methode  hat  DewfecÄ"^)  zur  Berecbnung  der  elek- 
trischen Kapazität  zweier  paralleler  Zylinder  anschließend  an  die  Unter- 
suchungen von  Neumann^'^)  über  die  Methode  des  arithmetischen 
Mittels  entwickelt  (vgl.  II A  7b  (H  BurJcha/rdt  und  W  F.  Meyer)  Po- 
tentialtheone,  und  IIA  7c  {Ä.  Sommerfeld)  Randwertaufgaben  m  der 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen)  Er  gebt  von  mathe- 
matisch leicht  berechenbaren  logarithmischen  Potentialen  aus,  die  auf 
einer  die  gegebene  Begrenzung  annähernden  Kurve  konstant  smd.  Wie 
sich  derartige  Potentialfunktionen  für  komplizierte  Bereiche  angeben 
lassen,  zeigt  Bottsieper^^^).  Man  berechnet  die  sich  so  auf  der  Kontour 
ergebenden  Potentialwerte  und  verbessert  diese  Werte  nach  dem  Mittel- 
wertsatz von  Neumann  so  lange,  bis  mit  genügender  Genauigkeit  das 
Potential  auf  der  ganzen  Kontour  den  gleichen  Wert  bat. 

Schließlich  sei  noch  erwähnt,  daß  auch  das  Schwarßaohe  alter- 
nierende Verfahl  en^^)  bei  entsprechend  begrenzten  Gebieten  (z  B  kreuz- 
förmige Begrenzung)  sich  gut  zur  graphischen  oder  numerischen  Lösung 
4er  Gleichung  Am  =  0  eignet '*"^). 

21.  Zur  numensolien  Integration  partieUer  Differentialglei- 
ohungen  hat  man  Methoden,  die  zur  Quadratur  oder  zur  Integration 
gewöhnlicher  Gleichungen  dienen,  übertragen.   So  benutzt  Bzermann^ 

54:0)  V.  Sonden,  Zeitechr  Math  Phys   61  (1913),  p  225—246 

541)  Deutsch,  Axchiv  für  Elektrotechnik  2  (1914),  p  435—42. 

542)  Neumann,  UnterBuchnngen  üher  das  loganthmiBohe  xuid  Newtonsche 
Potential,  Leipzig  1877,  Kap  5. 

548)  Schwärs,  z  B  Gesamnielte  mathematiache  Abhandlungen  2,  Berlin  1890, 
p  188—71.    Siehe  anch  die  eben  genannten  Referate  IIA  7b  und  o 


I  I, 

I  li 


172    110  2    G.  Bunge-Fr.  A.  W%ller8.    Numeriflche  und  graphische  Integrahon 


I  eine  Erweiterung  der  von  ihm  zur  Kubatur  aufgestellten  Formeln  des 

I  '  Abschnitts-   und   Tangentenpnsmas    zur    genäherten  Integration   der 

I  aieichung  j^  c=  (p[x,  y,  e). 

'  a)  Übertragung  der  Methoden  von  Runge- Eeun-Kutta.     Gans^'^) 

i'  überträgt  die  von  Runge^^^)  gegebene  Formel  auf  partielle  Gleichungen 

beliebiger  Ordnung  und  gibt  die  Formeln  zur  Integration  der  Glei- 
chungen erster  und  zweiter  Ordnung.  Wie  die  Formeln  von  Runge 
nähern  auch  seine  Formeln  bis  einschließlich  der  Glieder  dritter  Ord- 
nung die  in  eine  TaylorBche  Reihe  entwickelte  Lösung  an  Es  liegt 
nun  nahe,  die  em  Glied  weiter  aunähemde  Kuttasche  Formel*^')  zu 
übertiagen,  was  unabhängig  von  Runge^^)  und  Willers^^'')  geschah. 
Runge  faßt  die  partielle  Differentialgleichung  als  System  von  un- 
endlich vielen  gewöhnlichen  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Variabein 
und  erhalt  dadurch  eine  unmittelbare  Übertragung  der  Formeln  (215) 
Man   kann  aber  auch  z  B    zur  Integration  von  —  =  fix,  y,  g,  w~\ 

fii  df   ,dfdg    .dfd*e     .       .       ■       ^ 

falls  man  w  =^  +  ^^  +  g^g^,  mmmt,  setzen: 

^A^  0'=f(x,y,0,l^Ay, 

A-.=/(.,,+  A,,.  +  A-.,|_^+(.  +  ^^^^+|;-^^y,)A,, 

Den  Fehler,  der  von  fünfter  Ordnung  ist,  kann  man  duich  direkte 
Berechnung  bestimmen,  doch  müßte  man  dann  mindestens  die  sämtlichen 
fünften  Ableitungen  bilden;  besser  ist  es,  zur  Fehlerabschätzung  die 
Rechnung  auch  mit  halben  Intervallen  durchzufuhren,  der  Fehler  ist 
dann  etwa  ^  der  Differenz.  Da  sich  die  Formeln  auf  Systeme  linearer 
Gleichungen  übertragen  lassen,  ist  damit  auch  die  Möglichkeit  gegeben, 
partielle  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  zu  integrieren;  doch 
müssen  an  der  Ausgangsbegrenzung  z  B  für  Gleichungen  zweiter  Ord- 
nung die  Funktion  selbst  und  eine  Ableitung  gegeben  sein,  wie  das 

544)  Bi&i-mann,  Monatshefte  Math  Phys   20  (1909),  p  821—326 

545)  Gans,  Zeitsohr  Math  Phys   48  (1908),  p.  894—399 

546)  Bunge,  Numensches  Rechnen  Autographierte  Vorlesung,  Göttingen 
1912/13,  p   248—262 

547)  Nicht  veröffenüicht 
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etwa  beim  Problem  der  scbwingenden  Saite  der  Fall  ist,  wahrend  sieb 
auf  Probleme,  wie  sie  meist  bei  der  Q-leichung  Aw  =  0  auftreten, 
diese  Methode  im  allgemeinen  nicht  anwenden  laßt. 

b)  Eine  andere  Methode  ersebd  die  Differentialgleichung  durch  eine 
Differeneengleichung.  Man  überzieht  das  Integrationsgebiet  mit  einem 
Netz  quadratisch  gelegener  Punkte  und  wendet  auf  die  Funktionswerte 
in  diesen  die  durch  eine  Differenzengleichung  ersetzte  Differentialglei- 
cbung  an  Man  erhält  so  für  jeden  Punkt  eine  Gleichung,  die  den 
Funktionwert  m  dem  Punkte  mit  denen  der  benachbarten  Punkte  oder 
mit  den  Gfrenzwerten  verbindet  Von  Biclia/rdson^^^)  und  von  Rur^e^^} 
ist  diese  Methode  auf  lineare  Gleichungen  angewandt  worden  Btchard- 
son  betrachtet  die  sämthchen  aufgestellten  Gleichungen  gleichzeitig 
und  entwickelt  eine  Methode,  aus  einem  die  Gleichungen  annähernd 
erfüllenden  Funktionssystem  sie  besser  befriedigende  Werte  abzuleiten. 
Angewandt  bat  er  seine  Rechnungen  zui  Bestimmung  der  Spannungen 
in  einem  Staudamm  Bunge  geht  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen 
von  einer  Begrenzung  aus,  führt  die  Funktionswerte  in  der  ersten  bzw. 
ersten  und  zweiten  parallelen  Punktreihe  als  Unbekannte  ein  und  gibt 
immer  die  Funktions werte  einer  zu  dieser  parallelen  Reihe  von  Netz- 
punkten als  Funktionen  der  Wei-te  m  den  vorhergehenden  Reihen  an. 
Auf  diese  Weise  bekommt  er  schließlich  nur  so  viel  Gleichungen,  ala 
Netzpunkte  parallel  zu  dieser  Begrenzung  m  einer  bzw.  zwei  Reihen 
liegen.  Im  einzelnen  ergeben  sich  dabei  bedeutende  Vereinfachungen. 
Auch  Bunge  bestimmt  nicht  gleich  die  endgültigen  Werte,  sondern 
erst  angenäherte  Werte,  die  er  dann  verbessert.  Angewandt  hat  er 
seme  Methode  auf  Berechnung  der  Spannung  bei  Torsion  zylindrischer 
Stabe. 

c)  Methode  von  Bwyleigh-Bitz  Die  besonders  für  physikalische 
und  techmsche  Probleme  wichtigste  Integrationsmethode  ist  von  Bay- 
leigh^^^)  angegeben  und  unabhängig  davon  von  Bit0^^^)  systematisch, 
ausgebildet  Bayleigh^'^^)  benutzt  diese  Methode  z.  B  zur  Berechnung 
der  Schwingungen  am  offenen  Ende  einer  Pfeife"**^)  Sie  läßt  sich  in 
gleicher  Weise  zur  Integration  gewöhnlicher  wie  partieller  Differential- 

548)  Bichardson,  Philosopliical  transactions  of  the  Royal  Society  of  London 
A  210  (1910),  p   807—357 

549)  :ßunge,  Zeitachr   Math   Phye   56  (1908),  p  225—232 

550)  Baißeigh,  Philosopkical  Magazine  (5)  47  (1899),  p   566—72 

561)  Bitz,  Nachnchten  der  Kgl  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Gtöt- 
tingen  1908   p   236—48     Journ   f  Math    185  (1908),  p   1—61 

552)  Bayletgh,  Philosophical  Magazine  (6)  22  (1911),  p.  226—229 

553)  Bayletgh,  Theorie  of  Sound  (z  B  ü.  Anhang  1,  p  291—295),  London 
1878  u   Philosophical  Transactions  161  (1870),  p  77—118. 
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gleichnngen  verwenden,  je  nachdem  man  es  mit  von  einer  oder  mehreien 
Variablen  abhängigen  Problemen  zu  tun  hat;  Bedingung  ist  nur,  daß  sieh 
die  Aufgabe  als  Yariationsproblem  darstellen  läßt.  Die  Methode  geht 
nämlich  nicht  von  der  Differentialgleichung  mit  den  Randbedingungen 
aus,  sondern  von  einem  in  der  Hauptsache  mit  der  potentiellen 
Energie  des  im  Gleichgewicht  befindhchen,  isolierten  Systems  zu- 
sammenfallenden Integiale,  aus  dem  nach  dem  Prinzip  der  kleinsten 
Wirkung,  also  durch  Variation  die  Gleichungen  nebst  Randbedingungen 
gewonnen  werden  können.^")  Für  elastische  Probleme  ist  das  Va- 
riationsprinzip nach  Lorene^^^)  der  Satz  von  Gastighano^^^)  über  die 
kleinste  Formänderungsarbeit  Hier  muß  der  Ausdiuck  i, —  2L^ 
einen  ausgezeichneten  Wert  haben ''^''),  wo  L^  die  elastische  Energie 
des  Systems  als  Funktion  der  Deformationsgi-oßen,  L^  die  Summe  aus 
den  halben  Produkten  der  äußeren  Kräfte  und  der  Verschiebung  ihrer 
Angriffspunkte  ist.^^}    Die  Methode  von  Rite  besteht  nun  darin,  die 

gesuchte  Lösung  durch  eine  Reihe  «;„  =  ^a^P^  zu  approximieren,  wo 

1 
die  P,  Funktionen  smd,  die  den  Rand-  und  Symmetriebedingungen  ge- 
nügen, während  die  konstanten  Koeffizienten  a,  so  bestimmt  werden, 
daß  die  potentielle  Energie  als  Funktion  der  a^  ein  Minimum  wird. 
Diese  Bedingung  hefert  im  allgemeinen  für  jede  Annäherungsfunktion 
to^    ein  System   von  n  linearen  nicht   homogenen    Gleichungen   mit 

654)  Bei  den  Arbeiten  von  i?tte^^')  ist  zu  beachten,  daß  der  eigentliche 
Ausdruck  für  die  elastische  Deformationsarbeit 

ist,  wie  ihn  litte  auch  in  der  Annalenarbeit  benutzt  hat    Der  Ausdruck 

der  m  den  oben  zitierten  Arbeiten  benutzt  wird,  ist  nur  dann  nchtig,  -wenn 

ist,  wo  der  Klauunerausdruck  das  Krümmungsmaß  angibt  Dies  ist  in  dem 

dort  behandelten  Problem  der  emgespannten  Platte  tatsächlich  der  Fall 

565)  Jßorene,  Zeitschr  d  Ver  deutsch  Ing  57  (1913),  p  548—545  Physik 
Zeitflchr.  14  (1918),  p  71—74 

656)  Gashghano,  Memorie  della  Reale  Accademia  delle  Scienzo  di  Toiino 
27  (1875)  Atti  della  R.  Accad.  delle  Scienze  di  Tonne  10  (1875),  p,  380—428 ; 
11  (1876),  p.  127—286 

657)  Foschl,  Pysik   Zeitschr.  14  (1913),  p  410—412 
568)  V.  Kamm,  Physik.  Zeitschr   14  (1918),  p  258,  264 
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nicht  verschwindender  Determinante,  deren  Koeffizienten  sich  durch 
Qnadi'aturen  bestimmen  Bita  hat  gezeigt,  unter  Benutzung  von  Unter- 
suchungen von  Silbert^^^)  und  Levi^^^),  daß  abgesehen  von  eiuigen 
für  die  Praxis  kaum  in  Betracht  kommenden  Fällen ''^^),  bei  wachsendem 
n  die  Reihe  der  iö„  gegen  einen  Grenzwert  konvergiert,  und  daß 
dieser  die  gesuchte  Funktion  ist  Letzteres  hat  Jager  ^^^)  noch  etwas 
allgemeiner  gezeigt  Die  Methode  ergibt  also  ein  konvergentes  Ver- 
fahren zur  Integration.^^)  Das  Verfahren  von  üitis  hangt  eng  mit 
der  Methode  zur  Behandlung  statisch  unbestimmter  Fachwerke  von 
Mohr  zusammen  *"^)  Da  fast  alle  m  der  Technik  vorkommenden 
Gleichgewichtsprobleme  sich  aus  einem  Variationsproblem  ableiten 
lassen,  ist  die  Methode  von  JRitis  außerordenthch  brauchbar,  und  zahl- 
reiche Probleme,  besonders  der  Elastizitätstheorie,  sind  mittels  der- 
selben behandelt  So  behandelt  Eit0^^^)  selbst  die  rechteckige  Platte, 
mit  der  sich  dann  weiter  Lorma^^^),  der  allerdings  nur  ein  Glied  be- 
stimmt, Nadai^^^),  Kdlahne^^'')  und  Timoscheriko^^^)  beschäftigen 
Letzterer  hat  insbesondere  für  eine  Reihe  von  Problemen  die  kritische 
Belastung  bestimmt  *^*)  Weiter  behandelt  Nadai  die  kritische  Bean- 
spruchung bei  kreisrunden  Platten  ''^^*)  Ähnlich  bestimmt  Stodöla^'^^) 
die  kritische  Umlaufsgeschwindigkeit  für  die  Transversalschwmgungen 
von  Dampfturbinenrädem  In  den  letzterwähnten  Fällen  erhalt  man  zur 
Bestimmung  der  a,  ein  System  von  n  homogenen  linearen  Gleichungen, 
die  also  nur  Werte  von  a^  liefern,  falls  die  Determinante  verschwindet. 

669)  miheit,  Mathem  Ann  69  (1904),  p  161—86  u  Festsohiift  d.  Kgl.  Gas 
d  Wiaa  zu  Göttingen,  math  -phys  Klasse,  Berlin  1901 

560)  Leüi,  Rendiconti  del  cireolo  mathematico  di  Paleimo  22  (1906),  p  293 
—360,  387—894 

561)  Jäger,  Paris  C   B    158  (1914),  p   1160,  1161 

662)  JPoachl,  Sitzgsb    d    Kgl   Akad    d   Wiss    zu  Wien  121,  II 2a  (1912), 
p   1236—60 

568)  Mohr,  Zeitschr  des  Ingen  -  u.  ArohitektenTeieins  zu  Hannovei  20  (1874), 
p   609—626,  21  (1875),  p   17—88 

564)  Rtte,  Ann    d   Physik  (4)  28  (1909),  p   787—786. 

566)  Lorem,  Zeitschr.  d  Ver  deutsch  Ingen  67  (1913),  p.  623—025 

666)  Nadat,  Zeitschr  d  Vei  deutsch  Ingen  58  (1914),  p  487—494,  640—560 

667)  KaldJme,  Grundzuge  der  matL-phys   Akustik  2,  Leipzig  1913 

668)  T%m08chmko,  Annales  des  Fonts  et  Chaussöes  (9)  15  (1918),  p.  496—566, 
16  (1918),  p  78—128  u   872—412  auch  die  dort  zitierte  Literatur 

569)  Hager,  Berechnung  ebener  i echteckiger  Platten  mittels  tiigonometr 
Reihen,  Berlin-München  1911  scheint  ähnliche  Gedanken  zu  verfolgen 

669"')  Nada%,  Zeitschr   d  Ver  deutsch   Ingen   69  (1915),  p.  169—174 

670)  Stodola,  Reme  de  möcanique  84  (1914),  Nr  8,  p  244—263-,  Schweize- 
rische Bauzeitung  1914,  p  261 
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Diese  Bedingung  liefert  dann  gerade  die  kleinste  kritische  Bfejastung 
bzw   Umlaufszeit 

Femer  sind  nach  dieser  Methode  behandelt:  die  Biegung  krummer, 
dünnwaAdiger  Rohre  *''^),  die  Spannung  m  zylindrischen  Behältern  mit 
veränderbcher  Wandstärke  "*'*),  in  mit  Versteifimgsringen  yersehenen 
Rohren ^^®),  in  rotierenden  Scheiben  von  vanabler  Dicke"*),  m  zylin- 
drischen Hangeböden  bei  unvollkommener  Einspannung^'^),  in  flachen 
Kugelschalen  ^'^^),  das  Problem  der  Geschwindigkeitsverteilung  in  einem 
Rohr  mit  quadratischem  Querschnitt"''^  usw. 

33.  Expenmentelle  Methoden.  Schheßlich  sei  noch  erwähnt, 
daß  man  auch  versucht  hat,  gewissermaßen  experimentell  partielle 
Differentialgleichungen  zu  lösen;  so  hat  Förster^''^  die  Greensche 
Funktion  für  die  Gleichung  Am  =■  0,  in  dem  FaU,  wo  an  einem  Teil 
des  Randes  «i  =  c^,  u^==  c^  usw.,  an  einem  anderen  —  =  0  ist, 
durch  Messung  elektrischer  Ströme  bestimmt  Dabei  stellt  er  das 
Gebiet  durch  eme  entsprechend  von  Leitern  und  Nichtleitern  begrenzte 
Kupfersulfatlösung  dar  und  benutzt  den  bekannten  Nenmannacken 
Mittelwertsatz***)  Wieghardt^''^)  hat  durch  Ausmessen  einer  dttnnen 
deformierten  elastischen  Platte,  eine  angenäherte  Lösung  der  Gleichung 
AAu  für  bestimmte  Randbedingungen  zu  finden  versucht  °^)  ^^^) 

571)  V  Karman,  Zeitschr   d.  Ver   deutsch    Ingen.  56  (1911),  p.  1889—1895. 

572)  Pöschl,  Armierter  Beton  5  (1912),  p.  169—175,  210—217,  828,  860 
Pöschl  n  TereagM,  Berechnnng  von  Behautem  nach  nenen  analytischen  und 
graphischen  Methoden,  Berlin  1918  (80  Seiten) 

678)  Älbenga,  Atti  della  R  Accad  delle  soienze  di  Torino  49  (1914),  p.289 — 97 
574)  PöacKl,  Zeitschr.  für  das  gesamto  TrLrbmen-w.ßeen  10  (1918),  p.  70 — 72, 
90—92. 

576)  Pöschl,  Zeitaoh.  d  öster. Ingen  -n.  Architektenyereina  64  (1912),  p  660 — 62. 

576)  Federhofer,  Sitzgsber  d  Kgl  Akad  d.  Wiss  zu  Wien  121,  11 2  a 
p.  2148—2161 

577)  Pasclhoud,  Paris  C  R  159  (1914),  p   158—160 

578)  Förster,  Archiv  fitr  Elektrotechnik  2  (1914),  p.  176—81 

579)  JT  Wieghardt  Über  em  neues  VerfeJiren,  verwickelte  Spannungsver- 
teilungen  in  elastischen  EOrpem  auf  experimentellem  Wege  zu  finden  Mitteilungen 
des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Berlin  1908 

680)  Auf  rärnnhohe  Probleme  mit  Rotationseymmetne  ist  diese  Methode 
neuerdings  von  Kuhlmawn,  Archiv  für  Elektrotechnik  3  (1916),  p  208—26  über- 


681)  Flilgel,  Zeitschrift  für  das  gesamte  Turbinenwesen  12  (1915),  p  78—77, 
89 — 91,  100 — 108  bestimmt  mittels  eines  ganz  ähnlichen  VerfahienB  den  Verlauf 
der  Strömung  idealer  Flüssigkeiten  in  Ereisebädem 

(Abgeschlossen  im  Februar  1915) 


II 03.  I^ÜERE  EJSTTWIOKLUJNTG  DER  POTENTIAL- 
THEORIE.    KOISTFORME  ABBTLDTm"G.*) 

Von     ' 

L.  LIOHTENSTBIN 

in   BERLfS. 

In  den  siebzehn  Jahren  seit  dem  Erscheinen  des  Artikels  IIA7b 
von  H.  JBurlcharcH  und  W.  F  Meyer  ist  die  Potentialtheorie  durch 
neue  weittragende  Methoden  bereichert  und  in  ihren  Grundlagen  be- 
festigt worden.  Es  erschien  darum  notwendig^  sowohl  die  Eüauptsätze 
der  aUgemeinen  Potentialtheorie  als  auch  die  von  H.  Ä  Schwäre, 
G.  Neumcmn  und  H.  JPomcarS  begründeten  älteren  Theorien  erneut 
emer  Besprechung  zu  unterziehen  (zweiter  und  dritter  Abschnitt).  In 
dem  ersten;  einleitenden  Abschnitte  werden,  um  die  Wege  für  dieses 
Referat  und  einen  späteren  Artikel  über  partielle  Differentialgleichungen 
vom  elliptischen  Typus  zu  ebnen,  die  wichtigsten  benutzten  Begriffe, 
Bezeichnungen  und  Abkürzungen  m  einheitlicher  Weise  festgelegt.  Die 
neueren  Methoden  bilden  neben  der  allgemeinen  Theorie  der  konformen 
Abbildung  den  Inhalt  des  letzten,  vierten  Abschnittes,  sofern  sie  nicht, 
wie  die  sich  der  hnearen  Integralgleichungen  bedienenden  Verfahreu, 
in  dem  dritten  Abschnitte  Platz  gefunden  haben 

Die  im  dritten  und  hauptsächlich  im  vierten  Abschnitte  zur  Dar- 
stellung gelangende  konforme  Abbildung  gehört  m  den  meisten  Arbeiten 
der  älteren  Schule  sowie  in  zahlreichen  Untersuchungen  der  neueren  Zeit 
methodisch  in  das  Gebiet  der  Potentialtheorie  hinein  Eine  eingehende 
Darstellung  der  Potentialtheorie  untei  Ausschluß  der  konformen  Ab- 
bildung und  die  Zusammenfassung  dieser  in  einem  besonderen  Artikel 
würde  daher  nicht  gut  ausführbar  sem  Das  Referat  über  die  kon- 
forme Abbildung  würde  seinerseits  natürlich  unvollständig  bleiben,TVoRte 
man  die  neuerdings  ausgebildeten  independenten  funktionentheoretischen 
und  Kontinuitätömethoden  an  dieser  Stelle  außer  Betracht  lassen.  In 
der  vorliegenden  Darstellung  sind  darum  die  verschiedenen  Richtungen 
tunlichst  dem  historischen  Entwicklungsgange  folgend  gleichmäßig 
berücksichtigt  worden 

*)  Für  die  Mitwiikimg  bei  der  Korrektur  dieses  Referates  und  fElr  verschie- 
dene Yerbesserungs-  und  ErgSinzungsrorscbläge  bin  'ich  außer  der  Bedaktion  den 
Herren  Steberbach,  CaratModory,  Oowcmt,  H%lb  und  Koebe  zum  größten  Danke 
verpflichtet 
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I.  Befinitiouen  und  Bezeichnungen. 
1.  AllgeiiLemes  über  zwei-  und  dreidiiiiexisionale  Gebiete.    Se 

[M)  eine  Punktmenge  in  emer  schlicliten  (d.  h.  einfach  bedeckten) 
Ebene  (in  (S)  oder  auf  einem  die  Oesamtebene  oder  emen  Teil  dieser 
nach  Art  emer  geschlossenen  Rtemafm&(ih.6n  Fläche  ganz  oder  zmn 
Teil  mehrfach  überdeckenden  Üächenhaften  Gebilde  (m  ®^).  Dieses 
kann  (eme  endliche  Anzahl  im  Innern  gelegener)  Windungspimkte 
(endüoher  Ordnmig)  haben.^)  Besteht  eme  allseitige  Umgebimg  emes 
Punktes  P  von  {M)  aus  lauter  Punkten  der  Menge,  so  ist  P  ein 
„innerer"  Punkt 

Eme  Punktmenge  {M)  wird  „Gebiet"  genannt,  wenn  1°)  aUe 
ihre  Punkte  innere  Punkte  sind,  2°)  zwei  beliebige  ihrer  Punkte  durch 
einen  geradlinigen  Streckenzug  (von  endlicher  Seitenzahl),  dessen  alle 
Punkte  der  Menge  angehören,  verbunden  werden  können  *)   Es  sei  (M') 

1)  Die  Ebene  @  sowie  jedes  im  Unendlichen  einfache  Blatt  vom  (S„  wird 
durch  einen  „unendhch  fernen  Punkt'*  geschlossen  gedacht  Hängen  im  Unend- 
lichen mehrere  Blattei  der  Fläche  @„,  zusammen,  so  wird  diesen  an  unend- 
lich femer  Funkt  (Windungspnnkt)  zugeordnet. 

2)  Wir  nennen  also  „Gebiet",  was  gelegenthoh  „offenes  Gebiet"  genannt 
ward     Die  Begriffe  „das  Gebiet"  und  ,,daB  Innere  des  Gebietes"  sind  völhg  in- 
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die  erste  Ableitmig  von  (Jtf).*)    Die  Menge  {M'  —  M)  ist  die  Be- 
grenzung oder  der  Eand  8  von  T.*) 

Hat  die  Entfermmg  der  Pnnkte  eines  Gebietes  von  dem  Koordi- 
natenursprung  eine  endliche  obere  Grenze,  so  heißt  das  Gebiet  „be- 
schränkt".')   Ist  T  ein  beschränktes  Gebiet  in  ®,  ist  femer  8  sein 
'      Rand,  so  -wird  die  Punktmenge  ®  —  (T  +  ^)i  ^*6'  ®  ^^  Gesamt- 
[  heit  der  Pnnkte  von  ®  verstanden,  das  „Äußere"  von  T  und,  wenn 

(     I  sie  ebenfalls  m  Gebiet  darstellt,  das  „Außengebiet"  T„  von  T  ge- 

i     i  nannt.    Im  letzteren  Falle  wird  T  gelegentlich  als  das  „Innengebiet" 

!     r  (T,)  bezeichnet«) 

I  Die  abgeschlossene  Punktmenge  T  -\-  8  wird  ,ßereich"  genannt, 

[  VgL  den  Artikel  von  L  Zoretti  und  A.  JRosenthd  Nr.  10 

In  einer  ganz  ähnlichen  Weise  werden  die  Begriffe  j,Q«biet",  „be- 

,  schranktes  Gebiet"  und  ,yBöreieh"  im  Räume  erklärt.') 

f 

[\  baltsgleich  Das  gleiche  gilt  von  den  Ansdrücken-  „ein  Punkt  des  Gebietes  T", 
„ein  Punkt  un  Innern  von  T",  oder  nocb  kürzer,  „ein  Punkt  in  T" 

*>]  Es  sei  bemerkt,  daß  wir  die  Bezeichnung  „Exeis"  und  „Engel"  fOr  die 
Kraidinie  und  KugelfldcTie  vorbehalten    Das  von  einem  Kreise  (mit  0,  G^f  C\ 

I       ',  0*,  l£  usf.  bezeiohnet)  begrenzte  endliche  Flftohenstück  (in  S)  heißt  „Ereisfläche" 

j  oder  „Kreiagebiet"  (entsprechend  mit  K,  K^ ,  K',  K*,  Ä  usf  bezeichnet)    In  fihn- 

j        1'  Hohem  Sinne  sprechen  wu'  von  dem  „Eugelkörper"   Ein  geschlossener,  sich  selbst 

I       i'j  nicht  durchschneidender  geradliniger  Streckenzug  (von  endhcher  Seitenzahl)  m 

I       , :  <£  oder  (S^  heißt  „Polygon".  Ein  von  ihm  begrenztes  endhohes  oder  unendliches 

'       ■  Gebiet  nennen   wir  eine   „Polygonfläohe"   oder  ein   „Polygongebiet"     In  Über- 

>       I  \  emstimmung  mit  der  Definition  emes  Gebietes  wird  nirgends  von  Funkten  „im 

I         I  Innern  eines  Elreises"  oder  allgemeiner  „einer  Kurve"  gesprochen 

,  1  8)  Bei  der  Bildung  von  {M')  hat  man  sich  eine  Umgebung  eines  jeden 

'  '  unendlich    fernen    Punktes    oder  Windungspunktes    durch  Yermittelung  einer 

'  _  L  i_ 

I       1 1  Funktion  von  der  Form  z    *"  (»i  ^  1)   oder  « *"  (m  >■  1)  auf    ein    beschranktes 

I       '  l  aohliohtes  Gebiet  übertragen  zu  denken.    Außer  wenn  (Jlf)  aus  der  Gesamtheit 

I         {  der  Punkte  der  Ebene  (S  oder  einer  gesohlossenen  J2t«mann sehen  FlEohe  91 

I       , ,{  besteht  (geschlossenes  Gebiet),  ist  (Jf ')  von  (Jf)  verschieden. 

I  ,|  4)  Auch  unendhch  ferne  Punkte  können  zum  Bande  eines  Gebietes  gehören. 

Windungspunkte  am  Bande  werden  nur  bei  Betrachtung  der  konformen  Abbil- 
dung von  Ejreispolygonflächen  (Nr.  26)  eingeführt.  Sie  bleiben  tm  irrigen  aus- 
geschlossen. Ein  Gebiet  in  @,  @^  oder  im  Baume  wird  im  folgenden  in  der 
Eegel  mit  T,  T^,  T',  T*,  9  u  dgl,  sein  Band  entsprechend  mit  iS,  fl^,  8\  5*, 
2  u.  dgL  bezeichnet. 

&)  Dies  entspricht  ganz  dem  allgemeinen  Begriff  emei  beschränkten  Punkt- 
menge. 

6)  Allgemeiner  sprechen  wir,  wenn  €>  —  (T-\-S)  in  eme  endliche  Anzahl 
von  Gebieten  zerfäUt,  von  den  zn  T  gehörigen  Außengebieten  Eins  von  diesen 
enthält  den  unendlich  fernen  Punkt. 

7}  Auch  den  Baum  denken  wir  uns  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt 
gesohloBseD     Baumverzweigungen  werden  im  aUgemeinen  nicht  zugelassen 
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Wu"  sagen,  eine  Eigenschaft  gelte  ,,in  T"  (anch  ;,iin  Innern 
von  T'*),  wenn  sie  in  allen  Punkten  von  T  gilt  Soll  die  Berandnng  S 
mit  einbezogen  werden,  so  sagen  wir,  die  betrachtete  Eigenschaft 
gelte  „in  T  imd  auf  S"  (auch  „im  Innern  und  auf  dem  Rande  von  T'*), 
kürzer  „m  jT  +  iS",  oder  „im  Bereiche  T  -\-  S".  Ist  em  Bereidi 
Tj  +  5i  in  T  gelegen,  so  besteht  jSj  aus  lauter  Punkten  von  T.  Ist 
dagegen  ein  Gebiet  T^  m  T  enthalten,  so  kann  8^  Punkte  mit  8  ge- 
meinsam haben 

Ein  Gebiet  m  (S^  heißt  (nach  P.  Koebe)  „schlichtai-tig",  wenn  es 
durch  jedes  in  ihm  gelegene  Polygon  zerstückelt  wird 

Ein  schlichtes  oder  schlichtartiges  berandetes  Gebiet  wird  „j)-fach 
zusammenhängend"  genannt,  wenn  sein  Rand  aus  p  „Komponenten" 
besteht.^)*)  Ist  die  Anzahl  der  Randkomponenten  unendhch,  so  heißt 
T  „unendlichvielfech  zusammenhängend."') 

Sei  T  em  nicht  schlichtartiges  berandetes  Gebiet  m  (g^,  das 
durch  2  +  1  (ö  ^  1)  einander  nicht  schneidende  Polygone  allemal  zer- 
stückelt wird,  während  es  em  System^")  von  q  Polygonen  gibt,  das 
T  nicht  zerstückelt.  Ist  p  die  Anzahl  der  ßandkomponenten  von  T, 
so  nennen  wir  T        „(p-j-2g)-fach  zusammenhängend"*) 

2.  Spezielle  Klassen  ebener  und  rätunliolier  Gebiete.  Unter 
einer  „einfachen  Kurve  m  ®"  verstehen  wir  eine  Punktmenge,  die, 
durch  stereographische  Projektion  auf  eine  Kugel  übertragen,  umkehr- 
bar eindeutig  und  stetig  auf  den  Einheitskreis  0  abgebildet  werden 
kann.  Sie  wird,  wenn  sie  beschrankt  ist,  „Jord<mBcih&  Kurve"  genannt; 
das  von  ihr  begrenzte  beschränkte  Gebiet  heißt  „Jör<?awsches  Gebiet" 
Die  Koordinaten  x  und  y  der  Punkte  einer  Jort^owsohen  Kurve  lassen 
sich  als  stetige  Funktionen  der  Bogenlänge  t  von  C  mit  der  Periode 
23t  darstellen  Ein  zusammenhängender,  mehr  als  emen  Punkt  ent- 
haltender Teü  emer  Jordansohen  Kurve  wird  „Jor<2awsches  Kurven- 
stück"  genannt  Eine  „einfache  Kurve  in  ®^"  heißt  eine  Punktmenge 
in  ®^,  die  folgende  Eigenschaften  hat:  1.  Sie  kann,  auf  eine  ganz 
oder  teilweise  mehrfach  überdeckte  Kugel  übertragen,  umkehrbar 
eindeutig  und  stetig  auf  G  abgebildet  werden.  2  Sie  enthalt 
keinen  Windungspunkt     3   Sie  kann  aus  einer  endlichen  Anzahl  an- 

8)  Vgl  F  Hausdojff,  Grrundzüge  der  Mengenlehre,  Leipzig  1914,  S.  861  fi. 
An  der  bezeicbneten  Stelle  ist  utu  von  beschränkten  Gebieten  in  (£  die  Eede.  Bei 
nicht  beschränkten  Gebieten  ist  die  Yorschnffc  der  Fußnote  *)  zn  beachten 

9)  „Mehrfach  zusammenhängende"  Gebiete  haben  eine  endliche  Zuaammen- 
bangssahl  ^  1 

10)  und  darum  auch  unendlichnele  Sjeteme. 


fiURtKiergert^ihUtr    Htflrk*'    r«mfAchar    Kurven    in    tir    »iaammenf^oiMntyt 

«( lUkUrhcItnu  Anfanf<spniikti>  ah  }{i>ii)(»BBt'iiB  i.iin^cciticM  Houtustit^r  i\ttiT> 
wirU  m  ilei'  Itt'^ei  mit  s^*t  lii*zptrhn(*t  Hein  iOntipuukt  \\u\i  «Iifjtttiih 
A  genannt.  Den  wiu'hHtMidmi  >  moU  tlt*r  poMttvi-  rititiiutttHuiii  «N  -  \i*ti 
iS  begrmiKttMi  lii'Hrhnlnkttin  Uohu'tiw  '/'  rnt«itM»clim  »h«' •",  M.  it.' 
dabei  links  lii>)j;<ni.  Auüoi*  hü(*imt4*tiN  in  vuwi'  ^!l*u^*  \mi  Punkt«!  suu 
I 0«beBtfur »t'lwn  Muü»«  Null,  Init  .S'  i>iur  hrMtuniiit*'  Thu^iwiT«' *"*  I-i  n 
s  flim«  N»»rninN'  v«>rhut»tlon,  j*u  \\iu\  ilit'sf,  m  i/f<s  iuntt*  •«»  /  yr 
rMÄf^^,  mit  twj.  otli»r,  wniin  /Im  Kuüinjnkt  Ihm  V'M^i  hui»  «  wirdi'u  "..ili 
»ut  (Hj  b«''/.**uhn«*t. 

Auf  .*>  n\i'%\'  mut*  uti^ti^i*  Kulj^jr  ivt*ll<'i  V\«tjti  ^rp«lii)i  '»••»i 
AU  Kunktitm  <It*r  Bo^cnlangH  iM'tnu-htft,  -•*«  »Ihm-  m\\  tfx-M  \» 
'/t^iehnet.     Offeubni    int  7  (M  »*«  </<(<»).   ujili'i   /   \\\t    Imwji    \»ih    s    «.  i 

Di«*  vi»rj*N*lii'nii(Mi  l'V-^Uji't/.unjj^flu  «»Mili-n  im  Imlii  ci'«}»  !iri.>  ic 
W<'iMt'  aul'  otn  nii'hrfaolt  /.usamiii('i(h.<nL^«'mii*s.  vuii  liiut'i  ^f^JiMMk 
t*'ö  rektübierlmn*»  niiiiitcluni  Knr\t'u  in  (*■  <M!«»r  iS:^  l»r;^ir»utin  «m 
biet  ttb{*rtragi*n.*)  H»  wird  /.  \\  111  nuhoiii'^m«!«^  Aifk>h/iini;{  ftir  (ii»< 
{J**Httmlhi'it  der  uuf  tlon  t-m'/ulm*»  KomnoinMitrn  vmi  >  1;«  ^«  lit*iifi.  hj* 
tifijon  Wt-rtlblmm  di«  Itf/cii'hnunj;^  (/<.f»  ^fhiauilii 

Im  ähnliclu'ii   iSimic»  wonl<»iJ   wu   ull^fUii'unT  it«a  hm»   *  iiu  i   .tu' 
N  |u;ef(4*b(mes   rnirlil  nutwcndt^  bi'sritriinktt'ii)   iiiti  viifiinui  i''  '  funk 
iion  tp{H\  H|>r«M'bnti 

Sei  ©  *'in<*  fffM-hrnnkit   iikfih/n«rlt)»r»'  wittiiflM    Kur*«*  tu   Ü  tnlft 
ii^    Ihre  Ul<*i«*Uun^Mn  iuf}ff<*n 

h>'i|}cu,  unter  fi  i\w  Hof/mibtiim'  NiTHtntitltiii.    Sind  ilii«  KtuikttDitni  '/  .  >^ 
stt'tig,    ^fo    su};f«'U    wir,  ^    liabf  tMiif  Nti»tiKf  Timn<«iit**  «mI»  i    t;<hnri    ilt-r 

KlttHHI'    J     illl.*''( 

11)  ItcHi'hrunktt»  ciiiloi  In    Kurvni  •wikIi*  Huntifin'  ttnriluntulit-  Kuttm      t/iiin 
III  ilem  folKstition  Um  Kof;»'! 

18)  Sacli  Bfliliirr  luirh  mit  r  oiittr  « 

lU}    //.  I.rhrgtfw,  Loi.ons  »ti    l'liil*KiAtti<ii  «t   Ih  muirthi    ifm  loiii  Ii»it»  ]>r 
iKitivt'«,  rariK  lUOt.  p   rji*     I'.'ii 

Uj  LtlSt    liiuii    ticlifhifff    roclli'    \Sv\U     ilrr    Hd^«  uhtii^'«    ..u     Mit«{if»  i  t>n 
■w  uMlorhoIten  riui.tuti'ii   um  8  ,  «»»  wir«t  (|  >.    nni-  jii'ni'tljM  hr  KutiiittrM    mit  ti> - 
I'«  nddt"  / 

l^j  hu  Uiihi-hm  hmno  tiilei   iittvh  J^uhrhffw 

1(1    Soi  3  QiMf  Kurvi>  der  KImmo  .4  in  S,  i*  «^lu  Punkt  »nf  »,  n   >lii   Ntitn««« 
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@  kann  in  eine  endliche  Anzahl  von  Stücken  zerlegt  werden,  so 
daß  in  einem  jeden  entweder  y  eine  eindentige  Funktion  von  x  ist, 
die  eine  stetige  Ableitung  hat,  oder  x  eine  ebensolche  Funktion  von 
y  darstellt 

Sind  auch  noch  j^,,  ^g|  vorhanden  und  stetig,  so  sagen  wir, 
©  sei  stetig  gekrümmt  oder  gehöre  der  Klasse  B  an.^') 

Gehören  alle  Komponenten  des  Randes  eines  einfach  oder  mehr- 
fach zusammenhängenden  Gebietes  m  @  oder  (S,„  der  Klasse  A^  S 
oder  B'  an,  so  heißt  dieses  ein  Gebiet  der  Klasse  Ä,  B  oder  5'.^^ 

Erfüllt  die  Kurve  <B  der  Klasse  Ä  eme  Beziehung  der  Form 
d  <  ^A'*,  0  <  A  <  1  (d  konstant),  so  gehört  sie  der  Klasse  Äh  an. 
Die  Ableitungen  jr,  -Ä  genügen  Ungleichheiten  von  der  Fonn 


d     ,^    ,    ,s         d 


d     /.    ,    ,^         d 


<^  +  ^'')  -  i?^(«)    '  I  i?2/(fi  +  h)  -  ^y(i)    <d,\h  |^ 
(d\  konstant) 

Gelten  analoge  Beziehungen  für  ^^^ ,  -jg^ ,  so  ordnen  wir  @  der 
Klasse  Bh  zu. 

Einen  abgeschlossenen,  doppelpunktlosen  (Wmdungspunkte  nicht 
enthaltenden)  Bogen  einer  (reellen)  analytischen  Linie  m  (5  oder  (£,^ 

im  Innern  der  Kzeisfläohe  vom  Halbmesaer  $  um  P  enthalten  ist,  von  einer  jedeu 
KU  (n)  parallelen  Geraden  in  einem  und  nur  einem  Punkte  geschnitten  wird, 
und  zvrar,  wie  auch  P  auf  @  gewählt  sein  mag  Vgl.  ^  Oouruat,  loc  cit  20) 
und  L.  lAchtenstetn,  Jahiesber  der  Deutschen  Math  Ver.  21  (1912),  p  167 — 178 
17)  GelegentHoh  werden  m  der  Fotentialtheone  (beschrdJikte)  Kurven  S  mit 
stetiger  Tangente  (m  (£)  betrachtet,  die  so  beschaffen  sind,  dafi,  unter  A  die  län^a 
©  gemessene  Euttemung  zweier  Punkte  dei  Km-ve,  Ö  den  von  den  zugehörigen 
Tnnennormalen  eingeschlossenen  Winkel,  d'  eine  geeignete  Eonstante  verstanden, 
Ö<;^A  ist      Außer  höchstens  m  einer  Punktmenge  ^jV)  vom   Lebeegue sehen 

Ma£e  Null,  sind  -j—^ ,    —{  vorhanden    In  den  Punkten  der  Menge  ©  —  (N)  hat 

©  eme  bestimmte  Enlmmung  Jc^ä'  Kuiven  dieser  Art  werden  wir  als  Kurven 
der  Elaflse  B'  (in  (S)  bezeichnen  Eme  einfache  Kurve  m  (S,„  gehört  der  KLasoe 
B'  an,  wenn  sie  sich  in  eine  endliche  Anzahl  aneinandergereihter  Stücke  von 
Kurven  der  Klasse  B'  in  @  zerlegen  luiSt.  Dieser  Ellasse  gehören  insbesondere 
Kurven  mit  stetigei  Tangente  an,  die  eine  beschränkte  (nicht  notwendig  stetige) 
Krümmung  haben 

Sei  ©  eine  Kurve  der  Klasse  B  oder  B'  m  %  P  em  Punkt  auf  @  Es  läßt 
sich  ein  Wert  d"  >  0  angeben,  so  daß  jeder  Kreis  um  P  vom  Halbmesser  ^  d" 
die  Kurve  m  zwei  Punkten  trifft,  dies  zwar,  wie  auch  P  auf  @  gewilhlt  sein 
^^  (Vgl-  L  Lichtenstein,  loc  cit  16 )  Dort  werden  Kurven  der  Klasse  B  in  & 
betrachtet) 

Diese  sowie  die  in  der  Fußnote  16)  angegebene  Eigenschaft  der  Kurven 
der  Elasfie  B"  werden  manchmal  als  besondere  Voraussetzungen  eingeführt. 
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nennen  wir  regulär,  wenn  er  singularitätenfrei  ist  Er  läßt  sicli  über 
seine  beiden  Endpunkte  analytiscli  fortsetzen. 

Sind  alle  Bandkomponenten  eines  einfach  oder  mehrfach  zusam- 
menhängenden G-ebietes  in  @  oder  (£^  (geschlossene)  analytische  und 
reguläre  Linien,  so  soU  dieses  ein  Gebiet  der  Klasse  C  heißen  Der 
Klasse  D{L  oder  M)  wird  em  Gebiet  m  ®  oder  (S„  zugeordnet, 
wenn  es  vom  endlichen  Zusammenhang  ist  und  wenn  jede  Komponente 
des  Randes  'aus  einer  endlichen  Anzahl  Stücke  analytischer  und  re- 
gulärer Linien  (oder  statt  dessen  der  Kurven  der  Klasse  Ä  oder  B) 
besteht,  die  Ecken  oder  nach  innen  gerichtete  Spitzen  einschließen. 
Die  von  je  zwei  Nachbarseiten  eingeschlossenen  Wmkel  sind  somit 
>  0  und  ^  23r  Liegen  auch  nach  außen  gerichtete  Spitzen  vor,  so 
sprechen  wir  von  einem  Gebiete  der  Klasse  E  (N  oder  Q)  ^^) 

Es  sei  jetzt  S  eme  (geschlossene)  Jordanache  Fläche,  die 
folgende  Eigenschaften  hat:  Man  kann  eine  endliche  Anzahl  zu- 
sammenhängender Stücke  2?i, .  2^  von  S  angeben,  so  daß  jeder 
Punkt  der  Fläche  dem  Innern  von  mindestens  eiuem  -Sj  ange- 
hört.^') Von  emem  jeden  Teilgebiete  Ej^  wird  angenommen,  daß  es 
durch  Vermittelung  einer  Transformation  x  =  x^j^Vj  a),  y  =  yf.{v,  oai), 
0  =a  0^(v,  (o),  unter  x^.,  yj^,  0^(Jc=  1, . . .  m)  gewisse  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  stetige  Funktionen  verstanden, 
umkehrbar  emdeutig  auf  ein  ebenes  Gebiet  bezogen  werden  kann. 
Eiae  weitere  Yoraussetzung  ist,  daß  die  JacolrnGheD.  Determinanten 

^aci"»"^'  ^df*^^'  ^g^*;"^  nichtgleichzeitigverschwinden.  DieFlächeÄ 
kann  iu  eine  endliche  Anzahl  Teile  zerlegt  werden,  so  daß  in  emem 
jeden  entweder  0  als  eine  eindeutige,  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetige  Funktion  von  x  und  y,  oder  etwa  y  als  eben- 
solche Funktion  von  x  und  z  dargestellt  werden  kann.  Die  Fläche  S 
bezeichnen  wir  als  eine  Fläche  der  Klasse  Ä  Sie  hat  augenschein- 
lich eine  stetige  Tangentialebene 

Haben  die  vorhin  emgeföhrten  Funktionen  Xj^,  yj^,  S/^Qc  =  X,  ...m 
auch  noch  stetige  partielle  Ableitungen  zweiter  Ordnung,  so  sprechen 
wir  von  emer  Fläche  der  Blasse  B^°) 

Gelegentlich  werden  Flächen  der  Klasse  A  betrachtet,  die  so  be- 
schaffen sind,  daß,  wenn  A  die  geradlinige  Entfernung  zweier  Punkte 

18)  Es  sei  darauf  hingewieBen,  daß  bei  den  vorhin  betrachteten  Klassen 
von  Gebieten  punktförmige  Bandkomponenten  ausgeschlossen  sind 

19)  „Dachziegelartige  Überdeckung"  von  S  durch  U^  (]!;=«  1,      m) 

20)  Der  in  der  Fußnote  16)  angegebene  Satz  gut  mutatis  mutandis  im 
Räume  (vgl.  tl  Churaat,  BoU  de  la  Soc  math  de  France  38  (1910),  p.  189—144). 
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der  Flache,  0  den  von  den  zugehörigen  Normalen  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet,  Ö  <  djA  (dj  konstant)  ist  Flächen  dieser  Art 
ordnen  wir  der  Elasse  B'  zu.  Gilt  statt  ö  <  tfg  A  eine  Beziehung 
der  Form  ö  <  dgÄ^,  0  <  A  <  1  (dg  konstant),  so  wird  S  der  Klasse 
Äh  zugeordnet.  Die  Funktionen  x^,  y,.,  0^(h=  1,  .m)  können  sc 
gewählt  werden,  daß  -^^  g^?  •      Beziehungen  von  der  Form 

\j;x,(v  -\-l,a>-^l')-^  x,(v,  a>)\<d,  {\l\  ^\r\y  (d,  konstant) 

genügen.  Können  ajj,  y^,  e^  so  gewählt  werden,  daß  sie  stetige  partielle 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  haben,  die  der  soeben  hingeschriebenen 
'Ungleichheit  analoge  Beziehungen  erfüllen,  so  gehört  S  der  Klasse 
Bh  an 

Flächen  der  Klasse  A,  die  analytisch  und  regulär  sind,  ordnen 
wir  der  Klasse  C  zu  Die  Funktionen  x^,  y,^,  8^  Qc  =  1,  m)  können 
hier  analytisch  und  regulär  angenommen  werden. 

Besteht  der  Band  eines  dreidimensionalen  Gebietes  T  aus  emei 
endlichen  Anzahl  Komponenten,  die  sämtlich  Flachen  der  Klasse 
Ä(B,  B',  Ah  oder  Bh)  sind,  so  soU  T  ein  Gebiet  der  Klasse 
A(B,  B',  Ah  oder  BJC)  heißen.  Sind  aUe  Komponenten  Flächen  der 
Klasse  C,  so  wird  T  der  Klasse  0  zugeordnet  Besteht  jede  Rand- 
komponente aus  einer  endlichen  Anzahl  einander  nirgends  berührender 
Stücke  der  Flächen  der  Klasse  0,  so  soU  T  der  Klasse  JD  angehören. 
Die  Begrenzung  8  hat  in  diesem  FaUe  eine  endliche  Anzahl  Kanten 
und  räumhcher  Ecken.  In  diesen  läuft  aUemal  eme  endliche  Anzahl 
Flächenstücke  zusammen;  die  Flachen winkel  sind  sämtlich  von  Null 
verschieden.  Sind  unter  sonst  gleichen  Bedingungen  die  einzelnen  Be- 
standteile jeder  Randkomponente  Flachenstücke  der  Klasse  Ah,  so 
soUen  S  und  T  der  Klasse  Lh  angehören*^) 

In  Verallgemeinerung  der  durch  stereographische  Projektion  von 
(£  auf  eme  UwmaMWsche  Kugel  gewonnenen  Gebiete  werden  zwei- 
dimensionale über  einer  behebigen ^^)  Fläche  der  Klasse  Ah  ausge- 
breitete Gebiete  eingeführt  Auch  kann  man  der  Betrachtung  Flächen 
der  Klasse  B,  allgememer  Flächen,  die  eine  derartige  dachziegelartige 
Überdeckung  zulassen,  daß  jedes  der  überdeckenden  Flächenstücke  auf 
ein  G«biet  in  ®  konform  abgebildet  werden  kann  (Nr.  24 e),  zugrunde 
legen.  Dies  trifft  z  B  bei  Flächen  zu,  die  aus  einer  endlichen  Anzahl 
Stücke  der  Klasse  C  bestehen,  wobei,   im   Gegensatz  zu  der  vorhin 

21)  Im  Gegensatz  zu  zweidimensionalen  Gebieten  werden  hier  (ebenso  wie 
bei  Gebieten  der  Blasse  JD)  ßandstüoke,  die  einander  berühren,  nicht  zugelassen 

22)  Gelegentlich  ganz  oder  teilweise  mehrfach  überdeckten. 


ms         n  <    .1       /.   t  tftitftftnn       t*>(if»lttiMllhfHirii        hi«iiii>ftitr    Milutiiun;; 

innfendtr  KanitMi  luTÜhrön  kiinuün '")  A'i»u  hier  auw  geliiii^  mim 
imhirgttmäß  /u  über  t^  t>iier  (£,„  itusgt»lut*it«tfn  <i«*Jn<»i*«n  mit  «MiWlifh 
vielen  „Kückkehi'faltt^n"  Kowit»  /.u  HiO»i»'t«»n,  tiii-  "^jHj  tjlu'f  »ii*«  huit n 
*Sfitt'n  von  tS(tS,„)  m-HiruclvMn."')  Als  n'^ulntivcn  fnii/ij»  !»•  i  tln'  fr  mui 
»hnliclieu  VonilIgonn'inorunj5«'M  crnfbrint  wii'th'r  «In-  I'iuii^'nin^'.  Wwü 
küjU  7'  vm\  «iiii«!'  Midlirhi'n  Anziihl  tii'liji't«'  iiu  IJ,  0  ,.  i^',  »i*, t  tltu'li 
'/iegßlartif^  überjltH'ki'U  lüüt,  du*  sich  «'inzcln  uui  -fhhrljt»-  lf*hjft( 
konfori»  abbildLui  liiSHi'u  (iNr  «-ti')  K-j  stflit  s«i  Immui'lNMrjHM  imlnf-- 
im   W<'j(r,  (t«hii't«*  illici*  ilt'ii  »'inHi'iti^i'M   l''liii-li«Mt'''(  /»i  It»  tim-liti-u 

Kür  vi<^l»  iuiikütinvntlu'orf»tiHclui  Ki-uj^imj.  jitHlu'-niiil«'i«'  i»  «fv^ 
Thfori«  <lt*r  iiIjjfübraiHcluM»  Kiinktiunwn.  Hind  iitwt htn^st iir  M  .i  In«.  **I^\lt 
der    Khiafift  ,I/t  oder  />  von  brMiimU'rwr  WifhtiijkrM 

In  dor  i'jbem*  der  k(miplt*xon  Variaidt««  r  s»*i  ♦•»i  iMtilitilt  /«smu 
nitinhaiigcndäH  üubict  ('i  ^(«^ii'bt*!!,  dcNM'ii  Hiind  ^  itiis  t'ini'i  i  luibrhiT 
Aii'/ahl  ötücki^  iinulytiHcht'r  und  r<'^ulliriM'  Kur\«-»»  lustrht  t^irhifi  d.M 
KlaRSL»  /♦,')  Di«  j'iu/.tdncn  Seitt*n  drr  HithihUiuk  tt'wti  tn  i»i'»'n/if«'t»«i 
linhotitolf^u  <iurt'h  iiiiuh ti.s(dir  und  rl^uliir(•  Sub^tttutiontMi  1,,  ,  .{ 
pjMirweiHi'  oiniuulor  KUjL^(»i)nliu*t.  \)w  ({i'ihi'ufid^««  wi  m»  ^«•\\rl!ilt.  «ijiü, 
wann  niiiu  «li»  '/,UHamiii('nt;tdiön;j;(*n  Snitnijmiin'  niuli  tMit*«r  Kultttutir 
der  Ebcim  ziiKunnucnbH'tot,  Hieb  (Mih*  p's<*hbHM<iii'  Kliii  In*  ini  Itinaiu* 
«Tgibt  Für  oiue  p'do  m  W -|- <!',  iiiil  t'(w.n»^cr  Au-^utibui»'  d.-i  Krki'it 
und  »Spit'/en  Howio  müfiflicIn'rwLMs«'  iMut-r  i'Uillit'biMi  \n/ubl  wi-it+rf" 
Punkte,  rcj^uliir»  .uml,> ühHi«'  Kuuktion,  dm  iti  dm  /ii-^itinuti'n'^i'liniij^fit 
PunktcimtirtMi  dcN  Kund**»  dicHcibiMi  Wfitt>  .uintMiint,  It.il  N  Am  ('hü 
lukit^r  oint'H  „ideal'*  i^emjbloflsiMnMi  fitduefi"^,  d.  )i  i'Utv»  iit*\i\vivH  nhut» 
Hand.  Die  oiiizcducn  Soitiuipuart'  \im  2.  mml  durch  du*  Sub-tituttutH'it 
'^i>  •  '  'K  »ideal"  miteinander  verbunden.-^ "«  I)»'r  Hr^rilT  eiiu*«  ideal 
^OHchloHStmßu  (^ebieteH  int  für  (hui  alluuthhehen  Aunbun  d«'fi  {tef4rti)e'< 
einer  JiictnajmmihMn  Mauiii^laltinki'it   \oii  ji^roÜer  Wiehti;;kuJ  i;;i'i,\i'KeiJ 

'Jil)  In  riliiiiih'i  lim  Krkcii  Hnllfii  in  h  dicH»»  KItl«  lifti  pilinit  i\  !•  M.f  it«  i  •{'  i 
KlautfC  J)  vtiihaltflii 

24)  Di»  beiden  iSoiLen  ik'i  KlAdnt  kaiixcit  hiUKi^  ('ii»'i  ciitlln  i>i>ii  \iui4iil  •  ii 
f.Luhcr  Kurvüii  odci  KiirveiiHtilüki*  /.uBaiiinicii     tiHluttc  litt-Hfi   \rr  v>'ili-ii  un   ihr 
Ilinfachlioit  bulbor  kuiilti^  iiIh  (lübii.'ti>  in  {&*  «ulfr  ^*,  be/i'ii  lincn 

2fi)  Z  ]{.  dem  .l/(i&>ttÄH(  hj'M  Uuiiilfl,  Wi-rkc,  II,  {»  1X4  JH.,  un.I  ji  Jiii»  '.-JS 
fVffl   auch   //   H'«i//,  du- Idfü  «b'i  A'jf »«««»koIicm  Kl.u-ht.  I,»'ii.,ji,'  i'jrt,  j.  ji.     "j, 

'Jf)*)  l<'ltl(hü>iHlQcke,  <lic  duich  utiul;ytiNchf  >ubHtitiitii<iH  n  n  •  itl  tirlmtüiri. 
Niiid  und  111  oinei  Ebene,  lifp^un  udi>i  auf  l'id^i'ib't-n  atiH^n  lircilfl  iixi  >ii>'  tt>  «• 
Stücken  von  Ebenen  und  Kuj^clflUt-hou  bt-Htelic«,  kmtiinrit  hii.m  J>pi  //  1 
»S'cAioofC  vor.  Vfjfl  ii"  ^^  AiWucurr,  Cii-Hammelle  AMiAndhinKCu,  J.  ji  irtl  ^  fwm  r 
/?  Dedtkmd,.]  f  Math  «8  (lH77j,  p  274.  Spu/ioU«' ub-ul  Kml»lü»aenr  »ifbuic 
in  ff„  hiit  noch  früher  Htfinamt  lu'tmchtet     fVfrl    du'  Kuüiuit«'  V'.'' 
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F.  Klein,  der  seit  1878  als  erster  „ideal"  geschlossene  Gebiete  syste- 
matisch betrachtete,  spricht  von  einem  „Fundameatalbereich".  (Vg-I. 
R  FncJce,  IIB 4  Nr  14.)^")  Die  ideal  geschlossenen  Gebiete,  von  denen 
das  vorhin  betrachtete  Gebiet  nur  ein  Beispiel  darstellt,  sind  namentlich 
m  der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  und  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  von  gnmdlegender  Bedeutung 
Dort  werden  die  verbindenden  Substitutionen  durch  bneare  gebrochene 
Funktionen  vermittelt  ^^  "f'"' ) 

25^)  Siehe  F  Klam,  a)  Neuo  ßeititige  zur  jRtfiwwnMsohenJJ'unktionentheone, 
Math  Ann  21  (1888),  i)  141 — 218  posflim  ,  insbefl  p.  141 — 156  sowie  die  vor- 
läufigen Mitteilungen  I>)  Math  Ann  19  (1882),  p.  159—160,  o)  a.  a.  0  p  665 
bis  568;  d)  Math  Ann  20  (1882),  p  49—51.  Man  verglölohe  ferner  e)  F.  Klein, 
iSiemonnsohe  Flächen,  und  die  vorbereitenden  AusfOhrungen  in  der  Schrift 
t)  Über  JRiemann^  Theorie  der  algebiaiachen  Funktionen  und  ihrer  Integrale, 
Leipzig  1882,  insbes  p.  61 — 68  "Von  großer  Wichtigkeit  ist  die  in  der  zuletzt 
genannten  Schnffc  p  72  —  82  angebahnte  Betrachtung  eymmotiischer  Flächen 
Nach  H  A  Schioare  kann  man  jedes  berandete  Gebiet  T  (etwa  der  Klasse  G 
in  ^  zu  einer  geschlossenen  Fläche  erweitem  Man  schließt  an  T  das  Gebiet  T' 
an,  das  aus  der  Gesamtheit  ,der  Pimkte  besteht,  die  auf  der  Bückseite  von  T 
hegen  Das  Gebiet  T  -\-  T'  -\-  S  ist  geschlossen  und  symmetrisch  Vgl  F  Klewi, 
loc   cit  f)  p  7y 

In  dei  Hauptarbeit  a)  finden  sich  p  149-151  weitere  spezielle  Beispiele 
ideal  geschlossener  Gebiete,  darunter  1.  die  „iZzemannsche  Farallelogi-animfigur" 
(vgl.  B  Ei&nicmn,  Gesauuiielte  mathematische  Werke  und  wisseiisohafthchei 
Nachlaß,  2  Aufl.  1892,  Theorie  der  ^Bcfechen  Funktionen,  Nr  12,  p  119—122) 
und  2.  das  von  2jp-£!ui'ven  der  IQasse  C  begienzte  2jp-fach  zusammenhängende 
Gebiet  (der  Klasse  (7)  in  (S  (Jn  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  Begrenzung 
aus  lauter  Kreisen  besteht,  smd  diese  Gebiete  zuerst  von  F.  SchoUhy,  J  f.  Math 
83  (1877),  p  300—851,  betrachtet  worden)  Weitere  Ausführungen  und  Ergän- 
zungen gibt  F  Klmi  m  der  Abhandlung,  Über  den  BegriiF  des  fnnktionen- 
theoietiBchen  Fundamentalbereiohes,  Math  Ann.  40  (1891),  p  180  — 189  Der 
Begriff  (auch  der  Name)  emes  Fundamontalpolygons  ist  übrigens  von  Klein  schon 
einige  Jahre  vor  dem  Erscheinen  der  an  erster  SteUe  zitieiten  Hauptarbeit  ein- 
geführt worden    Man  vgl  F.  Klein,  Math  Ann  14  (1879),  p  111-172 

26°)  Em  Fundamentalbereich  &  braucht  kemeswegs  stets  über  emer  schlich- 
ten Ebene  ausgebreitet  zu  sem  Es  können  Verzweigungspunkte  m  3,  m  den 
Ecken  der  Randkui've  sowie  m  Punkten,  die  bei  beliebig  oft  wiederholter  An- 
wendung der  Grundsubstitutionen  nicht  erreicht  werden,  vorliegen 

26^)  F  Klein  hat  als  erster  fiei  un  Baume  gelegene  geschlossene  Flächen 
als  „E%emannBdhe  Flächen"  aufgefaßt  und  der  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen zugrunde  gelegt.  (Vgl.  F  Klein,  loc  cit  26")  t))  Den  eisten  Anstoß 
zu  dieser  Auffassung  hat  eme  gelegentliche  Bemerkung  von  F  Frym  (1874)  ge- 
geben (vgl.  F  Klein,  loc  cit  25'')  f)  p.  IV)  Schon  frühzeitig  hat  Klevn  den 
Begriff  emer  22»«wiamischen  Fläche  wesentlich  veraUgememert  Vgl  F.  Klein, 
Math  Ann  7  (1874),  p.  658—566;  10  (1876),  p  898—446  sowie  loc.  oit.  25'»)  a) 
p  146—149  und  p.  168—155;  f)  p  61—68,  femer  F.  Klein,  BieinannBche  Flä- 
chen, Wintersemester,  zweiter  Teil  la.  B     Siehe  auch  die  Ausfahrungen  des 
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3.  Ortsfimktionen.'^)  Sei  T  irgendein  beschränkteB  Gebiet  in 
(g(®J  oder  im  Räume,  T*  ein  Gebiet,  d&a  T -j-  S  enthält  Auf  8 
sei  eine  beliebige  stetige  Wertfolge  gegeben.  Nach  S  Lebesgtie  kann 
man  (in  unendlich  mannigfaltiger  Weise)  eme  m  T*  stetige  Funktion 
bestimmen,  die  auf  S  die  nämlichen  Werte  annimmt  ^^)  Ist  S  eme 
einfache  Kurve,  so  kann  man  die  Bandwerte  auf  den  Einheitskreis  C 
verpflanzen.  Man  erhält  so,  unter  t  die  Bogenlänge  auf  ö  verstanden, 
eine  stetige  Funktion  f(t)  mit  der  Periode  2  st  Ist  die  durch  Ver- 
pflanzimg gewonnene  Funktion  f(t)  abteilungsweise  stetig,  so  wollen 
wir  auch  die  Randfunktion  abteüungsweise  stetig  nennen.^)  Eine  in 
einem  ebenen  oder  räumlichen  Bereiche  T  -\-  S  der  Klasse  0^')  er- 
klarte Funktion  F  nennen  wir  abteilungs  weise  stetig,  wenn  sich  T  -{-  S 
m  eine  endliche  Any-nhl  Bereiche  zerlegen  läßt,  so  daß  in  je- 
dem von  diesen  F  nach  Festsetzung  geeigneter  Randwerte  zu  emer 
stetigen  Funktion  wii-d  Eine  m  einem  beliebigen  Gebiete  T^)  er- 
klärte Funktion  nennen  wir  abteüungsweise  stetig,  wenn  sie  m  jedem 
m  T  enthaltenen  Bereiche  der  Elasse  0  abteüungsweise  stetig  ist  Sie 
heißt  beschränkt,  wenn  ihr  absoluter  Betrag  unterhalb  einer  endlichen 
Schranke  liegt 

Zur  Vereinfachung  werden  bei  Ortsfonktionen  von  zwei  oder  drei 
unabhängigen  Variablen,  wenn  es  auf  die  Richtung,  in  bezug  auf  die 
differentiiert  wird,  nicht  ankommt,  partielle  Ableitungen  erster  und 
zweiter  Ordnung  künftig  mit  Dj  und  D^  bezeichnet. 

Es  sei  f(x,  y)  eme  in  emem  beschränkten  Bereiche  T  -\-  S  der 
Klasse  ^  m  @  erklärte  Funktion    Ist 

Textes  über  Fundamentalbezeiche  und  die  Fußnote  26")  Bei  Klem  handelt  es 
Bicb  immer  nur  am  gesohloBsene  Gebiete  Durch  Baadsubstitutionen  verbundene 
Flfi.ohenBtu.cke  konunen  aLs  Bestandteile  nicht  geschloBsener  Gebiete  allgemeiner 

I  Natur  (Nr.  4)  wohl  erst  bei  Koebe  vor    Vgl.  P  Koebe,  Götl  Nachr.  1908,  p.  387 

I  bis  868  (p  888—839,  Fußnote)     Über  die  Entwicklung  des  BegrijQfes  einer  all- 

gememen  Eiemarvmd!a.eia.  Mannigfaltigkeit  siehe  H.  Weyl,  Die  Idee  der  Bzemcmn- 

'  sehen  Fläche,  Vorwort  sowie  p  1 — 68,  insbes.  p  34 — 86    Man  vergleiche  hierzu 

I  Nr  4,  insbes.  die  Fußnote  48)  sowie  die  AusfQhrungen  der  Nr  47  p.  859—860 

;  26)  In  diesem  Abschnitte  ist  ausschließlich  von  reellen  Funktionen  die  Eede. 

I  Wenn  nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  vermerkt  wird,  sind  diese  eindeutig  erklärt. 

i  27)  JS.  Lebesgue,  Rend.  del  Circ   mat   di  Palermo  24  (1907),  p  871—402 

I  [p.  879—380]    Dort  werden  Gebiete  m  ®  betrachtet 

'  28)  Diese  Festsetzung  läßt  sich  m  leicht  ersiohthcher  Weise  auf  mehrfach 

«  zusammenhängende  Gebiete  m  (£  oder  %^  übertragen,  deren  JElandkomponenten 

lauter  einfache  Kurven  sind. 

I  29)  Mit  Ausschluß  einer  endlichen  Anzahl  Stücke  von  Kxirven  (Flächen)  der 

'  Klasse  G 

[  80)  Mit  Ausschluß    abzählbar   vielen   Stücken    von  Kurven    (Flächen)   der 

Klasse  C,  die  sich  nur  am  Bande  häufen  können 
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I  /■(«!,  Vi)  —  /(«s,  Vi)  I  <  Cipäs,  0  <  A  <  1,  (»Jj,  =-  (a?!  -  Äj)«  +  (yi  ~  y,)» 

((^  konstant), 

unter  (fli,  ^i),  (flJa»  ^a)  ^iwei  Punkte  in  T-f-Ä  verstanden,  so  sagen 
wir,  f{x,y)  gewüge  in  T+  ^S^  ^^^^  jE?oZ^ßr sehen,  kürzer  einer  ^T-Be- 
dingung  (auch  einer  Jff-Bedingung  mit  dem  Exponenten  A)  Die  voiv 
stehende  Ungleichheit  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  einer  Ungleichheit 

\f{!c  +  Ky  +  K)  —  f{^,y)\«^{\W+\WY    (c»  konstant) 
äquivalent.  GUlt  diese  Beziehung  für  einen  bestimmten  Wert  des  Ex- 
ponenten A,   so  gilt  sie  (nötigenfalls  nach  einer  Änderung  des  kon- 
stanten Faktors)  für  alle  klemeren  positiven  A 

Eine  Funktion  /"(a?,  y)  genügt  m  T  einer  jff- Bedingung  mit  dem 
Exponenten  A,  wenn  sie  diese  in  jedem  Bereiche  T'  -{-  8'  m  T  erfflUt 
Konvergiert  T'  gegen  T,  so  kann  c^  dabei  über  alle  Gh-enzen  wachsen.'^) 

Ganz  analoge  Festsetzungen  wollen  wir  bei  Funktionen  mit  drei 
unabhängigen  Variablen  treffen.'^ 

Es  sei  T  ein  beschränktes  einfach  oder  mehrfach  zusammenhän- 
gendes Gebiet  m  (S  und  (a;,  y)  ein  Punkt  in  T;  /"(rc,  y)  sei  eme  in  T 
und  auf  8  stetige  Funktion,  die  partiellen  Ableitungen  DJ'  seien  in 
T  stetig.  Die  partielle  Ableitung  in  einer  Richtung  (Z),  die  mit  der 
ic- Achse  einen  Winkel  a  einschließt,  hat  den  Wert 

df        df  ,     df 

«T  =^  ö^  cos«  -f-  ö"^  sma 

dl        dcß  '    dy 

Es  sei  jetzt  s  em  Punkt  auf  8,  m  dem  8  eme  bestimmte  Taugente 
oder  zwei  getrennte  Tangenten  (eine  Ecke)  hat  Konvergiert  -^  fi^f  V) 
bei  der  Annäherung  an  s  längs  einer  beliebigen  8  va.  s  nicht  berüh- 
renden Geraden  Q-  va.  T  gegen  einen  bestimmten  endhchen,  von  G 
unabhängigen  Grenzwert,  und  zwar  auf  jeder  abgeschlossenen  Menge 
der  Geraden  G  gleichmäßig,  so  sagen  wir,  in  s  sei  die  partielle  Ab- 
leitung   -|^  vorhanden  ^^) 

81)  Läßt  sich  im  Gegensatz  hierzu  füi  c^  eme  obere  Schranke  angeben, 
Bo  genügt,  zu  mindest  wenn  T  der  Elasse  C  angehört,  f{x^y)  in  T-\-8  einer 
Ja"- Bedingung  mit  dem  Exponenten  X.  Vgl.  Qi  H.  Mikde,  Joum  f  Math  189 
(1910),  p.  6—82  [p.  8—9].    Dort  wird  em  Kreisbereich  betrachtet 

82)  Die  zuletzt  betrachteten  Ungleichheiten  sind  in  die  Fotentialtheone  von 
0  JB&lder  eingefflhrt  worden  (vgl  0.  E&lder,  Beitrage  zur  Fotentialtheone,  Stutt- 
gart 1882)^  In  der  Theorie  der  trigonometrischen  B^ihen  einer  Veränderlichen 
ist  eine  analoge  Beziehung  bereits  früher  von  B  Lipschite  betrachtet  worden 
Der  Einfachheit  halber  werden  wir  uns  auch  bei  Funktionen  einer  Variablen  der 
abk^zenden  Bezeichnung  emer  JS- Bedingung  bedienen. 

88)  Diese  ist,  was  künftig  nicht  besonders  hervorgehoben  werden  boH,  endlich 
Um  MißverständnisBe  zu  vermeiden,  sei  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt,  daß  im 
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Es  sei  T  em  beschränktes  Getjiet  der  Klasse  Ä  und  es  sei  etwa 
4^  fOr  alle  s  auf  S  vorhanden,  es  möge  femer  ■^f{x,  y)  sich  seinem 
Grenzwerte  auf  S  gleichmäßig  nahem  Eine  Punktion^  die  in  T 
gleich  ~-  f{x,  y),  auf  S   gleich  ^  ist,  ist  in  dem  Bereiche  T -\-  S 

stetig  Wird  im  folgenden  von  einer  Funktion  f{x,y)  behauptet,  sie 
sei  m  T-\-  S  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig, 

so  besagt  dies,  daß  sich  |^  und  J-^)  wie  vorhin  auseinandergesetzt 
verhalten  Es  genügt  hierzu,  daß  die  partiellen  Ableitungen  j^fi^rP^ 
xuid  ^  f(x,  y)  bei  der  Annahei-ung  an  den  Rand  längs  der  Normalen 
an  S  gleichmäßig  konvergieren 

Es  sei  wie  vorhin  T  em  beschränktes  einfach  oder  mehrfach  zu- 
sammenhängendes Gebiet  in  ®  und  es  möge  8ms  eine  bestimmte  Tan- 
gente haben  Es  sei  (x,  y)  em  Punkt  in  T  auf  (w);  seine  Ent- 
fernung von  s  sei  gleich  li.  Untei  der  Ableitung  der  Punktion  /"(a?,  y) 
in  der  Richtung  der  Innennormah  (w)  in  s,  kürzer  der  „Normalablei- 

tunff",  mit  -1^,  ^^ ,  auch  -J^  bezeichnet,  verstehen  wir  den  als  voi- 
banden  vorausgesetzten  Grenzwert  hm-^ f(x,y)     Wie  leicht  ersicht- 

lieh,  ist  ^)  =  hm  f^'"'  y'^  ~  ^-^^ 

Es  sei  T  em  beschränktes  Gebiet  der  Klasse  J.  in  @  und  f{x,  y)  eine 
m  T  und  auf  S  stetige  Funktion,  die  m  T  stetige  partielle  Ableitun- 
gen erster  Ordnung  hat.    Wir  sagen,  f{Xy  y)  habe  eme  auf  S  „stetige 

Normalableitung"  wenn  -|^  existiert  und  ö-fix,  y)  gegen  -A^  gleich- 
mäßig konvergiert  Dies  kann  eintreten,  auch  wenn  ^—,  -L^  nicht 
vorhanden  sind 

Es  sei  T  insbesondere  einfach  zusammenhängend  Wir  werden 
gelegentlich  neben  m.  T  -^  S  erklärten  stetigen  Funktionen  weitere 
Funktionen  zu  betrachten  haben,  die  m  dem  Außengebiete  T^  mit 
Einschluß  des  Randes  und  höchstens  mit  Ausnahme  des  unendlich 
fernen  Punktes  stetig  smd.  Die  Randwerte  werden  dann  entsprechend 

1; 

folgenden   von  Bezeichnungen  wie  lim  »„  =»  -|-  oo ,  hm  f(a:)  =  -|-  oo  n  dgl    kein 

Gebranch  gemacht  wird>  Ist  ein  Grenzwert  yorhanden,  so  ist  damit  zogleioh 
ftusgeaagt,  daß  er  auch  eTidlioh  iati 

84)  Und  darum  überhaupt  alle  Dj/'. 
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etwa  mit  /"(§+)  und  f(s-),  die  Werte  der  Normalableitungen,  fiedls  dieöe 
vorhanden  sind,  mit  j- /'(5+),  w-f(s~)  bezeiclinet  ^'*) 

Analoge  Festsetzungen  gelten  für  Gebiete  auf  CS,^  und  im 
Räume  ^^) 

4.  Allgemeines  üT3er  uuendliehvielblättrige  schliohtartige  Ge- 
biete. Eine  Folge  Ton  Gebieten  T^^{n  =  1,2,  .)  der  Klasse  D  (all- 
gemeiner etwa  der  Klasse  E  oder  Q)  m  ®  oder  ®^  heißt  „ineinander- 
geschachtelt", Ti  <  Tg  <  jTj  <  ,  wenn  T„  für  alle  n  in  T^^^  liegt, 
während  es  Punkte  yon  jT^^^  gibt,  die  m  T„  nicht  enthalten  smd; 
T^  und  T^^i  können  Teile  des  Randes  gemeinsam  haben  Ist  dies 
für  keinen  Wert  von  n  der  Fall,  so  smd  die  Gebiete  im  „engeren 
Sinne  ineinandergeschachtelt". 

Jedes  Gebiet  T  m  (£  odei  @^,  das  mindestens  emen  ßandpunkt 
hat,  kann  als  Limes  einer  Folge  ineinandergeschachtelter  Gebiete 
T^(n  =  1,  2,  .  )  der  Klasse  G  dargestellt  werden.  Jeder  Bereich  in  T 
ist  von  einem  gewissen  w  an  m  allen  T„  enthalten.'')'^) 

Es  sei'  Ti  <  Tj  <  2^8  <  •  eine  Folge  ineinandergeschachtelter  Ge- 
biete in  (S^,  deren  Blätterzahl  mit  n  ms  Unendliche  wächst  ^^) 

Wir  sagen,  die  Folge  T„(w==  1,2,  .  )  defimert  eine  (unendlich- 
vielblättrige)  Punktmannigfaltigkeit  %  =  lim  T„,  die  aus  der  Gesamt- 

36)  Es  gilt  dabei  die  Definitionsgleichung  ^— /"(«-)  =  lim  ^/"(aj,«),  unter 

on  ^—Q  an 

Y-  die  Ableitung  m  der  RicLttmg  der  Iwnmnormale,  li   die  Entfernung  des 

Punktes  (a:,  y)  auf  (w)  in  T^  von  s  verstanden 

86)  Die  Umgebung  eines  jeden  unendlich  fernen   Punktes  oder  Windungs- 

_  1 

Punktes  hat  man  sich  diuch  Veimittelung  einer  Funktion  von  dei  Form  z   '"  (m  ^  1) 
1 

oder  £?*"(?«  >1)  auf  die  FUohe  eines  Kieises  übertragen  zu  denken 

87)  lät  d,^  das  Maximum  des  Abstandes  emes  Bandpunktes  des  Grebietes  2'„ 
von  8,  so  ist  lim rf„  =  0   Vgl  iB.W  S  Osgood,  Punktionentheorlo,  p.  156—158 

n=oo 

88)  Gebiete  T„(w  =  l,2,  )  kann  man  übrigens  im  engeren  Sinne  mein- 
audergeschachtelt  wählen  Über  den  allgemeineren  Begriff  des  „Eemes"  einer 
Folge  von  Gebieten  vergleiche  bei  C  OarpAModory,  loo.  cit  677)  (Nr  47) 

89)  Auch  die  Zahl  der  Wmdimgspunkte  in  T„,  oder  der  Höchstwert  ihrer 
Ordnung  (oder  auch  beides)  kCnnen  mit  n  zugleich  unendhoh  werden  Folgen 
ineinander  geschachtelter  Gebiete  Z\  <[  T,  <[  ,  die  so  beschaffen  sind ,  daß 
die  Blätterzahl  von  7„  für  alle  n  unterhalb  emer  festen  Schranke  liegt,  wäh- 
rend die  Zahl  der  Wmdungapunkte  fdi*  w  =  oo  unendhoh  wird,  werden,  da  sie  bei 
achlichtartigen  Gebieten  nicht  vorkommen,  an  dieser  Stelle  nicht  näher  betrachtet. 
Das  Gebiet  %  =  lim  T^  hat  in  diesem  Falle  eme  endliche  Ansiahl  von  BlÄttem, 

jedoch  unendlichviele  Windungspunkte  ^endlicher  Ordnung) 

Bnoyklop  d  nuith.  Wlufliuah     CI 3  H 
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heit  der  Punkte  besteht,  die  für  ein  (und  darum  unendlichviele)  n  iu 
emem  Gebiete  der  Folge  enthalten  sind  Die  Folgen  T^<,T^<c- 
und  T^  <  T^'<C'  •  definieren  dieselbe  Mannigfaltigkeit  %,  wenn 
jedem  n  ein  n*,  jedem  v  &m  v*  zugeordnet  werden  kann,  so  daß  T^ 
in  Tn*  und  Tl  in  2V*  enthalten  ist  AUe  Punkte  von  SC  sind  innere 
Punkte  der  Mannigfaltigkeit  Zwei  Punkte  von  %  können  durch  einen 
geradlinigen  Streckenzug  von  endlicher  Seitenzahl,  dessen  sämtliche 
Punkte  der  Mannigfaltigkeit  angehören,  verbunden  werden  Man  ist 
darum  berechtigt,  X  als  ein  (unendlichvielblättriges)  Gebiet  zu  be- 
zeichnen.*") 

Ein  Gebiet  %  heißt  „schlichtaxtig"  wenn  es  durch  jedes  in  ihm 
gelegene  Polygon  zerstückelt  wird  Notwendig  und  hinreichend  ist 
hierfür,  daß  alle  T^  schlichtartig  smd 

Es  mögen  zunächst  die  ein  schlicktarhges  Gebiet  5t  bestimmen- 
den Gebiete  der  Folge  T„(n  =  1,  2,  .)  im  engeren  Sinne  meiuander- 
geschachtelt  seiu  Sei  S^"  irgendeme  Komponente  von  S^^.  Das  Ge- 
biet T„^i  —  T„  zerfällt  in  eine  endhche  Anzahl  Teile  @i,  ©j, ...  @^. 
Eine  Komponente  S^*!^^^  von  8^^^  sei  jetzt  so  gewählt,  daß  ^"^  und 
^Xi  ^®i*^®  ^^^  Rande  desselben  Teilgebietes,  etwa  ®j,  angehören  Es 
gibt  mindestens  eme  imendliche  Folge  S^'^  (n=  1,  2, . . .).  Jede  Folge 
dieser  Art  bestimmt  per  definitionem  eme  Komponente 

„des  Randes"  von  %  **)  Man  kann  %  stets  in  dei  Form  %  =  lim  T„ 

darstellen,  so  daß  alle  Folgen  jS?"^  (n  =  1,  2,     )  unendlich  sind  („ka- 
nonische Darstellung"). 

Ein  „einfacher  Weg  in  %"  heißt  eme  Punktmenge,  deren  in  T,, 
gelegener  Teil  für  aUe  »,  von  emem  bestimmten  an,  em  Stück  einei 
einfachen  Kurve,  oder  eine  einfache  Kurve  schlechthin  (geschlossenei 
Weg)  darstellt.  Trifft  em  einfacher  Weg  alle  S^"^  von  emem  be- 
stimmten n  an,  so  sagen  wir,  er  „endigt  an  der  Randkomponente  5^". 

40).  Unendhchvielblattnge  Gebiete  sind  zuerst  von  S.  A.  Schwarz  (m  münd- 
hchen  Mitteilungen  an  F  Elem  und  H.  jPomcari)  betrachtet  worden  (vgl.  den 
Artikel  II B  4  von  JB  Fricke  Nr  89)  In  der  Literatur  treten  sie  zuerst  m  einer 
gegen  S.  A.  Schwarz  verallgemeinerten  Auffassung  bei  S  Poincard  loo  oit  484) 
auf  (Nr  87)  Man  vergleiche  femer  H.  Poincatd  loc  oit.  453),  P  Koebc,  loo 
oit.  487),  R  Cowcmt,  loo  cit  647).  Gtebiete  dieser  Art  werden  wir  in  dei  Folge 
mit  S.Si.ar,^*  u  dgl  bezeichnen. 

41)  Die  so  definierten  Bandkomponenten  brauchen  keineswegs  einen  Kand 
im  eigentlichen  (anschaulichen)  Sinne  des  Wortes  zu  bilden.  Vgl  die  Fußnote  "•) 

„Windungspunkte  unendlich  hoher  Ordnung"  von  %  sind  offenbar  stets 
Eandpunkte  des  Gebietes 
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Endigt  em  einfacher  Weg  beiderseits  am  Rande  von  %,  so  heißt  er 
„Querschmtf*.  (YgL  G.  CaratModory  loo.  oit.  599,  a)  p  314—315, 
b)  p  325 — 326.  Dort  werden  beschränkte  Q-ebiete  m  (S  betrachtet.) 
Wir  nennen  das  Gebiet  X  . .  ^-fach  zusammenhängend,  wenn 
sein  Rand  p  Komponenten  hat  Notwendig  imd  hinreichend  hierzu 
ist,  wenn  die  Darstellimg  S  =  lim  T„  kanonisch  ist,  daß  alle  T„  von 

einem  n  an  p-fach  zusammenhängend  smd.  Ist  das  Gebiet  %  .  ^fach 
zusammenhängend,  so  wird  es  durch  j>  Querschmtte  allemal  zerstückelt, 
während  es  Systeme  von  (p  —  1)  Querschnitten  gibt,  die  X  zusammen- 
hängend lassen. 

Läßt  sich  eme  kanomsche  Darstellung  der  vorhin  genannten  Art 
für  kem  p  gewinnen,  so  heißt  %  unendlichvielfach  zusammenhängend 
Eine  unendhche  Folge  von  Randkomponenten 

„konvergiert''  gegen  eine  „Eäufungskomponente"  S^''^  =  (^^,^^  ), 
wenn  jedem  N  eme  Zahl  ^(N)  zugeordnet  werden  kann,  so  daß  für 
üRe  m>fiiN)..  fif/*"'^  =  iS^/*'>(?  =  1,'.  N)  gut.  Eine  Randkomponente 
fiW  _  (^.)^  ^y^^  )  i^g^^  isohert,  wenn  es  keine  Folge  ßf^'"^(OT  =  l,2,  ) 
gibt,  die  gegen  S^^  konvergiert  Hierzu  ist,  wenn  die  Darstellung 
2;  =  lim  T^  kanonisch  ist,  notwendig  und  hinreichend,  daß  von  einem 

nseo 

n  =  N  aib  Sf^*^  und  S''J^'^^^  allemal  die  vollständige  Begrenzung  eines 
(zweifach  zusammenhängenden)  Gebietes  bilden.  Es  gibt,  wenn  3^  un- 
endlichvielfach  zusammenhängend  ist,  mindestens  eine  Häufongskom- 
ponente 

Die  den  Rand  und  die  Zusammenhangszahl  betreffenden  Fest- 
setzungen lassen  sich  m  ähnhcher  Weise  treffen,  wenn  die  em  schlicht- 
artiges Gebiet  %  bestimmenden  Gebiete  T^(n  =  1,  2,  .)  schlechthin 
ineinandergeschachtelt  smd.*^) 

In   naheliegender  YeraUgememerung   dei    vorstehenden  Betrach- 
tungen werden  Folgen  meinandergeschachtelter  Gebiete  2\  <  Tg  <  . 
über  Flächen  der  Klasse  Lh,  oder  m  @*  (®*)  emgeführt     Das  Gebiet 
hm  T„  kann  Rückkehrfalten  haben,  ganz  oder  teilweise  über  den  beiden 

Seiten  emer  Fläche  (msbesondere  einer  Ebene),  oder  auch  über  einer 
einseitigen  Fläche  ausgebreitet  sein.    Die  Gebiete  T^  können  auch  aus 

42)  Wie  leicht  ersiclitlicli,  kann  mau  übngens  von  dei  Folge  jr„(w  ■—  1 ,  2,   . .) 
in  tmendhch  mannigfaJtigeT  Weise  zu  einer  anderen  Folge  von  Gebieten 
2'^(«=.1,2,  .  )(imr^  =  a:) 

Übergehen,  die  im  engeren  Sinne  ineinandergeschaohtelt  Bind 

14' 
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einer  endlichen  Anzahl  untereinander  ideal  verbundener  Teile  bestehen 
(VgL  die  Ansführungen  der  Nr  2  über  ideal  geschlossene  Gebiete 
sowie  die  Betrachtungen  der  Nr,  47  p  358.) 

AUe  diese  besonderen  Arten  von  Q-ebieten  ordnen  sich  dem  all- 
gemeinen Begriffe  einer  JR^cwtomischen  Mannigfaltigkeit  (nach  H  Weyl, 
„JRiemawMSchen  Fläche")  unter.  In  der  Nr  47  p  369 — 360  wird  nach 
Koebe  (J  f  Math  147  (1917),  p  67—101  (p.  70—73)  eine  allgemeine 
Definition  der  l^zejwowwschen  Mannigfaltigkeit  gegeben  Man  vergleiche 
hierzu  P  Koele,  loc  cit.  457)  p  198  insb.  die  Fußnote  ^);  Annali  di 
Mat  (3)  21  (1913),  p.  57—64  (p  60—61);  Phys  Zeitschr  13  (1912), 
p  1064;  S.  Weyl,  Die  Idee  der  JRiejwowwschen  Fläche,  Leipzig  1913, 
p  16—77;  L.  Bieb&rhach,  Math.  Ann  78  (1918),  p  312—331«) 

Der  Übersichthchkeit  halber  sollen  jetzt  die  wichtigsten  bisher 
'  benutzten  Bezeichnungen  kurz  zusammengestellt  werden 

I  (S  bezeichnet  eine  schbchte  Ebene 

@„  ist  eme  ganz  oder  teilweise  mehrfach  Überdeckte  Ebene  (p  181) 
Die  Klasse  Ä(B)  umfaßt  einfach  oder  mehrfach  (d  h.  endhch  viel- 
fiach)  zusammenhängende  Gebiete  m  (£  oder  (S,,,,  deren  sämtliche  Band- 
komponenten (beschränkte)  einfache  Kurven  (p  183)  mit  stetiger  Tan- 
gente (EJrümmung)  smd. 

D\e  Klasse  G  umfaßt  Gebiete  dei  Klasse  A,  deren  sämtliche  Kand- 
'  komponenten  geschlossene  analytische  und  reguläre  Linien  sind 

Die  Klassen  2)  (L,  M)  umfassen  einfach  oder  mehrfach  zusammen- 
hangende Gebiete  in  @  oder  (5^^,  deren  alle  (beschrankten)  ßandkoni- 
ponenten  aus  emer  endlichen  Anzahl  Stucke  analytischer  und  regu- 
lärer Linien  (Kurven  mit  stetiger  Tangente,  stetiger  Krümmung)  be- 
stehen und  keine  nach  außen  gerichteten  Spitzen  haben.  Kommen 
auch  noch  nach  außen  gerichtete  Spitzen  vor,  so  gehören  die  frag- 
lichen Gebiete  entsprechend  m  die  Klassen  E(N,  Q)  hinein. 

Gebiete  dei  Klasse  Ah  sind  Gebiete  der  Klasse  A,  deren  samt- 

48)  Eine  von  emei  Folge  memandergeschachtelter  üebiete  olementarer 
Natur  unabhängige  Definition  über  der  sohhcliten  Ebene  ausgebreiteter  allge- 
meiner Gebiete,  namentlich  emiaoh  zuBammenhängender  unendlichvielblttttriger 
Gebiete  gibt  W  Blaschke  Vgl  E  Study,  loc  cit  148).  Ebendort  findet  sich 
p  17—19  der  Beweis  der  Äquivalenz  der  fraglichen  Definition  (emfiich  zusammen- 
hängender Grebiete)  mit  deqenigen  des  Textes  Gebiete  von  höherem  Zusammen- 
hang bleiben  dem  Programm  der  Sohnft  gemäß  außer  Betracht  Eine  Erklärung 
der  ZusammenhangBzahl,  sofern  diese  >■!  ist,  wird  darum  nicht  gegeben. 

Auch  bei  Weyl  und  Bteberbach  wird  der  Begriff  der  Zusammeuhangazabl 
ledighoh  für  einfach  zusammenhängende  (Jebiete  erklärt  Auch  Koebe  betrachtet 
m  der  im  Text  an  erster  Stelle  genannten  ausfflhrliohen  Arbeit  nur  einfach  au- 
sammenhängende  Mannigfaltigkeiten 
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liehe  Randknrven  überdies  den  Ungleichheiten  von  der  Form 


d     /»    .    7N         d 


<Ü       /o     .     7^  d 


(0  <  A  <  1) 
genügen 

Näheres  über  Gebiete  der  Klassen  B',  Bh  vergleiche  p   186 

Im  Räume  umfaßt  die  Klasse  A{B)  einfach  oder  mehrfach  zu- 
sammenhangende Grebiete,  deren  sämtliche  (beschrankte)  Randkompo- 
nenten geschlossene  Flachen  mit  stetiger  Normale  (Kinimmung)  sind 
(p  186) 

Die  Klasse  C  umfaßt  Gebiete  der  Blasse  A,  deren  sämthohe 
Randkomponenten  geschlossene  analytische  und  reguläre  Flächen  smd 

Näheres  ilbei  die  Flächen  der  Klassen  B,  Ah,  Bh,  D,  Lh  ver- 
gleiche p   187 

II.  Allgeiucine  Sätze  der  Potential theorie.^j 

5.  Defliution  der  Foten^aJfünktion.  Emo  m  einem  beschrankten 
Gebiete  T  m  @,  oder  im  Räume  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  und  zweiter  Ordnung  stetige  Lösung  der  Differentialgleichung 

(1)  Au  =  i;^,  +  g  =  0  m  der  Ebene, 

(2)  Ah  =  g-,  -f  ^-^-,  +  g-^-s  =  0  ira  Räume 

wird  eine  m  T  reguläre  Potentialfunktion  genannt*^) 

Ist  T  em  Gebiet  m  ®  oder  im  Räume,  das  den  unendlich  fernen 
Punkt  enthält,  so  wird  darüber  hinaus  festgesetzt,  daß 
m  ® 

(3)  lim  u{:i,  </)  =  t,  hm  UB^ii  =  <^',  '«^  konatiint),  Br  =  x"  -\-  t/, 

Ä  =  oo  Ä  — 00 

im  Räume 

(4)  lim  ti{x,  y,  s)  =  c,  lim  B?D^ it  =  0,  {c  konstant),  ü^=  x^  +  ?/* +'^' 

J?  =  <«  il  =  oe 

,gilt     Ist  füi  hinreichend  große  Ji  m  {£ 

(5 )  u,  =  M.  log  ^  -|-  eine  reguläre  Potentialfunktioii, 

44)  GescliichthcheB  vergleiche  den  Axfcikel  n  A  7  b  von  H.  Burkharclt  und 
W  F  Meyer  Nr  1—6 

45)  In  der  Ebene  spnoht  man  gelegentlich  von  dem  logantkmiBchen,  izn 
Ramne  von  dem  Newtonaohen  Potential  Es  erschemt  zweckmäßiger,  die  Sezeich- 
nnng  „Fotentdal"  ansaohließhch  für  das  Potential  einer  bestmunten  Belegung  zu 
reservieren  Bei  einer  Yolomladung  z  B  genügt  das  Potential  im  Innern  des 
mit  Masse  belegten  Gebietes  nicht  der  Xop^e sehen,  sondern  unter  bestimmteD 
\''ora'asBetznngen  der  Potssonaciien  Diiferenüalgleichiing  (Ni  8) 
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im  Räume 

(6)  ^  '^  r"  "^"  ®^®  reguläre  Potentialfanktioii, 

so  heißt  M  „die  Gl-esamtmasse"  von  m*") 

Nach  C.  Nemnann  (ygL  E  E.  Neumcmn,  Beiträge,  p  XII)  ist  die  Be- 
dingung (3)  erfallt,  sobald  hm  u(x,  y)  =>  c  ist.    Im  Räume  folgt  aus 

JB=ao 

lim  u{x,  y,0)  =  c  nur,  daß  die  Funldaonen  B^D^u  beschrankt  smd.^^') 

46)  Wir  folgen  der  DarBtelltmg  von  J.  Fleme\),  Unterauchnngen,  p  8— ö, 
die  von  der  berkömmlichen  (vergleiche  etwa  bei  G  HeMmairm,  Abhandlimgen, 
I  Abbandlting,  p.  726—781;  A  Korn,  Potentialtheorie  I,  p.  180—181;  II,  p  128 
bis  129,  J  Tlmelo,  Monatshefte  f  Math,  n  Phys  15  (1904)  p  887—412  [p  866 
bis  371])  abweicbt  und  in  mancher  Hinsicbt  Vorteile  bietet  Andere  gegenüber 
den  Tlbhchen  vereinfachte  Feataetztingen  hat  B.  B  Nrnmarm  vorgeschlagen 
(jfc\  B  Newmamn,  Beitrage,  p.  5—10  )  ■Voranssetznngen  über  das  Verhalten  von 
DjM  im  Unendlichen  -werden  dabei  ganz  vermieden  Ans  der  im  vorstehenden 
schlechthin  als  PotentialfonMionen  bezeichneten  Elasse  von  Funktionen  werden 
,,   I  in  der  Literatur  (namenthch  der  Siteren)  öfter  bestimmte  Arten  als  „Punda- 

■I  ,'  mentalfonktionen«,  „harmonische  Punktionen",  „vollständige"  sowie  „allgemeine 

i|  1 1  Potentialfunktionen"  usw  je  nach  dem  Verhalten  im  ünendhchen  und  am  Bande 

des  Befinitionsgebietes  (das  von  dem  Begularitätsgebiete  verschieden  sein  kann) 
herausgehoben  (vgl  z.  B  0  Nemncwm,  a  a  0  ;  J.  Korn,  Potentialtheorie,  passim, 
E.  JB  N&tma/rm,  a  a  0 )  In  dem  vorhegenden  Referat  wird  von  jenen  Bezeich- 
nungen nirgends  Gebrauch  gemacht 

46*)  Der  Beweis  läßt  sich  nach  einer  mündlichen  Mitteilung  von  Koehe 
z  B.  wie  folgt  führen  Die  Punktion  v^u  —  c  verschwindet  im  Unendlichen 
und  nimmt  auf  emer  Eugel  G  von  hinreichend  großem  Badius  eine  stetige  Folge 
von  Werten  (p{8)  an  Es  sei  v'  die  durch  das  PotsAtmsche  Integral  (Nr  18)  für 
das  unendliche  von  G  begrenzte  Q-ebiet  Kf^  unter  Zugrundelegung  der  Rand- 
werte 9  (s)  dargestellte  Potentialfonktion  Die  Differenz  v'  —  v  ist  sowohl  auf 
C  als  auch  im  Unendlichen  gleich  NuU.  Sie  verschwindet  darum  m  Kg^  iden- 
tisch Aus  dem  Potssonschen  Integral  folgt  aber  leicht,  daß  die  Funktionen 
i2*DiU  beschränkt  smd 

Man  kann  übngens  auch  anders  vorgehen 

Daß    aus   km  tt((c,y,  «)ooc  nicht  notwendig  lim22*i)i«  =  0    folgt,  zeigt 

A— :eo  Reco 

das  einfache  Beispiel  u  =  ^ 
iL 

In  der  Ebene  fuhrt  die  folgende  Überlegung  rasch  zum  Ziele 

Es  sei  ä'  =  -gj ,  y'  =  -gj ,  u'{x\  y')  «=  «(aj,  y)     Die  Funktion  «'(«',  y*)  ist 

in  einer  Kreisfläche  Ä  um  den  Koordinatenursprung  stetig  und  mit  etwaiger  Aus- 
nahme des  Mittelpunktes  regulär     Sie  ist  darum  m  ft  regulär  (Nr  14)  und  ge- 

oo 

stattet  eme  Entwicklung  von  der  Form  tt'(aj',  yO  =  ^•B"'(6«  cos  ngj  -f  a^  am  ng») 

«=o 
(JS'  *=-«''  -f  y' »,   flj'  — 12'  cos  9 ,    y'  =  2?'  sin  9)     Man   schließt  hieraus    leicht 
daß,  in  der  Tat,  hmED^u^Q  ist  ' 

R=am 


I      , 
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Sei  T  jetzt  ein  Q-ebiet  in  ®^.  Die  Torstehende  Definition  einer 
regulären  Potentialfanktion  bedarf  noch  eiaer  Ergänzung,  wenn  T 
Windungspunkte  hat.  Ist  iSq==  x^-^  y^i  em  Windungspunkt  p-ev 
Ordnung,   so  wird  gefordei-t,   daß  u{x,  y),  in  die  Ebene  0'  den  Q-lei- 

_L 
chungen  e'  =  (e — e^^^ ,  u(x\y')  =  u{Xfyy)  gemäß  verpflanzt,  sich 
in  der  Umgebung  des  Koordinatenursprunges*^)  der  Ebene  /  regulär 
verhält.  Die  Ausdehnung  der  Definition  auf  unendüchvielblättrige 
Gebiete  der  Art  %  ist  naheliegend,  bei  der  Ausdehnung  auf  eine  be- 
liebige BiemannB(ih.e  Mannigfaltigkeit  sind  die  Ergebnisse  der  Nr.  24  e 
zu  berücksichtigen. 

6.  Potential  einer  etnfiaolien  Belegung.^")  Sei  T  em  G^ebiet  der 
Klasse  J5  in  @^)  Es  bezeichne  ft(s)  eine  auf  S  erklärte  stetige  Funk- 
tion''i),  (x,y)  einen  nicht  auf  S  gelegenen  Punkt,  r,,  r^,  r„  ent- 
sprechend Entfernungen  der  Punktepaare  (x,y),S]  (x,y),t'j  s,t 

Das  Integral 

(1)  V(x,y)^  ffj,(t)  log  ^dt 

bezeichnet  man  als  Potential  einer  einfachen  Schicht  oder  Belegung 
Ihre  Dichte  ist  [jb(s),  J  [i(t)  dt  ist  die  auf  dem  Bogen  (s  —  s^)  ausge- 

«n 

breitete  Masse. •**) 

In  einer  ^anz  analogen  Weise  wird  das  ^eu;^o»sche  Potential 
einer  einfachen  Flächenbelegung  im  Baume 

(3)  Y{x,iJ,d)=JiL{t)^^dt 

47)  Odei,  wenn   ein  unendlich  femer  Punkt  Verzweigungspunkt  ist,   den 

1 

Gleichungen  ä'  =  ä*"*"  ^ ,  u  (a',  y')  =  u  {an,  y)  gemäß 

48)  Oder  des  unendlich  fernen  Punktes. 

49)  "Vgl   den  Artikel  11 A  7  h  von  JT.  Bwrkhardt  und  W,  F.  Meyer  Nr  5 

60)  Allgemeiner  könnte  man  T  von  der  Elasse  Ä  oder  N  annehmen 

61)  Allgememer  eine  nicht  notwendig  heschränkte,  integrierbare  Funktion 
(im  übbohen  Sinne  oder  nach  Lebeague). 

62)  Eme  für  manche  Zwecke  nützliche  Verallgemeinerung  hat  J  Pleme^, 
üntertuchungen,  p.  17—18,  angegeben.  Sei  x(ß)  eine  auf  5  erklärte  stetige  Punk- 
tion.   Das /g*wZ^« sehe  Integral    (2)  F'(a!,y)™=  /log  —  d%(<)    kann    als    loga- 


/-i 


nthmiBches  Potential  einer  auf  S  verteilten  einfachen  Schicht  angefaßt  werden 
Die  auf  (»  —  «0)  ausgebreitete  Masse  hat  den  Wert  x{8)-~x('^o) 


ii 
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definiert,  unter  8  eine  Fläche  der  Klasse  B,  unter  dt  das  Flachen- 
element,  (i(f)  die  Dichte  der  Belegung  verstanden^'') 

Das  Verhalten  des  Potentials  einer  einfachen  Schicht  und  seiner 
partiellen  Ableitungerf  auf  der  belegten  Kurve  oder  Fläche  und  in 
deren  Nachbarschaft  bildet  den  Gegenstand  einer  bis  in  die  neueste 
Zeit  heranreichenden  lang-en  Reihe  von  Arbeiten  Die  ersten  über  die 
klassischen  Ergebnisse  beträchthch  hinausgehenden  Resultate  dieser 
Aj-t  smd  von  0.  Efbldey  und  A.  Liapounoff  abgeleitet  worden."^)  Ihre 
Untersuchungen  sind  vorbildlich  geworden  Die  Ergebnisse  von  Holder 
und  Liüjpounof  sind  namenÜich  von  Ä.  Korn  und  J.  Fletnelj  weitergeführt 
und  vervollkommnet  worden.^^)  Von  Korn  ist  insbesondere  eine  Reihe 
hinreichender  Bedingungen  füi  die  Existenz  (und  Stetigkeit)  gewisser 
partieller  Ableitungen  angegeben  und  bewiesen  woiden.  Diesen  Arbeiten 
parallel  laufen  die  etwa  1899  begonnenen  Veröffenthchungen  von  H.  Fe- 
tnm,  die  auf  die  Auffindung  notwendiger  und  zugleich  hinreichender 
Bedingungen  hmzielen.  Seme  Ergebnisse  hat  Feinni  m  zwei  außer- 
ordenthoh    eingehenden,    upifangreichen  AbhandlunQ;en    zusammenge- 


!  68)  Allgemeinei  kann  man  T  etwa  von  der  Klasse  A  vorausBetzeu  bowic 

,1  Kauten  und  rätunhdie  Ecken  zulassen    Nach  Pleimlj  kann  man  ferner  der  Be- 

'  tiachtung  ein  Integral  V'{x,y,s)=-   1 — dxit)   zugrunde  legen 

i: 

64)  Vgl  0.  Holder,  Beiträge  zur  Potentialiiheone,  Inaug.-Dias.  Stuttgart  1882, 

!  p   1—71  [p  20—20]:  Ä.  Ltapounoff,  a)  Joum.  de  Math  (5)  4  (1898),  p  241—811 

'!.  (vorl   Mitt.  C.  E.  125  (1897),  p  694—696,  p.  808—810),  b)  Commxm.  de  la  Soc 

,1  math    de  Kharkow  1902    Holder  legt  seinen  üntersacbungen  Gebiete  der  Klasse 

il,  Ah  (im  Räume)  zugrunde    Auch  TAapoimoff  betrachtet  loc  cit.  a)  zum  Teil  Ge- 

1  biete  dieser  Art 


55)  /  Pleme\),  Monatshefte  f  Math.  u.  Phys  15  (1904),  p  337—411  [p  337 
bis  862],  A.  Km-n,  a)  Potentialtheone;  b)  C  E  SO  (1900),  p.  1238—1241,  C)  Ab- 
handlungen, Abh  1  u  2;  d)  Münch  Ber  38  (1903),  p  3—26;  e)  Münch  ßer  86 
(1906),  p  8—86,  1)  Ann  de  TJÖc  Norm  (8)  24  (1907),  p  9—75  [p.  12-80],  wo 
die  wichtigsten  Ergebnisse  (für  das  ^eiütonache  Potential)  zusammengefaßt 
Bind;  g)  Nova  Acta,  Abh  d  Kais  Leop-Carol  Deutschen  Ak  d  Nat  88  Nr  2 
(1908),  p  151—178  [154-157],  h)  Über  Mimmalflächen,  deren  Randkurvon  wenig 
von  ebenen  Kmven  abweichen,  Ber.  Abh  1909,  Anhang,  p  1—87  [6—82],  i)  Math 
Ann  76  (1914) ,  p  497—544  [p.  499—602]  In  den  vorstehenden  Arbeiten  vrird 
meist  zugleich  das  Verhalten  des  Potentials  emer  Doppelbelegung  (Nr  7)  sowie 
einer  ebenen  oder  raumhchen  Massenverteilung  (Nr  8)  untersucht  Im  Gegensatz 
zu  den  Annahmen  des  Textes  macht  Korn  die  weitere  emsohriinkende  Voraus- 
setzung, daß  die  (ebenen  oder  räumlichen)  Eandkomponenten  mit  einer  jeden 
Geraden,  die  sie  trifft,  nur  eine  endliche  Anzahl  Punkte  gemeinsam  haben 


tt.  Potential  einer  einfachen  Belegung  J^Ol 

faßt.")  Bevor  wir  auf  diese  naher  eingehen,  wollen  wir  einige  für  die 
Anwendungen  wichtigen  Sätze  wiedergeben 

1.  Die  Normalableitungen  g-F(s"^),  ^^(ß~)  sind  stetig  In  der 
Ebene  ist  ferner 

2.  Es  ist 

\V{s)  —  V(t)\  <  Max  ,|ii(s)|  (^|r,,|  |log  »„|  +  ^')  (J.,  .i'  konstant) "«) 

3.  Ist 

i  ii{s)  —  fji(t)  I  <  J?r^„  0  <  A  <  1  (JB  konstant), 
so  hat  V  im  Innern  und  auf  dem  Rande  sowohl  des  Innen-,  als  auch 
jedes  Außengebietes  stetige  pai-tielle  Ableitungen  erster  Ordnung  ^^) 
Die  Ableitung  in  der  Richtung  der  Tangente  geht  durch  8  stetig 
durch,  die  anderen  Ableitungen  erster  Ordnung  erleiden  auf  S  einen 
Sprung.  Für  aUe  {pß^,y^,  (^ifVi)  in  ^4-  'S'  ist  femer 
(3*;    !  D^Vix,,  y,)  —  D,V{x„  y,)  \  <  {c^iDB  +  c^{X)  Max 1 1^ (s; I ) f^^^^ , 

dl,  =  (a^i  -  ^,)'  +  (yi  -  y,)\  o,{l)  >  ü ,  c,{X)  >  0 
Eme  ganz  analoge  Beziehung  gilt  im  Raums  ^'^l 

56)  S  Petnni,  a)  Acta  Math.  31  (1908;  p  127— S32,  b)  Joui-n  de  Math.  (6) 
b  (1909),  p  127 — 228  Die  dlteren  Arbeiten  emd  znmeiBt  m  den  OfVersigt  af'Kongl 
Svenska  Yetenskaps-Akadenuens  Föihandlingar  vor öif entlieht 

57)  Im  Ramne  gelten  analoge  Formeln.  Den  Beweis  vgl  etwa  bei  J  Flemel}, 
loc  oit  65)  p  849—858  Für  das  loganthmiBohe  Potential  gibt  J  Pleme^,  Unter- 
suchungen, p  24 — 25  eme  besonders  einfache  Ableitung  an.  Vgl  ferner  ^  Picard, 
Ann  de  l'Eo  Norm  (J)  2J  (1906),  p  503—608  aowie  einen  Beweis  von  G  Dar- 
b(mx  bei  J  Born,  Pait  Diffgl ,  p  293— "298  Der  Satz  1  gilt  übrigens  auch  bei 
Gebieten  der  Klasse  A]i 

68)  Dieaei  Satz  gilt,  auch  weim  ^{s)  lediglich  bußchrtuikt  und  mtegneibar 
ist  A.Kom,  Potentialtheono  1,  p  888— Ö89,  loc.  cit  65)  f),  p.  18—14  gibt  einen 
analogen  etwas  wenigei  weit  reichenden  Satz  au.  Aut  der  rechten  Seite  der  Un- 
gleichheit steht  bei  Korn  ein  Ausdruck  von  dei  Form  Max  |  fi(s)  |  jl(l)f^(2.>-0 
behebig  klein)  In  der  zuletzt  angegebenen  Fassung  gilt  der  Satz  2.  bei  Gebieten 
der  Klasse  Ah.    Der  Wert  X  ist  dann  dei  jfföZiJersche  Exponent  von  S 

59)  Vgl  O  Holder,  loc  cit  54)  [p  86 — 42]  Holder  beweist  die  Existens 
der  partiellen  Ableitungen  am  Rande  bei  Gebieten  der  Klasse  Ah  im  Räume 
Daß  der  Grenzübergang  gleichmütig  ist,  folgt  aus  Betrachtungen  von  Holder  fast 
unmittelbar  Man  vergleiche  femer  A  Liapounoff,  loc  cit  54)  a),  p  255—260, 
und  A.  Korn,  loc  cit  55)  a)  sowie  c)  Abb  1.  Auch  JUapownoff  betrachtet  Ge- 
biete der  Klasse  Ah  im  Räume. 

60)  Vgl  A.  Eom,  loc  cit  55)  f),  p  16,  wo  Gebiete  im  Räume,  sowie  loo 
üit  55)  h,  p  7—14,  wo  Kreisgebiete  betrachtet  werden  Der  Satz  (8*)  gilt  ühngena 
bei  G-ebieten  der  Klasse  Ah  • 
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4.  Es  sei  T  ein  ebenes  Gebiet  der  Klasse  G]  [/«(s)]'  sei 
im    ic&cs^Me  sehen    Sinne    integnerbar.      Abgesehen    höchstens    ron 

einer  Menge  {N)  von  Randpnnkten   vom   Maße   Null,   sind   ^F(s), 

'dv^^^'  37^(5)  vorhanden  Sie  stellen  auf  der  Menge  S  —  (N) 
Funktionen  dar,  die  nebst  ihren  Quadraten  im   Sinne  von   Lebesgue 

integrierbar  smd    Es  ist  schließlich   fjiV(t)dt  =  V(s)  —  F(So).") 

5.  Sei  T  ein  Gebiet  der  Klasse  Bh,  A^  der  zugehörige  STolder Bdhe 
Exponent    Ist  j- it{s)  vorhanden  und  ist 

•     \§-^li{s)-§-^{iif)\<Cr^,0<X,<l     (C  konstant), 

so  smd  D^V  im  Innern  und  auf  dem  Rande  des  Innen-  und  jedes 
Außengebietes  vorhanden  und  stetig.  Es  ist  femer  für  alle  (x^,  y^) 
und  (pcs,y^)  in  T-f-^ 

!  Ana^i,  2^1)  -  An^a,  y,)  I  <  {ct{nc+c,(x-)  Max  |~/*(s)|)  4 , 

Em  ähnlicher  Satz  gut  im  Räume.  Analoge  Sätze  lassen  sich  für  Ab- 
leitungen höherer  Ordnung  aufstellen^*) 

Ist  T  ein  Gebiet  der  Klasse  0  und  ist  (i(s)  analytisch  und  regulär, 
80  smd  V{x,  y)  und  V(x,  y,g)  in  T  -\-  S  sowie  im  Innern  und  auf 
dem  Rande  jedes  Außengebietes,  höchstens  mit  Ausnahme  des  unend- 
lich fernen  Punktes  (m  der  Ebene)  analytisch  und  regulär.**) 

61)  L.  Ltclitenstetn,  Joum  f  Math  141  (1912),  p  12—42  [p  29—84];  142 
(1918),  p  189—190  leitet  den  Satz  4.  fQr  ein  Kreisgebiet  ab  Durch  eine  geeignete 
konforme  Abbildung  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Anasage  des  Textes 

62)  Ä  Korn,  loc  cit  56  h),  p  7—14  [22—24]  An  der  bezeichneten  Stelle 
wird  ein  Ereisgebiet  betrachtet 

63)  E  Schmidt,  Schwarz-FeBtschnft,  p  866—888,  beweipt  den  folgenden,  etwas 
weniger  weit  reichenden  Satz-  Haben  x(8),  y{8)  (im  Baume  «(v,  ro),  y(v,  00),  «(r,  m)) 
(Nr.  2)  stetige  Ableitungen  bis  zur  Ordnung  Jfc-f  1  (Ä^2)  einschließlich,  hat  /t(») 
stetige  Ableitungen  der  ersten  Ä Ordnungen,  so  sind  D^V^.  , D^V  in  T -\- S 
sowie  in  allen  Außenbereichen  stetig  (Es  genügt  übrigens  die  Ableitungen  der 
höchsten  Ordnung  abteilungsweiae  stetig  vorauszusetzen.)  A.  a.  0.  finden  sich  Aus- 
drücke für  den  Sprung  der  partiellen  Ableitungen  auf  S.  Man  vergleiche  weiter 
Ä  Korn,  Potentialtheorie  1,  p  46 — 61 

64)  Dieser  Satz  rührt  von  JS  Bruns,  Inaugural-Dissertation,  Berlin  1871, 
Joum  f.  Math  81  (1876),  p  849—866  her.  Einen  einfachen  Beweis  hat  E  Schmidt, 
Math.  Ann  68  (1910),  p  107—118  gegeben 
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Wie  bereits  erwälmt,  hat  H  Peirvm  im  Gegensatz  zn  den  bis 
jetzt  besprochenen  Untersuchungen  sich  zur  Aufgabe  gestellt,  mög- 
lichst umfassende  notwendige  und  zugleich  hinreichende  Kriterien  für 
die  Existenz  und  Stetigkeit  partieller  Ableitungen  des  Potentials  auf- 
zufinden Die  auf  das  Potential  einer  einfachen  Belegung  sich  be- 
ziehenden Resultate  erstrecken  sich  sowohl  auf  geschlossene  Kurven 
(Flächen),  als  auch  auf  Stücke  von  diesen.  Das  mit  Masse  belegte 
Gebüde  kü-nn  Ecken  und  Spitzen  (konische  Punkte)  haben  Das  Ver- 
halten der  partiellen  Ableitungen  wird  sowohl  auf  dem  Träger  der 
Belegung  selbst,  als  auch  bei  der  Annäherung  an  diesen,  insbesondere 
an  etwaige  Endpunkte  (im  Räume  RandJinien,  auch  Ecken  oder 
Spitzen  auf  diesen)  untersucht.  Als  charakteristisches  Beispiel  be- 
trachten wir  das  folgende  Pe^nm' sehe  Ergebnis. 

Das  mit  Masse  belegte  Gebilde  8  sei  em  beschränktes  Gebiet  m  dei 
Ebene  e  =  0,  die  Koordinaten  des  Punktes  s  ra.  S  seien  mit  «Jq  und  y^ 
bezeichnet,  ^(s)  sei  beschränkt  und  integrierbar  Damit  die  partielle 
Ableitung  lim  j  [V{Xf^  +  h  cos 9?,  yo-\-h  smgj,  0)  —  V(Xq,  y^,  0)]  in  der- 

A  =  0 

jenigen  Richtung  Z,,  die  mit  der  a?- Achse  den  .Winkel  qo  einschließt, 
existiert,  ist  nach  Peirini  notwendig  und  hmreichend,  daß  der  Grenz- 
wert lim   /  ii(t)  -^Y  ( — I  ^^if  existiei-t.    Untei   So  ist  die  Fläche 
j=oJ  ^*»  V»tJ 

S-So 

Kreises  um  (a?o>  ^o)  '^^^  Halbmesser  d  zu  verstehen.*^)  ^'') 


emea 


'^o'  +  t* 


1 


65)  Es  sei  f(w)  ==  —   I    "  dt  =■  log  —  -{-  eine  reguläre  Punktion  ge- 

— ee 

setzt  DieFunktionp(Ä;J2),(22*=aj*-|-y')genügtderDiflEexentialgleichungAM— Ä;*it="0 
und  spielt  m  ihrer  Theorie  dieaelbe  Rolle,  wie  die  Funktion  log  ^  in  der  Theorie 

der   Laplaceachen   Gleichung     Im   Räume    entspricht    ebenso    der  Funktion   -=■ 

(i2«— aj*-|-2/»-f  0*)  der  Ausdruck  -^     Die  Integrale  /  itljt)f{ku)dt,  j  (i(ß)- dt 

werden  als  veraJlgememerte  Potentiale  emer  einfachen  Linien-  oder  Flächenbe- 
legung  bezeichnet  Ihre  Eigenschaften  sind  denjenigen  der  im  Text  betrachteten 
Potentiale  analog  Vgl.  C  Neitmarm,  Allgem  Unters,  über  das  NewtonachB  Prin- 
zip der  Femwirkmig,  Leipzig  1896,  p  252,  S  Zaremba,  Ann  de  l'Jfic  Norm  (8) 
16  (1899),  p.  427—464;  Ann  de  Toulouse  (2)  8  (1901),  p.  6—21,  Joum.  de  Math 
(5)  8  (1902),  p  59;— 117  [61],  ebendort  (6)  10  (1904),  p  395  —  444  [405  —  410]; 
BulL  de  l'Acad.  d  Sc.  de  Cracovie  1905,  p  69—168  [77—86];  Ä.  Korn,  loc 
cit.  66).  c)  Abh  5  [p.  8 — 18];  Ä  ffdborsJn,  Prace  matematyczno-fizyczne,  War- 
schau, 20  (1909),  p   1—141  [5—86]. 

66)  Weitere  Literatur  über  das  Potential  emer  einfachen  Belegung:  H.  Pom- 
car4,  Potential,  p  92—117;  p  119;   T  LciUsco,  BulL  de  So.  Math.  (2)  81  (1907), 
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7.  Potential  emei  Doppelbelegtmg.*')  Es  sei  T  ein  Gebiet  der 
Elasse  JB  m  (£  oder  im  Räume,  v(s)  eine  auf  S  erklärte  stetige  Funk- 
tion '^)    Die  Integrale 


8  S 


6U^ 


8  S 

bezeichnet  man  als  Potentiale  von  Doppelschichten  oder  Doppel- 
belegungen 

1  W  ist  m  T  -\-  S  sowie  m  jedem  Außenbereiche  stetig  In 
der  Ebene  ist 

(1)  W{s+)  —  W{s-)  =  27cv(s), 

(2)  W{s^)  +  Wis-)  ==  2jv(t)^^(log  lyt  =  2 W{s). 

Die  Normalableitungen  k~W{s'^)  und  ^W{s~)   smd  im   allgemeinen 

nicht  vorhanden.     Indessen  es  gilt  der  Satz 

2  Es  bezeichnen  s+  *  und  s~  •  die  Punkte  in  T  und  in  einem  Außen- 
gebiete auf  der  Normalen  yti)  in  s,  deren  Entfernung  von  s  den  Wert 
c  hat    Es  gilt  dann 

l,m[^Tr(s-)-3ilfr-)]  =  0 

Der  Grenzubeigang  ist  für  alle  s  auf  S  gleichmäßig.  Ist  somit 
eine  der  beiden  Normalableitungen  ^W(s+),  ö-1^(s~)  vorhanden, 
so  existiert  auch  die  andere  und  ist  der  eisteren  gleich''**) 

p  77—79,  G  Fuooiam,  Eend  del  Circ  Mat  di  Palermo  28  (1907),  p  847—898; 
28  (1909),  p  97—112;  Atti  del  4  Congr  Int  dei  Mat.Eoma  2  (1909),  p  150—165; 
M.  Olvoo,  Atti  del  E  Ist  Veneto  di  so  lett  ed  arti  (8)  70  (1918),  p.  519  —  546, 
T  Oarleman,  Über  das  Neumann-Poinoarösolie  Problem  für  em  Gebiet  mit  Tücken 
Inaug-DiBS  Upsala  1916,  p  1—7 

67)  Vgl   den  Aitikel  IIA  7b  von  H  Bmkhcrdt  und  F  W  Meyer  Nr  C 

68)  Allgememer  kann  man  T  etwa  von  der  Klasse  Ah  oder  Q  annehmen 
Die  Dichte  dei  Belegung  v(ß)  kann  eine  bebebige,  nicht  notwendig  beschränkte, 
mtegnerbare  Funktion  sein  (un  üblichen  Sinne  oder  nach  Lebesgue) 

69)  Im  Räume  gilt  eme  ganz  analoge  Formel  Vgl  etwa  A  Korn,  Poteutial- 
theone 1,  p  34—36  sowie  p  78,  2,  p.  26— 28  sowie  p  61,  J  Pleme\f,  loc  cit  56) 
p  365—857  sowie  namenthch,  Untersuchungen,  p  22  S  femer  J  Eom,  Partielle 
Differentialgleichungen,  p  289—293;  ^  Gowsat,  Cours  8,  p  175—178  Der 
Satz  1  gilt  unverändert  bei  Gebieten  der  Klasse  Ah  Ist  T  ein  Gebiet  der  Klasse 
^  m  @,«  em  Eckpunkt  (an  der  emgeBchlossene  Winkel),  so  ist  (2^1  durch 
TF(«+)  +  W{s-)  =  2W(s)  -f  2jt(l  —  a)  v(8)  zu  ersetzen 

70)  Den  ersten  Beweis  dieses  Satzes  verdankt  man  j\  lauber,  Monatshefte 
f  Math  u   Phys.  8  (1897),  p    79—86   sowie  9  fl898),  p    74—88  [p   77—88]  (eine 
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3.  Es  ist 
\W(s)  -  W{t)  I  <  Max  \v(s)\ic,\r Jlog  r,,i  -f  c,)  {c„  c,  konetant)  ") 

4  Setzt  man  entsprechend 

so  findet  man 

\W(s)-W(t)\<'Max  v(s)i(C8k'JUog'.fH-OCCa,f4  konstant)") 

5  Ist 

I  v(s)  —  v(t)\<Ar[^,0<l<l     (Ä  konstant), 

so  ist  -j-Wis)  vorhanden  und  stetig     Ferner  ist 

l^^W(s)  -  ^  Wii) I  <  c'(XUr'„      {c\i.)  >  0)  ") 

6  Ist  jzv(s)  =  i''(s)  vorhanden  und  stetig,  ist  femer 

I  '^'(s)  —  v(t)  I  <  Br\^,  0<1<1  {B  konstant), 

so  sind  Dj  W  sowohl  in  T  -\-  S,  als  auch  in  jedem  Außenbereiche 
vorhanden  und  stetig  Es  ist  fernei  beispielsweise  ftti  alle  {x^,y^ 
und  (x^,  y,)  m  T  +  S 

I A  Wix„  y,)  —  A  W{x„  y,)  \  <  (c"a)B  +  c'"W  Max  | v'is)\) di, 
(c"a)>0,  e"'(;i)>0)'*) 

Darstellnng  gihtJ.Hoioi,  loc  cit  6ü),  p  298—802)  und  J.  Ltapouno ff,  loc  oit.  64)a), 
p  293—299  VgL  femer  J  Flemelj ,  loc.  cit.  66),  p.  868—360  Hmreiohend  fÖr 
die  Existenz  der  Normalableitnngen  ist  in  der  Ebene  beispielsweise  die  Be- 
ziehung I  v(fi')  +  v{s")  —  2r(s)  |<  cp^"'"'^,  (c,  j5  konstant  und  >  0),  untei  s'  und  s" 
die  beiden  von  (w)  um  q  entfernten  Punkte  auf  jS  verstanden  Vgl  A  Liapowioff, 
loc  cit.  64)  a),  p  298 — 299.    Im  Räume  gilt  ein  ganz  analoger  Satz 

71)  J  JPlemelo,  loc  cit  66),  p  361 — 362  Einen  analogen,  weniger  weit  rei- 
chenden Satz  hat  früher  A  Korn,  loc  cit  65b)  bewiesen.  Bei  Korn  steht  auf 
der  rechten  Seite  der  Ungleichheit  ein  Ausdruck  von  der  Form  Ci  Max  |  v(s)  |f^ 
L»apoit»M)/y  hat  diesen,  loc  cit  54)  b)  durch  Cj  (1)  Max  |  »^  (s)  |  rjj(;i  >  0)  ersetzt  In 
der  zuletzt  angegebenen  Fassung  gilt  der  Satz  4  bei  Gebieten  der  Klasse  Ah, 
der  Wert  X  ist  dei  Eöldei'sche  Exponent  dei  Kurve  (Flache)  S 

72)  J.  Eadamard ,  Le9ons,  p  19—22,  J  Fkmelg,  loc  cit  56),  p  853—854. 
Gehört  T  der  Klasse  Äh  an,  so  tritt  rechter  Hand  CgfJ^  em,  unter  l  den  Mölder- 
Bohen  Exponenten  von  8  verstanden  Vgl  J  Sadamard  a  a  0 ,  p  22  (Einen 
etwas  weniger  weit. reichenden  Satz  gibt  A  Liapounoff',  loc  cit  54)  a),  p  260 — 
266  an) 

78)  A  Korn,  loc   cit  56)  f),  p  19—22 

74)  A.  Korn,  loc.  oit.  66)  f),  p.  17—18;  0  D  Kellogg  beweist  (Trans,  of  tha 
Amer  Math   8oc  9  (1908),  p  88—60)  den  folgenden  Satz    Ist  T  ein  Gebiet  der 
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Ein  ganz  analoger  Satz  gilt  im  Räume.  Alinliche  Satze  lassen 
sich,  für  Ableitungen  höherer  Ordnung  anfeteHen.''^) 

7.  Ist  P  em  Gebiet  der  Klasse  C  und  ist  v(s)  analytisch  und 
regulär,  so  ist  W  m  T  -{■  8  und  jedem  Außenbereiche  analytisch  und 
regulär'*)  Notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  sehr  umfassen- 
der Natur  für  die  Existenz  und  Stetigkeit  von  D^  W  hat  JS.  Peti^ni 
in  den  in  der  Nr.  6  genannten  Arbeiten  angegeben.  Insbesondere  gelingt 
es  Petrim,  notwendige  und  hinreichende  Bedmgungen  für  die  Existenz 
von   j^W{s+)  aufzufinden'^'»)") 

8.  Iiogarlthiniäohes  Potential  einer  ebenen  Fläohenbelegung. 
Potential  einer  Volnmladung.»")    Es  sei  T  ein  beschränktes  Q-ebiet 

Klasae  Ah^  Bind  v{8)  und  v{8)  stetig  and  konvergiert  der  als  Torhanden  Toraus- 
gesetzte  Grenzwert 


t=oJ 


t  ' 


fär  Tj  =» 0  gleickmilßig  gegen  "Brnll,   so  sind  D^W  va  T-{-  S  vorhanden  und  stetig. 
Vgl.  luerzu  0.  JD.  Kellogg,  Trans  of  the  Amer  Math  Soo  18  (1912),  p  109—182 
Dort  werden  analoge  Sätze  für  höhere  Ableitongen  bewiesen 

75)  B  Schmidt  beweist  loc  cit.  68)  den  folgenden,  etwas  weniger  weit  rei- 
chenden Satz  Haben  a;(«);  y(«),  v(ß)  (im  Eaume  x{v,  a)^  y(v,  tu),  z(v,  od),  v(s})  stetige 
Ableitungen  bis  znr  Ordnung  k-^l(k'^2,)  emsohheßlich,  so  sind  JDjW(j  =  1,  .  Je) 
in  T-}-S  und  in  jedem  Außenbereiche  vorhanden  und  stetig.  Es  genügt  ubn- 
gene  die  Ableitungen  2)jt  +  i  abteilungsweise  stetig  vorauszusetzen 

76)  Dieser  Satz  rfüut  von  H  Brims  hei,  loc  oit  64)  Eiuen  einfachen  Be- 
weis hat  E.  Schmidt,  loc  oit.  64)  gegeben 

77)  H  Petnnt,  loc  cit  66),  a)  p  810—820;  b)  p  211—222 

78)  Die  Ausdrücke   /  v(t)  ~(f{krt))dt,       Cv{t)  ~  (i^)  dt  werden  ab 

8  8  '  * 

verallgemeinerte  Potentiale  einer  auf  einer  Kurve  oder  Fläche  aasgebreiteten 
Doppelschicht  bezeichnet  Ihre  Eigenschaften  Bind  denjenigen  der  Punktionen  W 
analog.    Wegen  Literatur  vergleiche  die  Fußnote  66) 

79)  Spezielle  Newtotiadhe  Potentiale  der  Form   l  v(t)-^l — \dt  kommen  bei 

s 
G  Serglote,  Über  die  analytische  Fortsetzung  des  Potentials  ins  Innere  der  an- 
ziehenden Massen,  Leipzig  1914  [p  28—24],  andere  Doppelbelegungen  besonderer 
Art  bei  Ä.W<mgenn,  Abh.  d,  kais  Leop.  Carol  Deutschen  Akad  der  Naturf.,  Halle 
1915,  Bd.  100,  Nr  1  [p.  38-86]  vor  Ebendort  [p  88— 40j  werden  Potentiale 
gewisser  dreifacher  Flächenbelegungen  betrachtet. 

Weitere  Literatur-  S  Potncari,  Potentiel,  p.  216—259,  O.  Pucctano,  loo 
cit  66);  M  Ohvo,  loo  cit  66). 

80)  Vgl.  den  Artikel  E  A  7b''von  fl"  Bwkhardt  und  TT.  F  Meyer  Nr.  1,  2,  8 


8.  LogantbiniBcheB  Potential  emex  ebenen  Fläohenbelegong  207 

in  (S  oder  im  Räume,  K  ein  Kreisgebiet  (Kugelkörper),  das  T  -^  8 
enthalt,  q_  eine  in  ^  -f-  C7  erklärte  beschränkte,  integrierbare  Funktion 
1.  Die  Funktionen 


J?(l;  i)  ^V  2(^'  y)  \Q%^AxAy, 


{st  =  (5  —  ^)*  +  (>?  —  yT)  "1  tlöi  Ebene, 

(^«=(g  — fl;)8+(^  — j,)8+(f;  — ^)a)  im  Räume, 

die  Integrale,  falls  ;S^  nicht  integrierbar  ist,  als  „ionere  Integrale'^  aufge- 
faßt, sind  nebst  Ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  im  Endlichen 

stetig.    Es  ist  beispielsweise  gj-P^,  v) '=  1 9'(^»  V)  öt  \}°S~)  dxdy}^) 
2.  Für  aUe  (g^,  nd,  (^a,  n^)  ni  T  i- 8  ist 

1  AP(ii,  Vi)  -  A m^,  %) I  <{2}(^i*«  |iog  d^ I  +  ^), 

*!2  =  (^1  -  hy  +  (Vi  -  V,y,    (A,  A  konstant).«») 
Im  Räume  gilt  eme  ganz  analoge  Formel 

Smd  q  und  D^q  in  T  stetig,  so  smd,  wie  bereits  C  F  Gauß 
gezeigt  hatte,  m  T  auch  DjP  vorhanden  und  stetig.  Es  ist  femer  in 
der  Ebene  AP  ■=  —  2aq,  im  Räume  AP  ==■  —  Axq.  Nach  0.  Höldet' 
genügt  es  für  die  Existenz  der  Ableitungen  DjP  im  Punkte  (lo,i?o) 
in  Ty  wenn 

3(^0  +  Ä',  )?o  +  h")  -  2(lo,  ^o)  I  <  om  +  \h'\y,  0<X<\  (ckonstant) 
jst.^*)    Ist  q  eine  Funktion  von  x  oder  von  y  allem,  so  genügt  bereits, 

81)  0  Söld&r,  Beiträge  zax  Potentialtheorie,  Inaugural-DiBsertation,  Stutt- 
gart 1882,  p.  1—71  [6— 8J  Einen  besonders  einfachen  Beweis  gibt  E.  Schmidt, 
loc.  cit  68)  p  368  —372  Vgl  femer  H.  Fetnm,  loo  cit.  66)  und  JD  JPompau, 
Annaes  scientificos  da  Ac  polyt  do  Porto,  Bd.  8,  Kr  4,  1913,  p.  226—241. 

2  .  1 

In  T  +  8  ist  (im  Räume)  \P\^^^(^  (ff).  IA^I<*«(|^)  (s), 
unter  v  das  (innere)  Volumen,  {q)  die  obere  Grenze  von  \q\  verstanden 
(Man  vergleiche  hierzu  E  ScJimidt,  loo  cit.  68),  p  868—872) 

82)  U  Ihm,  Acta  math.  25  (1902),  p  185—280  [p.  192—196] 

88)  0  Sülder,  loo  oit.  81)  p.  9 — 19  Allgemeiner  genügt  es  vorauszu^etzeu, 
daß  2  in  (Ig ,  tj^)  stetig  ist,  das  Integral 

7(Ä)-Jl2(^''^^-a«-I?^d,„,S  =  (l_l„)«  +  (^-^c)% 

0 

genommen  längs  eines  jeden  durch  (^,  ?],)  gelegten  Ealbttrahles  eine  bestimmte 


208       nC8     L  Ltchtemtetn     Potentialtheone     Konforme  Abbilduug 

wenn  diese  in  (^q,  rj^)  stetig  ist.")  Im  aUgemeinen  reiclit  die  Stetig; 
keit  von  q  in  (lo>''?o)  i^clit  aus,  um  die  Existenz  von  DgP  zu  ge- 
währleisten^) Notwendige  und  zugleich  hinreichende  Kriterien  sind 
zuerst  von  Peirini  angegehen  worden.  Sei  q  m  (lo>  ''?o)  stetig.  Damit 

OS  OS 

Ää^(^o;  Vo)  ^<^  J-i^{^0}  %)  existieren,  ist  nach  Pett'ini  notwendig 
und  hinreicliend,  daß,  untei  K*  das  G^ebiet  (x  —  ^f  +  («/  —  »?o)^<  ''* 
verstanden, 

hm    A(«,S,)^(logi-)Ä^rfy 

T-K   -C 

existiei-t   Es  gilt  AP(^,  »j^)  =  -  2^q{^,  7/0).«') 

Einen  Satz,  der  über  die  Existenz  von  D^P(^q,  Vo)  i"  einem  vor- 
gegebenen Punkte  m  T  zwar  nicht'  zu  entscheiden  vermag,  jedocli 
über  die  Verteilung  der  Stellen,  in  denen  Z>j  P(|,  ij)  existieren,  Auf- 
schluß gibt,  hat  L.  Lichtenstem  angegeben. 

Sei  JE"  em  T+iS  enthaltendes  Kreisgebiet  und  q(ß),y)  eine  in 
K-{-  C  erklärte  nebst  ihrem  Quadrate  im  ie&es^Mfischen  Smne  mte- 
gnerbaie  Funktion.  Außer  höchstens  in  emer  Punktmenge  (M)  vom 
Maße  Null,  sind  DgP  vorhanden  Auf  der  Menge  T  —  (M)  smd  B^P 
nebst  ihrem  Quadrate  im  ie&es^^eschen  Sinne  mtegrierbar  In  jedem 
Punkte  von  T  — (Jf)  ist  AP=  -  2ä^.8') 

3.  Ist  q  in  (lo,  %)  stetig,  so  gilt  nach  Pdnni 

hm  |{Ap(|^+/,,  ^„)_  ^P(|„,  ^„)  +  ^P(|„,  ,;„+Ä)_^P(g„,  .,„)| 
=  -2^q{^„ri,)^^) 

Bedentang  hat  und  J(fi)  fti  h  =  0  gleichmäßig  gegen  NuU  konvergiert  Siehe 
U  Bxni,  loo  oit  82),  p  197—204  Tgl.  hierzu  E  Morera,  Eeale  Ist  Lomb  di 
sc  e  lett  Eend  (2)  20  (1887),  p  548    Analoge  SHtze  gelten  im  Räume 

84)  H  Petrim,  loc  cit  66)  b),  p  134—187 

85)  JS  Peirim,  loc  cit  56)  b),  p  187—188 

86)  H  Feinm,  loc  cit  56)  b),  p  181—188,  un  Itaume  loo  cit  66)  a),  p  12Ü 
bis  184,  Vgl  femer  T  J  I'Ä  Bromwicli,  Proc  of  the  London  Math  Soo  (2)  8 
(1905),  p  485 — 470  Petnni  nimmt  übrigens  allgemeiner  an,  daß  g_  lediglich  auf 
federn  Halbstrahle  durch  (lotTjg)  stetig  ist,  und  gibt  femer  notwendige  und  hm- 
reichende  Bedmgungen  fili  die  Existenz  und  Stetigkeit  von  DjP(g,Tj) 

87)  L   Lichtenstem ,  loc  01t  61),  p  34 — 42    Die  partielle  Ableitung  --=-=- 

wird  dabei  in  einer  von  der  üblichen  teilweise  abweichenden  Art  erklärt  Ein 
ganz  analoger  Salz  gilt  höchst  wahrsohemlioh  im  Baume 

88)  H  Petnm,  loo.  cit  56)  b),  p  187  Dort  findet  sich  auch  eine  Reihe  allge- 
meinerer Beziehungen  Analoge  Sätze  gelten  mi  Räume  Siehe  JS  Petnm,  loc 
cit  66)  a),  p.  182    Man  vergleiche  hiereu  8  Zmremba,  loc  cit  117) 
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4.  Es  möge  jetzt  T  insbesondere  dei   Klasse  B  angehören     Ist 

1 3(^1,  Vx)  —  (Zl^s,  Vi)  I  <  M's»  0  <  A  <  1, 

f^i^  ==  (^1  —  -h)^  +  iVi  —  ^/3)^  (-ZV  konstant) 

so  ist  DgP  m  T  und  auf  8  stetig     Femei  ist  va.  I  -\-  S 

\D,%ri)\<cc,(}^M  +  ß^{X)N, 

I Dj(|„  71,^  -  B,{1„  v,)  I  <  («gWM  +  /S^afiV)  tf},,  Jlf  =  Max  1 2 1, 

Em  ganz  ähnlicher  Satz  gilt  im  Eamne. 

5  Analoge  Sätze  lassen  sich  für  partielle  Ableitungen  höherer 
Ordnung  aufstellen.  Q-ehort  T  der  Klasse  C  an  und  ist  g;  in  T  und 
auf  S  analytisch  und  regulki-,  so  ist  P  sowohl  in  T  -{-  S,  als  auch 
m  jedem  Außenbereiche,  m  der  Ebene  im  allgemeinen  mit  Ausnahme 
des  unendlich  fernen  Punktes,  analjrtiseh  und  regulär  ^**) 

Mit  dei  analytischen  Fortsetzung  des  logarithmischen  Potentials 
einer  homogenen  Flächenbelegang,  deren  Begrenzung  algebraisch  ist,  so- 
wie mit  dem  analogen  Problein  für  Volumladungen,  die  von  gewissen 
algebraischen  Rotationsflächen  begrenzt  sind,  hat  sich  in  dei  neuesten 
Zeit  G  Herglotz  beschäftigt  °\)  Bei  dem  zweidimensionalen  Problem 
läßt  sich  das  Potential  m  den  Außengebieten  als  Potential  geeignetei 
homogener  emfachei  und  doppelter  Linienbelegungen,  zu  denen  im 
allgememeu  ^och  gewisse  Massenpunkte  hinzutreten,  auffassen  Die 
Lage  dei  anziehenden  Punlcte  und  Linien  hängt  aufs  engste  mit  dei 
Lage  der  ordentlichen  und  außerordentlichen  Brennpunkte  des  algebrai- 
schen Randes  zusammen     Im  Räume  gelten  ähnliche  Beziehungen^^) 

89)  J    Korn,  loc  cit   55)  1),  p   29—80,  loc  cit   öfi)  Ij"),  p   26—32 
t)0)  Diener  Satz  riibrt  von  H  J^vwns  her,  loc  cit  64)    Einen  einfachen  Be- 
weis hat  E  Schmidt,  loc.  cit  64"),  p  118,  gegeben     Spe'/ielle  Entwicklungen  zur 
analytischen  Fortsetzung  vergleiche  II A  7  b  Nr  9 

91)  ff  S&igJots,  loc  oit  79)  Man  vergleiche  terner  che  gleichzeitigen  Unter- 
suchungen von  J.  Wangenn,  loc  cit  79^  sowie  Abb  d  kais.  Leop  Carol.  Deut- 
Bchen  Aiad  der  Naturf ,  Halle  1917,  Bd  102  Ni  8  Dort  finden  sich  p  8  Hinweise 
auf  die  einschlägigen  Arbeiten  von  0  Neumcmn.  aus  den  Jahren  1907—1909 

92)  Weitere  Literatur  /  G  Leathem,  Proo  of  the  London  math  Soc  (2) 
8  (1910),  p  200—212 ,  G  W  Osem,  Rend  dal  Circolo  Mat  di  Palenno,  88  (1914), 
p   167—179 

Sei  T  ein  mit  Masse  erfCQltes,  beschränktes  Gebiet  (etwa  der  Klasse  O). 
Betrachtungen  darüber,  welche  Äjaderungen  der  Massendichte  die  Anziehung  des 
Eörpers  im  Außenxanine  nicht  beeinflussen  (Bestimmung  der  Massenverteilung 
von  der  Anziehung  Null)  hat  P  Pusßet^,  Atti  della  R.  Acc.  dei  Lmcei,  Rend  (5) 
18,  p  211—215  angestellt  Man  vergleiche  ferner  Cr  Lavncdla,  ebendort  (5)  20, 
p.  99—107  sowie  U.  Grudelt,  am  gleichen  Ort  (5)  21,  p  407—411;  p  822—825 
Xnoyfclop   d.  math.  WlaaeiiBoli     II 8  1  i) 
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9.  NewtonsolieB   Potential    einer   einfaehen   Linienbelegnng. 

Es  861  r  em  Stück  Wer  doppelpmikÜosen  analytisclien  und  regulären 
Kurve   (oder   aucli  emer  Kurve  allgemeinerer  Natur)  in  ®  oder  im 

Baume.    Mit  dem  Yerlialten  des  Integrals    I  xiß) — dt,  unter  %(t)  eine 

r 
auf  r  erklarte  analytische  und  reguläre  (oder  auch  gewissen  Stetig- 
keitsbedingungen  aUgenreineren  Charakters  genügende)  Funktion  ver- 
standen, heschäffcigen  sich  E  Poincar^^^),  T.Lem-Cmta^%  A  Viterbi^^), 
Cr.  Favcmmi^%  U  Gisoth^'^,  A  Tonölo^).  G.  Piccah^^')  bestimmt  das 
NewtoHBche  Potential  emer  unbegrenzten  homogenen  Schraubenhnie 

10.  Green  solle  Formeln.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Fo- 
tentialfonktionen.^*)  Sei  T  em  beschranktes  Gebiet  der  Klasse  ^  in  ®; 
U{x,  y)  und  V{x,  y)  mögen  na.  T  -\-  S  nebst  ihren  partiellen  Ablei- 
tungen erster  Ordnung  stetige  Funktionen  bezeichnen     In  T  sollen 

d*U    d^TJ    d*V     d'y 
überdies  -^— §-,  "ö— T'  X^'  T~^  vorhanden  und  stetig  sein     Es  ist  dann 

(2)      ßuAr-VAU)d^dy^-f{u^^^r^^)ds'«>) 

T  S 

Ganz  analoge  Formeln  gelten  für  Gebiete  der  Klasse  ß  oder  D  im  Räume 


Mit  dem  Ausdruck    /   f  ^(flj,  y,  z)q(X-,  t},  S) — dxdy  dz d^drid^  (^^Votenbi&l  von  T 

TT 

aujt  sich  Belbst")  beschäftigt  siob  0.  HSlder,  loc  cit  81),  p  51—66  Über  den 
„Körpei  größter  Anziehung"  vergleiche  IIA  7b  Fußnote  113)  (Für  die  iieuure 
Literatur  sei  auf,  Fort*d,  Math,  verwiesen) 

98)  H  Pomcard,  Potentiel,  p  82—89  sowie  p  121—182,  Acta  Math  22 
(1899),  p   89—178 

94)  T  Levt-Omta,  Rend  della  R  Acc  dei  Lincei  (5)  17  (1008),  p  8— Iß, 
p  413^426;  p  535—561,  Rend  del  Circ  Mat.  di  Palermo  83  (1912),  p  354—874 

95)  Ä  Vü&rU,  Rend  del  R  Ist  tomb  (2)  42  (1908),  p   913—928 

96)  G  Pg,vcmint,  Rend  della  R  Acc  dei  Lincei  (6)  19  (1910),  p.  394-401 

97)  U  Cisotin,  Rend  del  Circolo  Mat  di  Palermo  81  ('1911),  p.  201—288 
(p   204-211) 

98)  A  Tonolo,  Math  Ann  72  (1912),  p   78—106 

98»)  Q  JPiccati,  Atti  della  R  Acc  dei  Lmcei,  Rend  (5)  18  (1904),  p  695 
bis  608 

99)  Vergleiche  das  Referat  HA  7b  von  E,  Bwrkhardt  und  W  F  Meyer 
Nr  12  sowie  den  Artikel  IIA 2  von  Ä  Voß  Nr  47 

100)  Vgl  etwa  C  Jordan,  Couxs  d'Analyse,  2.  Auflage,  Bd  2,  p  182—186 
Dort  weiden  rektifizierbare  Randkurven  betrachtet,  die  mit  einer  jeden  Geraden 
X  ==  oonst  oder  y  =  const ,  die  sie  triffl,  nur  eine  endhche  Anzahl  Strecken  oder 


f  1 
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Es  möge  jetzt  T  der  Klasse  J5  (in  ®)  angehören  Die  Beziehnng  (2) 
gilt  nach  einer  Bemerkung  von  A.  Liwpoumoff  für  jedes  Paar  in 
T-^  8  stetiger  Punktionen  JJ,  V,  wenn  D^  ü,  B^  F,  B^  CT,  Dj  F  in  T; 

1^,  1^  auf  5^  vorhanden  und  stetig  smd  "i)^»») 

Die  Existenz  stetiger  Normalableitungen  kann  übrigens  durch  fol- 
gende etwas  weniger  weitgehende  Voraussetzungen  ersetzt  werden:  Die 

Ableitungen  ^U{jx,y),  -^ViXjy)  smd  beschrankt,  die  Normalablei- 
tungen  w-U(s),  -t-V(s)  sind,    außei    höchstens   in  emei   Menge  von 

Punkten  auf  S  vom  Maße  NuU,  vorhanden.  G-anz  analoge  Sätze  gelten 
für  Gebiete  der  Klasse  B  im  Räume.  ^*'^) 

Punkte  gemeinsam  haben  Weitergehende  nahe  verwandte  Sätze  finden  sich  m 
der  Fußnote  108)  angegeben    In  einzelnen  Punkten  (jT;  ,  y/^  des  Randes  (z.  B  in  den 

Eckpunkten)  dürfen  rr — ,  -t— ,  -,5—,  -fr-  einer  Beziehnng  von  dei  Form 
■^  '  doa     dy     ox     dy 

\dU^    \dU^    |3F|    ,aF|    .Const    ,„^    ^,      »      ,  ,5,,,  .^ 

gemäß  unendlich  werden  Vgl  W  F  Osgood  und  Ji!  M  Taylor  ^  loc  cit  598), 
p   278—27« 

101)  Die  Exiöten/  von  3 — 5-  und  r — 7—  wird  nicht  vorausgesetzt 

oxoy  axfiy 

102)  A.  Ltapoimoft,  loc.  cit  54;  a),  p  285—286  Vg]  femer  J  Pkme}j, 
Untersuchungen,  p  9 — fO. 

103)  Weitreichende  Sätze  über  die  öflltigk(jit  der  Formel 

T  N 

7'iV  T^Y 

aus   der   (l')    durch    die  Substitution     «  =  [/--    ,  v<=-U-t^—  torraell  hei  vorgeht, 

Zx  dy  ^ 

geben  P  ilfowfcZ,  Thfese,  Ann  del'Ec  Norm  (3)24  (1907),  p  2SS-  884  [p  283—293], 

G}\  J  de  la  Vallee  Poiisstn,  Bull  de  TAc  roy  de  Bclgique  1910,  Nr  11,  p  768 
bis  798  [790— 792],  Jia 5a? «ey,Amei  Joum  olMath  36  (1914),p  137— 160,  (daselbst 
am  Schluß  die  altere  Literatur)  und  W  Groß,  Monalsb  f  Math  u  Phys  27  (1916), 
p  70—120  [p  75— 79"!  an  W  Ghroß  zeigt  durch  ein  verallgememerungsfahiges 
Verfahren,  daß  es  gemigt,  vorauszusetzen,  daß  T  beschiänkt  und  endhch  viel- 
fach zusammenhbngend  und  8  rektifizierbai  ist,  daß  femer  u  und  o  va  T  und 

auf  S  stetig  und  •^  und  ^—  vorhanden   (vgl.   die  Fußnote  33)   und  im  Le- 

hesgue&Q\xQn  Sinne  integnerbar  (sommable)  sind  Die  Integrale  rechter  Hand 
Bind  als  SUeV^es&chQ  Integrale  aufzufassen  Nach  de  la  ValUe  Poussin  genügt 
es  übrigens  anzunehmen,  daß  m  T-\-S  die  Funktion  «  m  bezug  x,  die 
Funktion  v  jn  bezug  auf  y  endhche  im  Xe&esprueschen  Sinne  integnerbare  Deri- 
vierte  (nombres  dönvees)  habe    Außer  höchstens  m  einer  Menge  (M)  vom  Maße 

Null,  sind  dann  ^—  und  ^—  vorhanden     Das  Doppelintegral  ist  über  T  —  {M) 

ox  öy 

zu  erstrecken     Nach  Tda  Bamey  gilt  der  Satz  (1*)  für  gewisse  nicht  rektifizier- 
te* 
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Es  möge  T  wie  zndetzt  ein  besohränkteB  Gebiet  der  Klasse  JB  m 
@  bezeiclmen;  U(x,  y)  sei  eine  m  T  +  'S  stetige,  m  T  reguläre  Po- 
tentialfanktion,  die  auf  8  etwa  eine  stetige  Normalableitung  hat 
Aus  (2)  folgt  m  bekannter  Weise  für  alle  {x,  y)  ia  T 

(3)  ü{^,  y)  =  i  J{  m)±{logj-)  - 11  logi|*. 

Im  Baume  tritt  unter  dem  Integralzeichen  —  für  log  — ,  vor  diesem 

j—  für  5—   em.^°*)    Analoge   Formela    gelten   für  reguläre   Potential- 

funktionen  in  Gebieten,  die  den  unendhch   fernen   Punkt   enthalten 
Aus  diesen  folgt,  daß  die  Ausdrucke 

m  der  Ebene  iJ^ D^  U    (J2»  =  x^ -{-  f\ 

im  Räume       B^B^  U    {R^  =  a;^  -{-  t/''  +  z^) 

beschränkt  smd^°^)  Aus  (3)  schließt  man  m  bekannter  Weise,  daß 
jede  Potentialfunktion  m  ihrem  ßegulantätsgebiete  analytisch  und 
regulär  lat^^ 

Sei  U{x,  y)  eme  in  emem  Kreisgebiete  K  vom  Halbmesser  h  um 
{Xq,  y^)  reguläre,  m  K  -{-  G  stetige  PotentiaJfnnktion.  Von  (3)  aus- 
gehend" findet  man  durch  emen  geeigneten  Grenzübergang 


bare  Randkurven  Weitere  Literatur  1  C  JPoh,  Tormo  Atta,  49  (1914),  p  248—260, 
L.  LtcMenstem,  Arch  der  Math  u  Phys  (8)  27  (1918),  p  81— 87  Hier  wird  fOr 
Gebiete  der  KiasBe  A  im  Räume  eme  zu  (1*)  analoge  Formel  abgeleitet  Von 
den  drei  Funktionen  m,  v  und  w  wird  vorauegesetzt ,  daß  sie  in  emem  T-\-S 
enthaltenden  Gebiete  stetig  sind  xmd  endliche,  im  L^esguenchen  Sinne  mtegner- 
baie  Denvierte  entsprechend  in  bezug  aui  x,  y  und  z  haben. 

O  TT 

104)  Fährt  man  rechter  Hand  für  TJ{t)  und  -77—  die  sich  aus  (8)  ergebenden 

Ausdrücke  m  geeigneter  Weise  em,  so  gewinnt  man  neue  Darstellungsformeln 
für  ü    Vgl  H  Petnm,  Archiv  för  Mat.,  Astr   och  Fys   8,  Nr  24  sowie  9,  Nr.  17 
106)   Dies   besagt  mehr   als   die   Definitionsbeziehungen   der  Nr  5     Vgl 
J  Pleme^i,  Untersuchungen,  p  14 

106)  Vgl   das  Referat  von  H  Burkhardt  und  W.  F  Meyer  11 A  7  b  Nr  12 
Ist  bekannt,  daß  U  und  D^  TJ  in  einem  Gebiete  T  ia  (E  stetig  sind,  daß  femer 

OJ7T  y)*7T 

___  ^  -5— j,  außer  höchstens  m  emer  Ponktmenge  (Jf)  vom  Flächenmaße  Null, 
ox^      oy 

existieren,   m  T  —  {M)   beschränkt  smd  und  die  Beziehung  AU-^O   erfüllen, 

80  ist  U  eine  m  T  reguläre  Potentialfunktion    Em  analoger  Satz  gilt  im  Baume 

Vgl.  P  Montd,    loc   cit    108),  p   288—284     Bbendort   findet  sich   eine   Reihe 

weitergehender  Sätze. 
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o 
Sei  T  fem  ebenes  oder  räumliches   Gebiet  der  Klasse  B  und  U  eine 
in  T  und   auf  8  stetige,   in  T  reguläre  Potentialfonktion,  es   möge 
femer  etwa  x— ?7(s)  auf  S  existieren  und  sich  stetig  verhalten,  dann 
ist,  wie  aus  (1)  geschlossen  werden  kann, 

(5)  /|^ds  =  0"») 

Man  findet  fernei 

Aas  (4)  kann  geschlossen  werden,  daß  eme  Potentialfanktion,  außer 
wenn  sie  sich  auf  eine  Eonstante  reduziert,  m  ihrem  Regularitätsge- 
bjete  weder  Maximum,  noch  Minimum  annehmen  kann^"*) 
Die  W  JÄOOTSOWSche  Transfonnation 

^■'=  ;!»;  2/'  =  |s .    'ü'ix'^y')  =  lJ{x,y)  m  der  Ebene, 

'^'=^iy  y'^B'"  ^'^i}'  U'{x',y',s)  =EU(x,y,0)  im  Räume 

fuhrt  eine  m  einei  Kjreisflache  um  den  Koordmatenursprung  reguläre 
Potentialfunktion  U  in  eme  Potentialfunktion  U'  über,  die  in  einem  un- 
endlichen von  einem  Kieise  begrenzten  Gebiet  (im  Räume  im  allgemeinen 
mit  Ausschluß  des  unendlich  fernen  Punktes)  legulär  ist  (vgl  H.  JBurJc- 
hardt  und  TT  JF  Meyer  IIA7b  Nr.  16;  Poincare,  Potentiel,  p.  192— 
200 )  Man  schließt  unter  Zuhilfenahme  dei  TÄowsowschen  Transforma- 
tion fast  unmittelbar,  daß  eine  in  dei  gesamten  Ebene  oder  im  Räume 
(mit  Einschluß  des  unendlich  fernen  Punktes)  regulaie  Potentialfunk- 
tion sich  auf  eme  Konstante  reduzaeit "®)  Eine  in  @  oder  im  Räume 
erklärte,  im  Endlichen  reguläre,  positive  (und  a  fortiori  beschränkte) 

107)  Vgl  H  Ä  Schwan,  Ges  Abh  2,  p  176—210  [181—186]  Im  Räume 
gilt  eme  analoge  Foimel 

108)  Idt  T  em  ganz  im  Innern  des  ßegularitätsgebietes  gelegenes  Gebiet 
der  Klasse  JV  m  @   oder   der  Klasse  Ä   im  Eanme,   so   gilt   aneh  jetzt  noch 

109)  Auch  nicht  va  dum  weiteren,  durch  die  Zeichen  ^  oder  ^  bestimmten 
Sinne  Auch  der  unendhch  ferne  Punkt  macht  keine  Ausnahme.  YgL  J.  Flemelo, 
ünterBUchungen  p.  15 — 17 

110)  Vgl.  bsp.  bei  J  Fleme\j,  Unter rochungen  p.lö— 17,  wo  sich  noch  einige 
weitergehende  Sätze  finden. 
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Potentialfunktion  ist  eine  Konstante.  (YgL  A  Gowsat,  Cours  3, 
p.  185,  p.  260.) 

Weitere  allgemeine  Eigensoliaften  zwei-  und  dreidimensionaler  Poten- 
tialfunktionen, üistesondere  grundlegende  EntwicJdungBsätze  vergleiche 
Nr  13  nnd  14,  insbesondere  die  Paßnoten  149)  und  153)  bis  159). 

Das  analytische  Verhalten  der  Potentialfiuiktionen  im  Räume  ist 
demjenigen  m  der  Ebene  vielfach  analog.^^^) 

Besteht  zwischen  den  Abteüimgen  D^w  emer  Potentialfunktion 
im  Räume  eine  Gleichung,  so  ist  diese  nswjh  J.  Weingcvrien,  wenn  man 
ö::»  ö— »  ö-  ais  Koordinaten  emes  Punktes  im  Räume  deutet,  die 
Gleichung  "einer  Minimalfläche  ^^*) 

Allgemeine  Untersuchungen  über  die  Reduktion  dreidimensionaler 
PotentiaJfunktionen  auf  Funktionen  von  zwei  unabhängigen  Veränder- 
lichen sind  von  T.  Levi-Givita  und  U.  Amaldi  unter  Benutzung  der 
Methoden  der  Theorie  kontmuierlichei  Transformationsgruppen  durch- 
geführt worden"^) 

11.  Die  Oauohy-Baemann  sehen  Differentialgleichungen.^^^)  Sei 
u{x,  y)  eine  in  emem  beschrankten,  einfach  zusammenhängenden  Gl-e- 

111  ^  Ygl  Fomcari,  Potentiel,  p  200 — 203,  wo  das  Verhalten  im  Uuendhoheii 
untersucht  wird,  sowie  namenthoh  P  J-pi^e^*  Acta  Math  4(1884),p.  818— 874[p  818 
bis  846],  wo  u  a  ein  Analogon  zu  dem  Mtitagf-ie/TZerschen  Satze  über  meromorphe 
Auktionen  abgeleitet  wud,  femer  P  Appell,  Acta  Math  8  (1886),  p  265—294 
Dort  findet  sich  eine  analytische  Darstellung  von  Potentialfunktionen,  die  sich  m  Räu- 
men regulär  verhalten,  deren  Begrenzung  aus  Stücken  von  KugelflUohen  besteht 
Man  vergleiche  überdies  L  de  Scmctis,  Aunali  di  Mat  (8)  4  (1900),  p  161 — 197 
Betrachtungen  über  allgememe  und  gewisse  partikulare  Lösungen  der  DiflFeren- 
tialgleichung  Am  =  0  im  Räume  finden  sich  bei  H  T  Whtttäker,  Math  Arm  67 
(1908),  p  838 — 866  Na^  Whtttäker  läßt  sich  ,iede  Potentialfanktion  im  Räume 
in  der  Form  3  f 

f{e  -\-txooau-\-  ty  sin  «,  u)du 


/■' 


darstellen  Man  vergleiche  hierzu  A  L  B%xon,  Mess  of  Math  33  (1908/4), 
p  172—76  sowie  (?  N  Watson,  Mess  of  Math  36  (1906/7),  p  98—106.  "Weiteres 
über  das  analytische  Verhalten  dreidimensionaler,  insbesondere  mehrdeutiger  Po- 
tentialfunktionen siehe  bei  A  0  Bixon,  Proc  of  the  London  Math  Soc  (2)  1 
(1908/04),  p  416-486 

112)  J  We%ngarten,  Qött  Nachr  1890,  p.  318—886.  Man  vergleiche  hierzu 
<?.  Frdbenws,  Gott  Nachr  1891,  p  828—338  sowie  F.  SdioWky,  Beil  Sitzungs- 
ber   1909,  p   1162—1157 

118)  T  Levi-Gmta,  Mem  della  R.  Acc  d.  sc.  di  Tonno  (2)  49  (1899),  p  106 
bis  152;  U  Amaldt,  Rend.  deL  Giro  Mat  di  Palermo  16  (1902),  p  1—45  Siehe  femei 
loo  cit.  411) 

114)  Vgl  nA7b  Nr  8,  HBl  Nr  2,  3  und  19  Siehe  feiner  den  Artikel 
von  L.  Bieberhacli  über  Funktionentheone,  wo  beim  Begriff  des  analytischen 
Oharakters  diese  Dinge  besprochen  werden 
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biete  T  m  @  reguläre  Potentialfonktion    Durch  die  Q-leichungen 

/■i\  du 3v  du dv 

dx       dy '      dy  dx 

wild  u(x,  y)  eine  bis  auf  eme  willkürliclie  Konstante  bestimmte,  in  T 
reguläre,  zu  u{x,  y)  „konjugierte"  Potentialfonktion  v{x,  y)  zugeordnet; 
**(^;  2/)  +  *'^(^;  S')  ist  eme  m  T  reguläre  analytiscbe  Funktion  der 
komplexen  Veranderhcben  x  -\^  ly 

Sei  u{x,  y)  und  v(x,  y)  ein  Paar  m  T  erklärter,  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  stetiger,  den  Gauchy-Riemann- 
scheu  Differentialgleicbungen  (1)  genügender  Funktionen.  Wie  bereits 
B  Rienionn  gezeigt  bat,  sind  u(x,  y)  und  v{x,  y)  m  T reguläre  Potential- 
funktionen-, sie  haben  darum  stetige  partielle  Ableitungen  aller  Ord- 
nungen. ^^^)  Ersetzt  man  also  die  Differentialgleichung  Am  =  0  durch 
das  System  (1),  so  gewinnt  man  den  Satz,  daß  u{x,  y)  analytisch  und 
regulär  ist,  sowie  man  voraussetzt,  daß  ^,  J^  vorhanden  und  stetig 
sind 

Man  kann  bei  der  Definition  der  Potentialfunktion  pai-tieUe  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung  auch  dadurch  entbehrlich  machen,  daß 
man  von  geeigneten  Integraleigenschaften  ausgeht  Diese  Bemerkung 
gut  sowohl  in  der  Ebene,  als  auch  im  Räume 

Sei  T  ein  beschränktes  Gebiet  m  ®  oder  im  Räume  Ist  w  eine 
in  T  nebst  ihren  pai-tieUen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetige  Funk- 
tion und  ist  /  g^t?s  =  0,  unter  C  emen  beliebigen  Kreis  (Kugel)  in 

0 

T  verstanden,  so  ist  u  eme  in  T  reguläre  Potentialfunktion^^^) 

Sei  u  eme  in  T  stetige  Funktion  Ist  der  Mittelwertsatz  (4) 
Nr.  10  erfüllt,  so  ist  ii  eme  in  T  reguläi*e  PotentiaKunktion  ^^'^ 

116)  B  J2«e»ia»m,  Inaugaral-Disseitatiou,  Ges  Math  Werke,  p  3— 4ö 
|28— 24] 

116)  Vgl.  P  Koebe,  Sitzungsber.  d.  Berl.  Math  Ges  5  (1906),  p.  89—42; 
M.  Böcher,  Proc  of  the  Amer  Ao  of.  Arts  and  Sciences  Bd.  41,  Nr  26  (1906), 
p  677—688 

117)  P  Koebe,  loo  cit  116)  Eme  modifiziere  und  teilweise  erweiteiite 
Fassung  findet  sich  bei  E  E  Lern,  B«ndioonti  della  K  Aoc  dei  Lmoei  (6)  18  (1909), 
p.  10—15  xind  R.  Lebesgue,  Bull  de  la  Soo  math  de  France  40  (1912),  p.  'lö— 
♦17  Nach  M.  Plancherel,  Ann  de  Vtc  Norm  (8)  81  (1914),  p  228—262  [p.  246]  (vgl. 
auch  W  Blaschke,  Leipz  Bei   68  (1916),  p.  3—7)  genügt  es  bereits,  wenn  m  T 

it 

durchweg  lim  -=■  |  ^r-  I  u(|  +  P  ooa  Ö,  ij  +  p  sin  0)d0  —  m(^,  73)  1  =»  0  ist  Einen 
verwandten  Satz  hat  übrigens  beträohtliöh  früher  8  Zaremba,  Rand  dei  Ciro 
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Wie  neuere  Untersucliungeii  gezeigt  haben,  lassen  sich,  die  Rie- 
wwzwM  sehen  Voraussetzungen  nicht  unbeträclitlioli  reduzaeren.  Nach 
^  Goursctt  genügt  es  anzunehmen,  daß  u(x,y)  und  v(x,y)  sich  m  T 
stetig  verhalten  sowie  dort  bestimmte,  den  Gleichungen  (1)  genügende 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  haben,  und  daß  überdies  der 
Satz  von  der  vollständigen  Differentiierbarkeit 

gilt  In  der  Symbolik  der  Funktionentheorie  lauten  diese  Voraus- 
setzungen  emf acher  Ist  f^m)  m  T  stetig  und  ist  j-Jii^)  daselbst  voi- 
handen,  so  ist  f{0)  m  T  analytisch  und  regulär."^) 

Nach  P  Montd  kann  man  statt  dessen  von  den  Voi-aussetzmigen 
auBgeheif,  daß  u  und  v  mT  stetig  smd,  j^,  ^,  J^>  ^  ^^  ^  existie- 
ren sowie  beschrankt  sind  und  die  Gleichungen  [1),  alles  mit  Aus- 
nahme einer  gewissen  Menge  von  Punkten  vom  Maße  Null,  erfüllen  ^^*) 

Em  anderes  System  von  Voraussetzungen  hat  Oh  de  la  YalUe 
Poussin  angegeben  Die  Funktionen  u{x,y)  und  vU,y)  smd  in  T 
stetig  und  haben  daselbst  endliche  (mcht  notwendig  beschränkte),  im 
Z/c6espMe sehen  Sinne  mtegrierbare  Derivierte  (außer  höchstens  m  emer 
Punktmenge  vom  Maße  Null,  smd  alsdann  j^,  j-,  j^,  j-  gewiß 
vorhanden)  Außer  höchstens  m  emer  NuUmenge  sind  die  Gleichun- 
gen (1)  erfaUt"») 

Ist  f(js)  stetig,  ist  fäi-  alle  (x,  y)  m  T  und  alle  positiven,  hin- 
reichend kleinen  h  der  Ausdruck 

{i{0,  Ä)  =  i-  [idJi^)  -  d/{0)l  d.M  =  f{0  H-  h)  -  f(0), 

Mat  dl  Palenno  19  (1906),  p  140—160  angegeben  Ist  tt  m  T  stetig  nnd  ist  da- 
eelbst  hm  ^{fi^+J^,y)-\- fio^-hv) -\-f(ß>,y  +  h) -\- fix,  y  -  h)  -  if(x,y)]^  0, 

SO  Ißt  m  T       Am  =  0 

118)  A  Ooursat,  Acta  Math  4  (1884),  p  197—200,  Trans  o±  the  Amer 
Math.  Soo.  1  (1900),  p  14—16;  U  H.  Moore,  ebendort,  p  499—506;  A  Prmgs- 
heim,  Tiana  of  the  Amer  Math.  Soc  2  (1901),  p.  413—421,  Münch  Ber  88  (1908), 
p  678—682,  Bibl  Math  (8)  1  (1900),  p  488-479;  L  Heffter,  Gott  Nachr  1902, 
p   115—140;  1903,  p.  812—316;  1904,  p   196—200 

119)  P.  Montd,  loo.  oit  108),  p.  298-296  Dort  finden  sich  npch  andere,  zum 
Teil  dqmTalente,  zxun  Ted  allgemeiner  gefaßte  Aussagen  In  einer  späteren  Note, 
C  B.  156  (1918),  p  1820—1822,  gibt  Montel  ohne  Beweis  einen  über  den  voi- 
stehenden  erheblich  hinausgehenden  Satz  an 

120)  Ch  de  la  VaU^ePousmi,  loc  pit  108),  p  798—798 
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beschränkt,  ist  feiiier  ,  /     ,\       r^ 

hm  /i(^,  h)  =  0, 

/i=Q 

so  ist  f{0)  eine  m  T  reguläre  analytiBclie  Funktion.^^^)  Die  ZaJal  der 
leeUen  Grenzwerte,  deren  Existenz  m  jedem  Punkte  vorausgesetzt 
wird,  die  sonst  vier  beträgt,  wu'd  hiei  auf  zwei  reduziert. 

Sei  T  ein  JordanecheB  Gebiet  m  der  Ebene  der  komplexen  Va- 
riablen ß  ==  X  -\-  n/  Durch  Vermittlung  der  na.  T  -\-  S  stetigen  Funk- 
tionen '  r/        ,  '  '/        \ 

X  =x  {x,  y),        y  =  y  {x,  y) 

hei  T  auf  ein  Jwd/awsches  Gebiet  T'  m  der  Ebene  dei?  Vai-iablen 
::'  =  x  -\-  ly  umkehrbar  eindeutig  und  stetig  bezogen.  Es  sei  weiter 
bekannt,  daß  die  Abbildung  „streckentreu"  ist,  d  h  daß  in  aUen  Punk- 
ten Zq  111  T  dei  Gienzwert 

vorhanden  und  von  IsTuU  verschieden  ist.  Bleibt  endlich  der  Umlaut's- 
Hum  erhalten,  so  ist,  wie  E.  Bohr  neuerdings  bewiesen  hat,  /  eme 
m  T  reguläre  analytische  Funktion  von  .3  Die  Abbildung  ist  kon- 
form i»8)  "8) 

Im  Räume  entsprechen  den  konjugierten  Potentialfunktionen  ge- 
■wisqe  Funktionen  von  Linien  im  Smne  von  V.  Volterra  ^^)  ^^'*)  ^^^) 

1^1)  L  Lidhtenstmi,  0.  R.  150  (1910),  p  1109;  Sitzungsb  d  Beil  Math  Ges 
9  (1910),  p   84—100  [p   84—96]. 

122)  Vgl  H  Bohr,  Math.  Zeitsohi  1  (1918),  p  408—420  S  auoh  H  Bade- 
macher,  Math.  Zeitschrift  S  (1919) 

123)  SystematiBche  Betrachtungen  über  „winkeltreue"  und  „etreokentreue" 
Abbildung  an  einem  Punkte  und  m  der  Ebene  sind  einige  Jahre  früher  von 
Jf  JfeiHctk  angestellt  -woiden  Vgl  J?  H&nak,  Rand  del  Oirc  Hat  di  Palermo  88 
(1914;,  p   198—241. 

124)  V  Voltetru,  Lebens  sur  l'intögration  des  öquations  diflöientielles  aui 
denvöes  partielles,  Upsala  1906  Man  vergleiche  fea-ner  Ä  G  Dixon,  The  Quar- 
teilj  Journal  of  puie  and  appl  Math  35  (1904),  p  288—296  sowie  M  Lagalh/, 
Milrich   Ber   1914,  p   167—190 

125)  Weitere  Literatur  über  die  Oauchy-Eiemann sahen  Differentialgleichun- 
gen und  den  OauchyBchen  Integralsatz  O  Pucciano,  Giorn  di  Mat  47  (1909), 
p.  öö~64,  D  Pomp^u,  Nouv  Ann  de  Math  (4)  10  (1910),  p  221—227,  C  R 
158  (1911),  p  624—626,  Wiener  Ber  120  (1911),  p  1249—1252;  F  SchoUhy, 
Berlin  Sitzgsber  1915,  p  790—98,  Journ  f  Math   146  (1916),  p  284—244 

126)  Über  die  analytische  Fortsetzung  von  Potentialfunktionen  durch  das  kom- 
plexe Gebiet  hindurch  vgl  E  Study,  Math  Ann  63  (1906),  p  289—245;  66  (1909), 
p  381 — 836,  Vorlesungen  übei  ausgewählte  Gegenstände  der  Geometne,  1.  Heft, 
Ebene  analyt  Kurven  und  zu  ihnen  geh  Abbild  ,  Leipzig  1911,  p  106—113 
Allgemeine  Betrachtungen  über  konforme  Abbildung  und  Krümmung  finden  sich 
bei  A    Voß,  Münch  Ber   37  (1907),  p   77—112 
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m.  Besondere  Methoden  für  einzelne  Klassen  zwei-  nnd  drei- 
dimensionaler GeMete. 
Spezielle  Theorie  der  konformen  Ahhlldnng. 

12.  Die  erste  nnd  die  zweite  BandweTtaufgabe.  Froblemstel- 
Inng  lind  IJnitätsB'ätze.  Es  sei .  T  irgendein  berandetes  Gebiet  in 
%  oder  (S^  Auf  dem  Rande  S  toü  T  sei  eine  beliebige  stetige  Wert- 
folge gegeben  ^*'')  Die  Aufgabe,  die  etwa  vorh.andenen  in  T  -\-  S 
stetigen,  m  T  regulären  Potentialfunktionen,  die  auf  S  diese  Werte 
annelunen,  zu  bestunmen,  bezeicb.net  man  als  die  erste  Randwertauf- 
gabe der  Potentialtlieorie  Sie  kann  nicht  mehr  als  eine  Lösung  haben 
Wären  «^  und  Wg  zwei  verschiedene  Lösungen,  so  müßte  nach  C  Nm- 
mann  u^  —  u^  auf  S  verschwinden  und,  da  (Nr  10)  em  Extremum 
m  T  ausgeschlossen  ist,  identisch  »gleich  Null  sein  ^^^) 

Sei  T  insbesondere  em  von  einer  endlichen  Anzahl  einfacher 
Kurven  begrenztes  Gebiet.  Die  Randfunktion  kann 'jetzt  aUgemeLaei 
abteüungsweise  stetig^^^)  angenommen  werden  Von  der  «u  bestim- 
menden Potentialfunktion  wird  gefordert,  sie  sei  beschränkt,  m  jedem 
die  Unstetigkeitspunkte  auf  S  mcht  enthaltenden  Bereiche  m.  T  -{-  S 
stetig  und  m  T  regulär  Die  Randwertaufgabe  hat  auch  jetzt  nicht 
mehr  als  eine  Lösung"") 

Sei  noch  spezieller  T  em  beschränktes,  einfach  zusammenhangen- 
des Gebiet  der  Klasse  B  (oder  Äh)  m  ®  oder  (S„.  Man  kann  jetzt 
die  Randweiie  f(s)  im  ie6ßs^«*e sehen  Smile  mtegnerbar  annehmen 
Es  sei  (1,1?)  irgendem  Punkt  m  T  und  es  möge  G(^,7]'^  ^iV) 
die    auf  S   verschwindende    ö^emsche   Punktion    von  T  bezeidinen 

127)  Die  Umgebung  der  unendlich  fernen  Punkte  hat  man  sich  hierbei,  ßo- 
ium  diese  auf  S  hegen,  durch  stereographisohe  Projektion  auf  die  JJtejwawMsohe 
Kugel  übertragen  zu  denken  Windungaptinkte  auf  S  werden,  wie  bereits  erwähnt, 
(vgl    die  Fußnote  4))  im  allgemeinen  nicht  zTigelaasen 

128)  Sei  T  insbesondeie  vom  endlichen  Zusammenhang  Der  ünitätssatz 
gilt  unverändert,  wenn  über  das  Verhalten  der  nun  als  besohiäjikt  vorauszu- 
setzenden Lösung  u  in  endlich  vielen  Punkten  A}{j  =  \^  w)  der  nicht  punkt- 
förmigen Komponenten  von  S  keinerlei  Festsetzungen  vorhegen  In  jedem  die 
Ausnahmepunkte  nicht  enthaltenden  Bereiche  m  T-\-  S  soll  die  Lösung  wie 
vorhin  stetig  sem     Es  genüget  noch  allgemeiner  vorauszusetzen,  daß,  unter  P 

einen  Punkt  in  T  verstanden,  (in  der  Ebene)    hm  ^___  =  0  ist    S  Zaremba 

(Bull  de  l'Ac.  des  Sc  de  Cracovie  1909,  p  501—604)  teilt  für  diesen  Satz  einen 
völlig  elementaren  Beweis  mit.  (Eme  Darstellung  findet  sich  bei  J^  Goursat,  Cours, 
3,  p  205—206)     Man  vergleiche  femer  J  Flemelj,  Untersuchungen,  p  41 — 42 

129)  Oder  auch  nur  beschränkt  und  bis  auf  eme  endliche  Anzahl  Punkte  stetig 
180)  Vergleiche  die  Fußnote  128).   Für  das  Kreisgebiet  ut  dieser  Satz  auf 

emem  anderen  Wege  zuerst  von  R.  Ä  Schwan,  Ges  Abh  2,  p  190—201,  be- 
wiesen worden     Siehe  femer  ^  Picard,  Traitä  2,  p  48—49 


ff(.s)ds 
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(Nr  20)     Für  hinreichend  kleine  ö  smd  die  Kurven  Sg, 

geschlossene,  doppelpuuktlose,  analytische  und  regulaie  Linien.  Die 
gesuchte  Losung  soU  in  T  regulär  sein  und,  außer  höchstens  in  einer 
Menge  von  Randpunkten  vom  Maße  Null,  bei  der  Annaheiung  an  S 
längs  der  orthogonalen  Trajektorien  der  Schar  S^  gegen  f{s)  konver- 
gieren    Verlangt  man  schließhch,  daß  lim    i  \u\ds  =  \  \f\ds  gilt, 

so  kann  das  Problem  auch  jetzt  nicht  mehr  als  eine  Lösung  haben  ^^^) 
Im  Räume  wird  das  erste  Randwertproblem,  wenn  die  Randwerte 
durchweg  stetig  sind,  genau  so  wie  m  der  Ebene  gestellt  Der  Uni- 
tätsbeweis  von  G.  Neumcmn  gilt  ohne  jede  Ändemng.  Es  sei  T  insbe- 
sondere ein  Gebiet  der  Klasse  J5  und  es  mögen  die  vorgeschriebenen 
Randwerte  abteüungs  weise  stetig  sein  ^^^)  Die  Schluß  weise  von  S  Zaremha 
liefert  auch  jetzt  noch  m  der  einfachsten  Weise  den  Umtatssatz."*) 

Es  sei  T  em  Gebiet  dei  Klasse  B  m  ®  oder  (£,„,  das  nicht  be- 
schrankt zu  sein  braucht,  f{s)  eine  auf  S  erklarte,  der  Bedingung 
0  genügende  stetige  Funktion  Die  Aufgabe,  die  etwa  vor- 
handenen m  X  und  auf  S  stetigen,  in  T  regulareu  (eindeutigen)  Po- 
tentialfunktionen  u(cc,y)  zu  bestimmen,  die  auf  S  stetige  Normal- 
ableitung  haben  und  der  Bedingung  --j^^fis)  genügen,  bildet  das 
zweite  Randwertproblem  der  Potentialtheorie.^^)  Ist  /'(s)  abteilungs- 
weise  stetig,  so  wird  man  ^  u  (x,  y)  beschrankt  annehmen  und  über- 

181)  Vgl  M  Plandh^el,  Bull  des  Sc  Math  (2)  84  (1910),  p  111—114  sowie 
0  D  Kellogg,  Transc  of  the  Amer  Math  Soc  18  (1912),  p  109— 132  (p  127—132) 

Abgesehen  von  jener  Nallmenge,  konvergiert  die  Lösung  bei  der  Anndihexong 
un  S  lüngs  einer  beliebigen  S  nicht  berührenden  Geraden  in  T  gegen  f{s)  Ist  f{s) 
beschränkt,  so  genügt  es,  um  die  Unität  zu  gewilhrleisten,  n(x,y)  beschrknlit 
-vorauszusetzen 

182)  Auch  im  ßaume  braucht  man  übrigens  dio  Randfunktion  nicht  not- 
wendig besohxäinkt  anzunehmen.  Um  nur  das  emfachste  zu  erwähnen,  so  diliffce  das 
Kriterium  von  M.  Pla^icherel  loo  cit  131),  wenn  /"(«)  etwa  in  isoherten  Punkten 
oder  iSugs  einer  endhchen  Anzahl  von  stetig  gekrümmten  Kurven  auf  S  unend- 
lich wird,  sinngemäß  übertragen,  eme  hinreichende  Unitätabedingung  hefem 

133)  Vgl  J  Plemelj,  Untersuchungen,  p  42  (Fußnote) 

184)  Die  Beziehung   jf(ß)d8  =  Q  ontflpncht  der  Integralbeziehung  (5)  der 

o 

Nr.  10    Es  genügt  übrigen«        u{x,  y)  beschränkt  anzunehmen    Daß  der  Grenz- 

Übergang  lim'^M(a!,  y)  ==  ^^^  ==■/"(«)  »"^  S  gleichmäßig  ist,  wird  sich  nach- 
träglich  von  selbst  ergeben 


.^ 
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dies  festsetzen,  daß  ^— m  (x,  y)  sich  dem  Grenzwerte  -^-^  auf  ledem  die 

Unstetigkeitspunkte  von  f(s)  nicht  enthaltenden  ajjgesohloBsenen  Bo- 
gen Ton  S  gleichmäßig  nahem  soll.  Hat  das  Prohlem  überhaupt  eine 
Lösung,  so  erhält  man  alle  Lösungen  durch  Hmzufugung  einer  will- 
kürliehen  Konstanten  i"'') 

Die  vorstehende  Defimtion  der  zweiten  Randwertaufgabe  läßt 
sich  auf  ebene  Gebiete  der  Klasse  Ä  und  allenfalls  der  Klasse  -N  aus- 
dehnen (Nr  2)  Beachtet  man  aber,  daß  unter  geeigneten  Voraussetzungen 

^—  =  —   o-    ist,  so  findet  man,  daß  das  zweite  Randwertproblem, 

sofern  das  (beschränkte)  Gebiet  T  einfach  zusammenhangend  ist,  im 
wesentkchen  denselben  Grad  der  Allgemeinheit,  wie  das  erste  erlangt, 
wenn  man  es  so  faßt- 

Es  ist  eme  m  T  reguläre  Potentialfunktion  u  (x,  y)  zu  bestimmen, 
die  so  beschaffen  ist,  daß  die  konjugierte  PotentiaLfunktion  v  {x,  y) 
auf  8  eine  bis  auf  eme  additive  Konstante  vorgeschriebene  stetige 
Wertfolge  annimmt.  Das  zweite  Randproblem  läßt  sich  demnach  in 
der  Ebene  auf  das  erste  zurückführen  ^^^)  Nach  Bestimmung  von 
i;(aj,  2/)  hat  nunmehi  eiüe   IJntei suchung  des  Yerhaltens  der  Werte  m 

und  -;;"     auf  S  einzusetzen 
on 
Eme  ganz  analoge  Bedeutung  und  Allgemeinheit  hat  das  zweite 

Randproblem  im   Räume     Im    Gegensatz  zu  dem   zweidimensionalen 

Falle  läßt  es  sich  hier  mcht  in  emer  so  unmittelbaren  Weise  auf  die 

erste  Randwertaufgabe  zurückführen 

13.  Explizite  Lösung  der  ersten.  Bandwertanfgabe  für  die  Exeis- 

fläohe  und  den.  Kugelkörper,    a)  Ihe  Fozssonscken  Integrale^^"^    Es 

mögen  w  und  cp  Polarkoordinaten  m  einer  Ebene  bezeichnen     Sei  G 

186)  Vgl.  etwa  bei  J  Plemelj,  Unterauchungeu,  p.  48  Man  kann  allgemeiner 
f(s)  beachiänkt  und  im  Lebesgu^chen  Sinne  mtegnerbar  voranasetzen     Man  wird 

dann  z^—u(x,y)  beschränkt  annehmen  und,  außei  höchstens  auf  einei  Punktmenge 

vom  Maße  Null,  lim  yr—  u(x,  y)  =  —"-    =/"(«)   festaetzen     Daa    zweite   Randwert- 

on         '^         on 
Problem  bat  übngenfl  auch  dann  noch  einen  Sinn,  wenn  /"(s)  eme  gewissen  Be- 
dingungen genügende  nicht  bescbräinkte  Funktion  lat 

186)  Tat  T  em  mehrfach  zusammenhäjigendefl  Gebiet  m  @  und  hat  T  keine 
punktartigen  Bandkomponenten,  so  hat  o(cu,y)  vorgeschriebene  Periodizitäts- 
moduln  und  auf  jeder  Bsjidkomponente  bia  aut  je  eme  additive  Konatante  vor- 
gegebene Werte.  Alle  Konatanten,  bis  auf  eine,  bestimmeu  sich  aus  der  Forde- 
rung, daß  u{x,y)  eindeutig  sein  soll  VgL  z  B  J.Sadamard,  Le9ons,  p  11 — 18 
Die  Zurückfiibrung  mehrdeutiger  Potentiale  auf  eindeutige  vgl  Nr.  24  d 

137)  Vgl  das  Eeferat  U  A  7  b  von  ^H"  BwJchardt  und  W  F  Meyer  Nr  19, 
20  und  21    In  den  Fußnoten  188)  bis  14ö)  a  a  0  findet  sich  die  ältere  Literatur, 
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der  Kreis  um  den  Anfangspunkt  vom  Halbmesser  i2;  JR  und  d  seien 
laufende  Koordinaten  eines  Punktes  auf  G,  f(&)  eine  stetige  Funktion 
mit  der  Periode  2n  Für  diejenige  in  K  und  auf  G  stetige,  m  K  reguliire 
Potentialfunktion  u  (r,  g?\  die  auf  G  den  Wert  f{ff)  annimmt,  hat  /?.  Poisson 
den  Ausdruck  t 

(1)  <r,^)  =  lJ^^,_^^f-l^-£-^_^^,f(e)de 

—n 

abgeleitet  In  seinen  grundlegenden  Arbeiten  über  die  Differential- 
gleichung Am  ==  0  hat  H  A  Schwärs  durch  Betrachtungen,  die  seit- 
dem vorbildhch  geworden  sind,  als  erster  streng  bewiesen,  daß  M(r,  tp) 
auf  0  tatsächlich  den  Wert  f{0)  annunmt.^"^}  Durch  (1)  ist  die  erste 
Randwertaufgabe  für  ein  Kreiagebiet  unter  dei  Voraussetzung,  daß  die 
Randwerte  stetig  sind,  vollständig  gelöst;  sie  hat  keine  weiteren  Lö- 
sungen (Nr  12)  Das  gleiche  beweist  Scliwars,  wenn  f{B)  abteilungsweise 
stetig  ist,  unter  der  weiteren  Armahme,  daß  u(f,  cp)  m  K  beschrankt 

iiamentlioli  die  Arbeiten  von  C  Nemnann,  F  Pryui  und  H  Ä  ScJiwarz  Man  vei- 
gleiche  femer  U  Biw,  Annali  di  Mat  (2)  5  (1871/73),  p,  805 — 345  Von  den  neueren 
Arbeiten  amd  zunächst  die  Abhandlung  von  U  D%ni,  Acta  Math  25  (1902),  p  186 
bis  230  sowie  eine  Eeihe  von  AufsLtzen  von  C  Neumann  m  den  Leip/;  Berichten, 
1906  bis  1915,  namentlich  64  (1912),  p.  278—389  sowie  p  340—398,  zu  nennen 
Zusaminenb^jigende  Darstellungen  imden  sich  u.  a  bei  E  Picard,  Traitä,  Bd  I, 
p  268—275,  Bd.  n,  p  15—17,  W  F  Osgood  Funktionentheorie,  p  633—641 
JS  Weyl,  Die  Idee  der  BiemannBChea  Fläche,  p.  82 — 91;  Jü  Gonrsat,  Conrs,  '•!, 
p,  188 — 189  Kme  eingehende  Theoiie  des  Powfiowschen  Integrals  (1)  geben  femei 
F.  JPrym  und  G.  Bost  (iVywBohe  Funktionen,  p  1 — 47) 

138)  H  A  Sehwargi,  a)  Berl  Monatsber  1870,  p  767—796,  Ges  Ahh  2, 
p  144—171;  b;  .TouTU  f.  Math  74  (1872),  p  218—253;  Ges  Abb  2,  p  175—210 
An  dem  zuletzt  genannten  Ort  finden  sich  p  184  und  189  Notizen  über  ältere  Be- 
weise der  7^otSfionschen  Integrale  Die  Abhandlungen  TOn  U  Ä  Schwarz  enthalten 
unter  anderem  eiuo  systematische  Theone  der  Potentialfunktionen  m  der  Ebene 
Darstellung  durch  unendhche  Reihen,  analytische  Fortsetzung  nsw  Von  prm- 
zipieller  Wichtigkeit  ist  die  Bemerkung,  daß  sich  das  Foissanache  Integral  (1) 
auf  die  GaußBche  Mittelwertformel  (4)  Nr  10  zurückführen  läßt  Es  genügt  hierzu 
K  durch  eine  Imearo  Substitution  derart  auf  sich  selbst  zu  beziehen,  daß  (r,  go) 
in  den  Anfangspunkt  übergeht  Vgl  M  Böchei,  BuU.  of  Amer.  Math  Soc  (2)  4 
(1897/98)  sowie  Annals  of  Math  (2)  7  (1906),  man  vergleiche  femer  die  unter 
1U6)  zitierte  Note  von  P  Koebe 

Geometrische  Betrachtungen  im  Anschluß  an  das  Po2««on  sehe  Integral  gibt 
G  Darboux,  Bull  des  Sc  math  (2)  34  (1910),  p  287—300  Das  Pomonsohe  In- 
tegral (1)  findet  sich,  ans  den  allgemeinen  FreclJwIm sciheB.  Anflösungsformeln 
(Nr  17d)  abgeleitet,  bei  J  Plemelj,  Untersuchungen,  p  68—69  Weitere  Litera- 
tur. T  Boggto,  a)  Rend  del  Circ.  Mat  di  Palermo  22  (1906),  p  220—282; 
E  YiMab,  Bull,  de  la  Soc  math  de  France  39  (1911),  p  443—456,  Ann  de  Vtc 
Norm.  (8)  28  (1911),  p.  203—811;  T  Boggxo,  b)  Atti  d.  R.  Acc  d  So  di  Tonno  47 
(1911),  p  22—87,  W  Küstermann,  Bull  of  the  Amer  Math  Soc  (21)  2  (1914/15), 
p  120—123,  W  Groß,  Math   Zeitschr   2  ri918),  p  242—294,  ebendort  3  (1919\ 
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und  in  jedem  die  Unatetigkeitspunkte  von  f(d)  nicht  enthaltenden  Be- 
reiche m  K-\-  G  stetig  ist   Die  Lösung  ist  wieder  durch  (1)  gegeben."') 

Es  sei  S  ein  Stück  einer  Kurve  der  Klasse  Ä,  das  zwei  Punkte 
P  und  Q  auf  G  verbindet,  abgesehen  von  seinen  Endpunkten  ganz  in. 
K  verläuft  und  G  nicht  beiühi-t.  Es  sei  ^^(r,  (p)  diejenige  beschränkte, 
in  K  reguläre  Potentialfimktion,  die  auf  dem  emen  Kreisboden  {PQ) 
gleich  1,  auf  G — (PQ)  gleich  0  ist  Ist  Mo=MaxM(»,  9)  auf  Z, 
80  ist  «0  <  2  <  1  (der  Schwar0Bche  Hilfssatz)  ^*°) 

Der  Schwade  sehe  Beweis  des  Powsow  sehen  Integrals  (1)  laßt  sich 
(wenn  die  Randfanktion  stetig  ist)  ohne  weiteres  auf  den  Fall  eines 
Kugelkörpers  übertragen  **^) 

Setzt  man  in  (1)  vor  dem  Integral  das  Zeichen  — ,  so  erhält 
man  das  Poissowsche  Integral  für  das  unendhche  von  G  begrenzte 
Gebiet  K^  Die  Funktion  u(x,y)  ist  dann  diejenige  ir  K^-\-  G  ste- 
tige, m  K^  reguläi-e  Potentialfunktion,  die  auf  G  die  Werte  f(d)  an- 
nimmt Im  Räume  erhalt  man  auf  diese  Weise  das  Po^ssowsche  In- 
tegral för  das  von  emer  Kugel  C  begienzte  unendliche  Gebiet  K^, 
d  h  diejemge  m  K^-\-  G  stetige,  im  Unendlichen  verschwindende,  in 
Kg^  (im  allgemeinen  mit  Ausschluß  des  unendhch  fernen  Punktes)  regu- 
läre Potentialfunktion,  die  auf  G  die  vorgeschriebenen  Werte  annimmt 

Eme  Reihe  weitgehender  Resultate  über  das  Po?ssöWsche  Inte- 
gral (1)  hat  P  Fatou  unter  Zuhilfenahme  des  ieSßs^^e  sehen  Integral- 
begriffes abgeleitet  ^*^    Wir  heben  zunächst  die  folgenden  Sätze  hervor 

189)  H  A.  Schivare,  des  Abb   2,  p  190—200 

140)  H  A  ScHiware,  Ges  Abb  2,  p  156  und  p  190— 2U0  Der  Beweis 
von  Schwärs  gilt  für  alle  einfach  znaammenbängenden  Gebiete  der  Klasse  J., 
sobald  fCLr  diese  das  erste  Randwertproblem  bei  duiobweg  stetigen  Randwerten 
gelöst  ist  (vgl.  E.  Ptcard,  Traitö,  2,  p  57  sowie  weiter  unten  Nr  24  a  Fuß- 
note 282))  Schwäre  zerlegt  allgemeiner  C  na.  2p  zusammenhilngende  Bögen 
Cj,  .  Og^,  nimmt /(0)  auf  C?2^_iO  =  li  ••?)  gleich  1,  au.i  C^j{i  - -- 1 ,  p) 
gleiche  an;  S  verbindet  zwei  beliebige  Teilpunkte  von  C  Daniber  hinaus  lußt 
Schwarz  mehrfach  zusammenhangende  Gebiete  und  gewisse  Gebiete  mit  Ecken 
und  Spitzen  zu 

Betrachtungen   über  das  Verhalten  emer  m   emem   ebenen  Bereiche   der 

Klasse  D  oder  E  beschränkten  und  bis  auf  eadhch  viele  Randpnnkte  stetigen, 

mi  Innern  regulären  Potentialfanktion  in  der  Umgebung  der  Ecken  oder  Spitzen, 

1 1  wenn  die  Folge  der  Randwerte  dort  einen  Sprung  erleidet,  finden  sich  bei  3.  A 

I  Schwärs,  Ges   Abb ,  2,  p  152—164    Man  vergleiche  hierzu  A  Harnack,  Gmnd- 

I  lagen,  p  12—20 

I  141)  Auch  diese  Formel  lat  zuerst  von  S  Potssoti  angegeben  worden    Einen 

I  nach  Schwärs  geführten  Beweis  findet  man  beispielsweise  bei  C  Jordan,  Couth 

I  d'Analyae  2  (1894),  p  217—218  und  j&  Ficcvrd,  Tratte  1,  p  161—167 

I  142)  P.  Fatou,  Acta  math    30  (1906),  p  385—400     Dieser  ausführlichen 

Arbeit  sind  verschiedene  Noten  in  den  C  R  vorausgegangen 
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1  Sei  f(d)  eine  beliebige  im  Lehesguefichen  Smne  integrierbare 
Fnnktion  (/"(Ö -j- 2:r)  = /"(ö))     Bekanntlich  ist,  außer  böchstens  auf 

Oo  +  A 

einer  Menge  (M)  vom  Maße  Null,  /"(Öq)  =  lim  v-  /  f{x)  dt    Nach  Fatou 

konvergiert  u  (r,  q))  bei  der  Annäherung  an  (JR,  6^)  längs  emer  be- 
liebigen 0  nicht  berührenden  Geraden  in  K  gegen  /  (ö^)  allemal,  wenn 
Öq  der  Menge  C — (M)  angehört."")  Ist  insbesondere  f(d)  beschränkt, 
so  ist  u  {r,  cp)  die  einzige  beschrankte,  m  K  reguläre  Potentialfunk- 
tion,  die  auf  G,  außer  höchstens  auf  emer  gewissen  NuUmenge,  die 
Werte  f{0)  annimmt  (Nr   12).^**) 

2  Ist  m  (22,  Oq)  die  Ableitung  /'{d^)  vorhanden,  so  konvergiert 
■r—  u  {r,  g})   bei   der  vorerwähnten  Annäherung    an    den   Rand   gegen 

3.  Es  sei  f(d)  stetig  und  es  möge  v{r,  g?)  eme  zu  u{r,  cp)  konju- 
gierte Potentialfunktion  bezeichnen  Eine  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  für  das  Vorhandensem  des  Grenzwertes  lim  v  (r,  6^)  ist,  daß 


r  =  R 


lim    /'[/'(öo-f  6)  —f(e^—  ß)]  cotg  2  de  existiert     Es  ist 
"  (»•'  9^)  =  ^/ J2«_  aizfclrj-  6)  +  r«  ^(^^  ^^ ' 

—  Ä 

(2)  lim<r,do)  =  ^(Öo)  =  -^lim  Aa^o  +  öj  - M -  Ö)j  cotg ^ dö 

0 

143)  P  J'otott,  loc   cit   U2),  p  339—368  und  378 

144)  P  Fatou,  loc   cit,  142),  p  841)     Man  veigleiche  M  Hcmcherel,  loc 
cit  181) 

146)  P  ^atou,  loc  cit   142),  p   846  nnd  367.    Aus  den  Ergebnissen  von 
Fatou  laßt  sich,  leicht  der  folgende  Satz  ableiten    (I)  Ist  f(ß)  stetig,'  f(d)  nach 
Lebesgue  infcegiierbar  und  m  0j  stetig,  ist  femer 
0 

ft\e)de  =. m  -  m)  (0„  ^ 0 ^  öo  +  2«) 

und  existiert  der  Grenzwert  hm     /  [/'(0j  -|-  0)  —  f(ß(,  — 0)]  cotg— d0,  so  ist  die 

.=  0  J  2 

a 
o 

Normalableitung  — hm  ■^u{r,Q^  vorhanden  Die  Satze  2  und  (I)  enthalten  ins- 

r=R  or 
besondere  gewisse  Resultate  von  ü  Dint,  loc,  cit  187),  p  221 — 229. 

146)  P  Fatou,  loo   cit.  142),  'p   860.    Man  verpfleiche    auch  J  Pleme\), 
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Ist  \f{B^-'h)  —  f{B)  I  <  Const  |  ä  ^  (0  <  A  <  1),  so  ist  auch 

\g{e-\-K)-g{e)\<Goi^^iW  "") 

Monatshefte  f  Math  u  Phys  19  (1908),  p  206—210,  G.  Nemumi,  Leipz 
Ber.  65  (1916),  p  144-188  sowie  W  Groß,  Monatsh.  f  Math  n  Phys  28  (1917), 
p  238—242  D.  Hubert  nimmt  ((Srött,  Naohr  1904,  p  213—259  [p  260—256], 
Grundzüge,  p  78 — 77)  f(ß)  und  f'{&)  ste^g  an  und  leitet  die  wichtigen  Um- 
kehrungsformeln  ab- 

»(»^  =  ä^/""^  °°'« 'äi' "'+ 2  ^2j/ '"<'"*'' 

r  0 

Diese  Formeln  amd  in  den  älteren  Ergebnissen  von  Tauber  als  Spezialfälle 
enthalten  Ygl  A.  Tauber,  Monatsh  f  Math,  u  Phys  2  (1891),  p  79—118  Siehe 
auch  A  FnngsUim,  Münch.  Ber   80  (1900),  p  87—100 

Entsprechende  Formeln  fdi  beliebige  beachraaikte  Gebiete  der  Klasse  B  fin- 
den sich  beiD  fliZ&eri,  Gott  Nachr  1905,  p  1— 82  [p  1-5],  Grundzüge,  p  81—86 
Man  vergleiche  femer  0  KeUogg,  Math.  Ann.  58  (1904),  p.  441—456  so-wie  Bull  of 
the  Amer  Math  Soc  (2)  18,  p  168—170  und  Gh.  Sasenian,  Inaugural-Dissei- 
tation,  Qöttingen  1907  sowie  Math  Ann.  66  (1909),  p  285—272 

Es  genügt  übrigens  vorauszusetzen,  daß  f{6)  im  ie&efi^«e  sehen  Sinne  inte- 
grierbar und  nur  in  6^  stetig  ist  (vgl  L  lAChtenstem,  loc  cit  61),  p.  27—28) 

147)  Anders  geartete  Sätze  hat  Licliteiiistein  angegeben*  (ü)  Ist  [/(ö)]*  nach 
Lebesgue  mtegnerbar,  so  konvergiert  «(r,  0)  bei  der  Annäherpng  an  den  Band 
längs  emei  behebigen  G  nicht  berührenden  Geiaden  in  K,  außer  höchstens  in 
einer  gewissen  Nullmenge  (Jf),  gegen  einen  endhchen  Wert  g(ß^     Das  Integral 

Ä  , 

f[gido)Ydda  existiert  [L  Ltditenstein,  loc  oit  61),  p.  28]. 

(JE)  ist  f{6)  stetig,  [f{6)]-  im  LfbesgueschQu  Sinne  mtegnerbai  und 

so  ist,  außer  höchstens  in  emei  gewissen  Menge  dei  Punkte  6^  vom  Maße  Null, 

4er  Grenzwert  hm  ^-«(r,  9)  =;k(Öo)  bei  der  Annäherung  an  (i?,  0«)  längs  einei 

r  =  R  ot 

91=00 
behebigeu    0    mcht    berührenden     Geraden    m    K    vorhanden      Das    Integral 

7t 

f[x{'^o)V^%    existiert     [L    Ltchtenstein  a.  a  0  ,  p.  26  — 26   sowie  Journ    f 

-7t 

Math.  142  (1913),  p.  189—190]    (IV)  Sei  f{d)  nach  Lebeag-ue  integrierbar    In  allen 

Oo  +  Ä 

Punkten  0« ,  in  denen  /"(O-,)  =—  lim  -=-   (  f{r)  äv  ist,  ist 

A  =  o  ">  J 

»0 

km  (jR  —  r)  5-  «(r,  qp)  =-  0,   hm  (22  —  r)-^—  M(r,  qp)  =  0  . 
r=R  or  p^n  ötp 
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Mit  Rücksicht  auf  eiae  spätere  Anwendung  sei  noch  der  folgende 
Satz  von  Fai(m  erwähnt:  4.  Ist  fi/s)  =»  /"(re**)  eine  in  K  reguläre  nnd 
beschränkte  Funktion,  so  ist,  außer  höchstens  in  einer  Menge  von 
Punkten  0^  vom  Maße  Null,  lim /"(re'^o)  vorhanden."^) 

rs:R 

b)  EntwtcJdungssaie  Fdlgerungm.  Ist  f(ß)  im  ieSes^tteschen  Sinne 
mtegrierbar,  so  folgt  aus  (1)  die  Entwicklung 

«  1      oo  n 

<r,  <p)  =  ^fm  dO-h^^^  (cos  ntpfm  cos  nddß 
Cd)  —tt  B  -n 

/^  1    .    00 

f{&)  Sin  nBdQ)  =>  y  +^ ^  (ö„  cos  ntp  -\-  a  sin  w  (p)  ^*^) 

Es  ist  weiter 

Ist  /"(d)  stetig,  so  ist  dei  Grenzübergang  gleiohmäfiig  Ist  /(d)  beschränkt, 
80  sind  auch  die  Ausdrücke  hinter  dem  Limeszeichen  beschränkt  Ygl  A.  JAa- 
^oiinoif,  loc.  cit  64)  a),  p  266—267;  S  Zaremba,  Bull,  de  l'Ac.  des  So  de  Cra- 
covie  1905,  p  70—78;  Ä  Söborski,  loc  cit  65);  L  Ltchtenstem,  Ber  d  Berl 
Mat  Ges.  8  (1909),  p.  125—133  sowie  loc.  cit.  61),  p  20—22  Weitere  Sätze  über 
das  Verhalten  der  partiellen  Ableitungen  des  PotASon sehen  Integrals  (1)  auf  C 
tmden  sich  bei  P.  Fatou,  loc  cit.  142)  passim;  J  W  Lmclebeig,  Ann  de  l'fic 
Norm.  (8)  18  (1901),  p.  127—142;  U  Ihm,  loc  cit  137);  L.  Ltchtenstein,  loc.  cit 
61),  p.  17—20  sowie  Ber  d.  Berl  Math  Ges  8  (1909),  p  125—188  (dort  handelt 
es  sich  namentlich  um  partielle  Ableitungen  höherer  Ordnung);  Ä  Eom,  loc. 
cit.  55)  h)  [p.  15—24]). 

148)  P  Fcctou,  loc.  cit  142),  p.  866—868.  Allgemeiner  ist  dort  (in  der 
vorhin  benutzten  Schreibweise)  lim  f(rc*9')  =  lun  /{re*^')    (vgl     JS  Study,  Vor- 

r=R  r=R 

lesungen  über  ausgewählte  Gegenstände  der  Geometrie,  2  Heft,  Konforme  Ab- 
bildung einfach-zusammenhängender  Bereiche,  herausgegeben  unter  Mitwirkung 
von  W  Blaschke,  Leipzig  1913,  p.  BO — 55)  Nach  0.  Oa/rathioäory  muß,  wenn  f{z) 
mcht  konstant  ist,  die  Menge  der  Limeswerte  auf  jedem  Bogen  von  G  min- 
destens drei  verschiedene  Werte  enthalten  (Math.  Ann  73  (1913),  p.  305—320 
[p.  807—812].  Dort  sowie  Gott  Nachr  (1913),  p  609—618  Op  618—518]  findet 
sich  auch  ein  Beweis  des  JPatou  sehen  Satzes) 

149)  Schon  H  A  Schtcare  folgerte  hieraus  gewisse  Sätze  über  die  Fowter- 
schen  Reihen  stetiger  Funktionen.  Umgekehrt  führen  die  Elemente  der  Theorie 
l^ounerscher  B«ihen  zu  emem  vollständigen  Beweise  der  Potssonscken  Integral- 
darstellung  (1)  (vgl  z  B  H  Lebesgue,  Le9onB  sur  les  säries  tngonom^triques, 
Paris  1906,  p  48—54)  Weitere  an  (3)  anschließende  Entwicklungen  (analytische 
Fortsetzung,  natürliche  Grenze  usw)  finden  sich  beispielsweise  bei  ^.  Pieard, 
Travt6  2,  p  61  u  S ;  F  W  Osgood,  Punktionentheorie,  p.  641  u.  ff  ,  p.  666  u.  fF ; 
i]  Qoursat,  Cours  8,  p.  192—196  Über  die  analytische  Darstellung  regulärer  Po- 
tentialfonktionen  in  der  Ebene  vergleiche  M  Bdcher,  Trans  qf  the  Amer  Math 
Soc  10  (1909),  p  271—278 

maiiyklop    d.  math.  Wiassiuoli.    n  8  i*) 


226       nCB.    L.  Ltchtenstem     Potentialiheorie.    Konforme  Abbildung. 

1    .    CO  1 

(4")  v{r,  9?)  ==  ü (0,  9))  +  i  V  ^  (_  cos  ng>ff(e)  sin  nßdB 

-^  smnq)  f  f{0)  cos  nddd) 
Das  ^fDiiriclüet^ch.B  integral" 

konvergiert,  auch  wenn  f{d)  stetig  ist,  im  allgemeinen  nicht  "i)  Eine 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafflr,  daß  Dk{u)  einen  end- 


t         CO 


hohen  Wert  hat,  ist,  daß   ^nial-^hX)  konvergiert    Ist  sie  erfüllt, 


Sä  1      eo 


so  ist 

1         00 

158\ 

Ist  f(d)  stetig,  so  ist  2)jr(t«)  vorhanden,  wenn  es  auch  nur  eine 
m  K  und  auf  C  stetige  Funktion  ü(r,  <p)  gibt,  die  m  K  stetige  par- 
tielle Ableitungen  erster  Ordnung  hesitzt  und  auf  C  den  Wert  f{6) 
annimmt,  so  "daß  Dk{ü)  existiert. 

Es  ist  Dziü)  ^  Dä-(w)  ,  wobei  das  Gleichheitszeichen  nur  fQr 
iJ  =  tt  gilt."») 

Viele    der   im  vorstehenden  angegebenen  Sätze   lassen   sich  auf 

160)  unter  E'  die  Kreisfläche  um  den  KoordinateunxBprang  vom  Badius 
B'  <CB  verstanden. 

161)  F.  JPrym,  Joum.  f  Math  78  (1871),  p.  340—864,  abgedruckt  in  F.  Pi-ym 
Tmd  G.  BoBt,  PrymBche  Foniktionen,  p.  227 — 260  [p.  246—250];  J  Hadamard, 
Bnll.  de  la  Soc  math.  de  France  84  (1906),  p.  186—189. 

162)  J  Sadamardf  loc  dt  151),  p  186;  f{ff)  braucht  dabei  nicht  not- 
wendig stetig  zu  'sein   um  eo  weniger  wird  im  aUgemeinen  die  Normalableitung 

-lim^^^'^^xiBfaeren 

168)  DieserSatz  folgt  fast  unmittelbar  aus  den  Betrachtungen  von /.lfa(2amar<2, 
loc  oit.  161)  Siehe  femer  S  Zareniba,  Bull  de  TAcad.  des  Sc  de  Craccne 
1909,  p.  197 — 264  [p  206 — 208],  wo  der  analoge  Satz  im  Baume  betrachtet  wud 
(Eine  Daretellung  findet  sich  bei  H.  Weyl,  Uie  Idee  der  Btemanmchen  Fläche, 
p  84 — 86.)  Man  vergleiche  hierzu  die  allgemeinen  Ergebnisse  von /S*  Zorem&aa  a  0., 
p  126—196  [p.  160 — 161]  Einen  Beweis  för  das  Kreisgebiet  gibt  weiter  JS  Courcmt, 
Math.  Ann.  72  (1912),  p.  617—660  [p  528—6241.  In  emer  späteren  Arbeit, 
Joum.  f.  Math.  144  (1914),  p.  190—211  [p.  194—195]  beweist  Covrant  denselben 
Satis  mit  elementaren  Mitteln  fdr  beliebige  beschränkte  Gebiete  in  (£  (Nr  84") 
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den  Kugelkörper  übertragen  Durchgeführt  sind  diese  Betrachtungen 
nur  zum  Teil"*) 

Aus  dem  PotssonBchen  Integral  (1)  werden  verschiedene  wichtige 
Ungleichheiten  abgeleitet  H  A  Schwarz  findet  z  B 

\u{r,fp)-u{(),q>)\^^m.x\f{e)\kriism^  i") 

14.  Ereisringfläohe.  Entwioklungssatz  Folgerungen.  Eme  m 
emem  Kjeisringgebiete  JRg  <  r  <  JS^  reguläre  Potentialfanktion  läßt  sich 
daselbst  (auf  eme  einzige  Weise)  in  der  Form 

(1)       WT 

+  Zj  ((A>-"+  ^-«^-")  sm  n<p  +  {BX-\-  B_,i-)  cos  ng>} 

n 

darstellen  Die  unendliche  Reihe  rechter  Hand  konvergiert  für  i^ 
<  JSg  ^  r  ^  JS;  <  i?!  unbedingt  und  gleichmäßig."«)  Ist  insbesondere 
u(r,<p)  für  0  <  r  <  i?^  regulär,  so  gilt  die  Entwiclduug  ftir  alle  posi- 
tiven r  <  J?i.  Ist  u(r,  (p)  überdies  in  emem  Gebiete  0  <  r  ^  JJ'^  <  JS^ 
beschrankt,  so  findet  man  A_^  =  B_^  =  0  («j  ^  1),  Bq  =  0. 
Eine  in  emem  beschränkten  Gebiete  jT  m  @  beschränkte,  außer 
höchstens  m  isolierten  Punkten,  reguläre  Potentialfunktion,  ist  mithin 
in  jT  regulär."^)  In  ähnlicher  Weise  wird  der  folgende  Satz  bewiesen r 
Ist  u(r,  <p)  im  Innern  und  auf  dem  Rande  einer  Kreisfläche  K,  außer 
höchstens  in  ihrem  Mittelpunkte,  regulär,  ist  jDk{u)  vorhanden,  so  ist 
u{r,  (p)  m  X  regulär.  "8)  Ist  allgemeiner  \rf'u(r,  (p)\  <  G,  ii>0  (C  kon- 

164)  Der  Schwarz  sehe  HUfssatz  ist  von  A  Korn  auf  dreidimensionaLe 
Uebiete  (der  Elasse  B)  übertragen  worden    Vergleiche  die  Fußnote  281) 

155)  H  A  Schwäre,  Ges  Abh  2,  p  176—210  [p  190]  Andere  Ungleich- 
heiten geben  C  Neumunn,  JL&rfsche  Funktionen,  p.  412— 417,  F.  Schoiiky,  Jouru 
f  Math.  117  (1897),  p  226 — 268,  wo  allgemeiner  mehrfach  zusammenhangende 
Gebiete  der  Klasse  (7  in  ®  betrachtet  werden ,  G.  Darhoux,  loc.  cit  141)  [p  297] 
(siehe  auch  T.  Boggto,  loc  cit  141)  b));  F  Prym  und  G  Bosi,  Prj/jwsohe 
Punktionen,  p.  81 — 47  an 

Im  ZuBammenhang  hiermit  stehen  grundlegende  üngleichheitsbeziehungen 
der  Theorie  analytischer  Funktionen,  die  von  J.  Sadamard,  E  Borel,  E  Lomdau, 
0  CaratModory,  F.  Schottky,  E  Lmdelöf,  P  Koebe  und  anderen  Forschem 
adigegeben  worden  sind 

166)  Vgl  z  B  H.  A.  Sdiware,  Ges.  Abh.  2,  p  204—210  Analoge  Entwick- 
lungen im  Eaume  (auch  für  unendliche,  von  einer  Eugel  begrenzte  Gebiete)  siehe 
Powcard,  Potentiel,  p  204—210 

157)  jBT.  A.  Scinome,  loc  oit.  156),  p  209  Im  B«ame  vergleiche  Fovncarif 
Potentiel,  p.  211 

158)  JD  Extbert,  Über  das  Dtru;/)2«tBche  Prinzip,  Festschrift  zur  Feier  des 
160-jBlirigen  Bestehens  der  £gl  Gtos.  der  Wise  'xa.  Göttingen,  Berlin  1901,  abge- 
dnickt  Lq  den  Math  Ann   69  (1904),  p  161—186  [p  184  -186]    Unter  I)e{u)  ist 

16* 
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Btant),  so  enthält  (1)  niur  eine  endliclie  AnTiahl  G^lieder  mit  negativem 
Exponenten.  Ist  die  Funktion  M(r,  9)  für  0<r<iJi  regulär  xmd 
'wird  sie  für  r  =  0  entweder  gleict  +  00  oder  —  00 ,  so  ist 

^(y,  qp)  =  /l;  log  r  -f-  eüi6  reguläre  Potentialfnnktion     (fc  >+•  0).  ^'^ 

Anoli  für  die  Losung  der  ersten  Randwertaufgabe  m  einem  Kreia- 
nnggebiete  läßt  sich  eine  ReihenentwiGklung  unter  Zuhilfenahme  tri- 
gonometrischer Funktionen  augeben  ^^'') 


der  als  vorbanden  vorausgesetzte  Grenzwert 

K 


-/[©'+©>-^ 


g  eine  EjeiBfläche  nm  den  Mittelpunkt  von  K)  zu  verstehen 

159)  M.  Böcher,  Bull.  of.  Amer  Math.  Soc  (2)  9  (1903),  p.  456—466 

160)  Vgl  G.NeumcMm,  Joum  f.  Math  69  (1861),  p.  336— 866;  H.Ä  Schwarg, 
Ges..  Abh  2,  p  176—210  [p.  204— 210],  A  Ptcard,  Traiti  i,  p  105—108, 
F  Prym  und  Q.  Bost,  Prywische  Funktionen,  p  78 — 91,  wo  von  einem  kom- 
binatorischen Yerfahren  Gebrauch  gemacht  wird  (Nr  24  a)  Fußnote  816); 
J§  Qoursai,  Couis  8,  p  190 — 191.  Man  vergleiche  femer  U  Dini,  Ann  di  Math  (2) 
4  (1870/71),  p  169—174;  E.  Vülat,  C  R  162  (1911),  p  680—682 ;  158  (1911), 
p  518—520;  Xenia,  Hommage  mtemationale  ä,  l'üniversitä  de  Gr^ce,  AthöneB 
1912,  p.  869—880;  Joum  de  Math.  (6)  7  (1911),  p.  858—408;  Ann  de  l'^'c  Norm. 
(3)  28  (1911),  p  208—311;  (8)  29  (1912),  p.  127—197,  Red  del  Circ  Mat.  di  Pa- 
lermo 88  (1912),  p  184—176;  U  Dtnt,  ebendort  86  (1918),  p  1—28.  In  den 
neun  sraletzt  genannten  Arbeiten  wird  von  den  eUiptisohen  Funktionen  Gebrauch 
gemacht. 

Eme  emgehende  Behandlung  des  Ereisringgebietes  gibt  unter  durchgehen- 
der Benutzung  eUiptischer  Funktionen,  zum  Teil  in  Ausführung  früherer  Mittei- 
lungen neuerdings  H  Vülat,  Acta  Math.  40  (1916),  p.  101—178.  Es  werden  u  a  ex- 
phzite  Ausdrücke  für  eme  un  Gebiete  B,  ■<  r  <[  JJ^  reguläre  analytische  Funktion 
u-\-tv  gegeben,  wenn  1  auf  Cj(r=.JSj)  und  (7i(r  =  2Ji)M  (das  erste  Randwert- 
problem), 2  auf  (7,  und  Oj  x—  (das  zweiten  Randwertproblem),  2  auf  Cj  «, 
auf  Ci       V,  4.  auf  C,       «,  auf  Ci      .|^,  6  auf  0,  ,  auf  C,  .   .|^  vorge- 

schriebene  "Werte  haben  (Man  vergleiche  hierzu  namentlich  U  Dvrn  an  dem  zu- 
letzt a  0.)  Femer  weiden  gewisse  Sätze  von  P.  Fatou  und  L  lAchtmatem 
(Nr  18)  auf  ein  Ereisiinggebiet  übertragen  U  Bvni  gibt  m  seinen  Arbeiten  zu- 
gleich explizite  Formeln  für  die  Lösung  des  ersten  Randwertproblems  für  das 
von  zwei  konzentrischen  Kugeln  begrenzte  Volumen.  Nach  P  Eoebe,  Leipz  Ber 
65  (1918),  p.  210—218  läßt  Sich  die  Lösung  des  ersten  Randwertproblems  für 
das  Kreisrmggebiet  durch  elementare  Abbildungen  auf  das  Powsowsohe  Integral 
zurückführen  Das  gleiche  gilt  für  die  Fläche  eines  Rechtecks  und  einer  Ellipse 
(man  vergleiche  hierzu  Nr  47  Fußnote  592) 
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15.  FoBitive  Potentlalfnnlrtioneii.^"*)   Damit  die  unendliclie  Beihe 

(1)  -  +^  ^(cit  cos  kg>  -\~  äjSin  leg))  =  9l/'W  eine  für  r  <  1   regu- 

];b:1 

ISre  und  positive  Potentialfanktioii  darstellen  kann,  muß  wie  C.  Gara- 
tModory  gezeigt  hat,  der  Punkt  Oj,  äj  (Ä  =  1,  . .  «)  dqe  2M-dimen- 
sionalen  Baumes  für  alle  n  im  Innem  oder  auf  der  Begrenzung 
des  kleinsten  konvexen  2M-dunensionalen  Korpers  JS^^  liegen,  der 
die  sphärische  Normalkurve  aj^^cosÄÖ,  ^5^=  sin  Äö  (Ä  =  1, .  w) 
(0  ^  Ö  ^  2ä)  enthält."^)  Jedes  Gebiet  K^^  ist  die  „Projektion"  des 
nächstfolgenden  Q-ebietes  -K^^+g 

Eine  von  Garaih^dory  angegebene  Umkehrung  dieses  Satzes 
lautet:  Liegt  der  Punkt  %,  ä^,  .  o„,  ä„  im  Innem  oder  auf  dem 
Bande  von  jEj„,  so  gibt  es  mindestens  eine  für  r  <  1  konvergierende 
Beihe  der  Form  (1),  die  mit  der  ZaM  -^  beginnt,  Oi,  %,  •  a„,  ä„  zu 
2w  ersten  Koeffizienten  hat  und  eine  für  r  <  1  reguläre  positive 
Potentialfanktion  darstellt*^'')  Liegt  der  Punkt  a^,  -  ^^  auf  dem 
Bande,  so  ist  die  Funktion /^(^er)  vollkommen  bestimmt  und  zwar  rational 
160*)  Vgl  den  Artikel  von  L  Bteberbach  über  Funttionentheone 
161)  Vgl  0  GaraaUodory,  a)  Math  Ann  64  (1907),  p.  96—116,  b)  Rend 
del  Circ  Mat.  di  Palenno  32  (1911),  p  198—217 ;  o)  C  GaraModory  nnd  L  F^ir, 
an  dem  zuletzt  a  0,  p  218—239  Siehe  femer  d)  0  To^htz,  a  a  0.,  p  191-192; 
B.  Fischer,  a.a.O  ,  p  240—266;  f)  J.  8cfmr,  BerL  Sitzungsber.  1912,  p  4—16; 
g)  Jonm  f  Math  147  (1917),  p  206—232;  148  (1918),  p  122—146;  h)  G.  Frobe- 
niU8,  Berl  Sitzungaber.  1912,  p.  16—81;  i)  G  S&rgMe,  Leipz.  Ber  68  (1912), 
p  601—611;  k)  F  Bteß,  Ann  de  l'fio  Norm.  (8)  28  (1911),  p  83—62;  1)  Lee 
syst^meR  d'^uations  linäaireB  ä.  nne  infinite  d'moonnnes,  Paria  1913,  p.  171 — 
180;  m)  Joum  f.  Math  146  (1916),  p.  88—87;  n)  L  Fej6r,  Joum  f.  Math  146 
(1916),  p.  68—82,  o)  Q  Bamel,  Math  Ann  78  (1918),  p  267—269;  p)  0.  Sgdsz, 
Math  Zeitsohi.  1  (1918),  p  149—162,  q)  Math  Zeitschi.  1  (1918),  p  163—188 
Man  vergleiche  femer  O  Pick,  loc  cit  168)  Für  die  Begrenzung  von  K,^  gibt 
Oarathioäory  eme  Parameterdarstellung  mittelst  trigonometnaoher  Polynome 
Nach  0  Toephtg  ist  m  den  Punkten  der  Begrenzung 


D, 


I   «-A.      «-(*-l).  1  I 

Im  Innem  von  Z,„  ist  Di(l,  a^,        at)>  0  (&  =  1,      ,w),  auf  dem  Rande 
1)4(1,  «1,  ...«4)^0    (A;-3l,2,    ..(w— D) 

Damit  die  Reihe  {R/'(«)  fSr  r  <  1  konvergiere  und  daaelbat  positiv  sei,  ist 
notwendig  (und  hinreichend),  daß  für  aUe  n  •  D„(l,  «1,  ..«J^O  ist  (vgl 
0  Toeplite^  loc  cit.  d) 

162)  0  OartttModory,  loc  cit  161)  b) 


•Z>n(l.  «1,  «1, 

««)-o, 

1,      «11 

«11           «* 

«-1,  1, 

Oj,      .      a;t_i 

j 

a„»=c^,  +  »«ri 

«_^-=o„  — to^ 
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Jedem  Punkte  e  in  dem  EinheitskreiBe  ordnet  nach  G  Pick  die  Ge- 
samtheit der  durch  (1)  erklärten  Funktionen  /"(«)  ein  Kreisgebiet  za}^) 
Bin  anderer  TJmkehrungssatz  lautet:  Liegt  der  Punkt  o^,  äj, 
a  ,  ä  fClr  jedes  w  im  Innern  oder  auf  dem  Eande  von  K^^,  so 
konvergiert  (1)  für  r<l  und  stellt  etue  f ür  r  <  1  reguläre  positive 
PotentiaLfunBion  dar.^ß»)  i") 

Die  vorstehenden  Sätze  benutzen  G.  Garath^odory  und  L  F^4r 
zur  Beantwortung  verschiedener  Fragen'  über  Maxima  und  Minima 
von  Potentlaifunktionen  ^**) 

Einen  Abschätzungssatz  über  positive  Potentialfunktionen  im 
Räume  gibt  G.  Pick^^^)  au. 

16.  Die  Sätze  von  A.  Haruack.  Sei  T  em  beschränktes  Gebiet 
in  ®(®m)  oder  im  Räume.  Aus  dei  Tatsache,  daß  eine  Potentialfank- 
tion  in  ihrem  Regularitätsgebiete  weder  Maximum  noch  Minimum 
haben  kann,  ergibt  sich  unter  Zuhilfenahme  der  Poisson sehen  Inte- 
grale der  folgende  wichtige  Satz: 

1.  Sei  Wy  0  =  1,  2,  . . )  eine  Folge  m  T  und  auf  6'  stetiger,  m 
T  regulärer  PotentiaLfunktionen,  die  auf  S  gleichmäßig  konvergiert 
Sie  konvergiert  alsdann  in  dem  Bereiche  T  -^  8  gleichmäßig  Die 
Funktion  w  >=  lim  Mv  ist  eine  m  T  -\-  S  stetige,  in  T  reguläre  Poten- 

tialfunktion    Die  partiellen  Ableitungen  D„My(w^  1)  konvei  gieren  in 
jedem  Bereiche  m  T  gleichmäßig  gegen  D««"'') 

Da  jede  stetige  Funktion  einer  oder  mehrerer  Variablen  duich  ana- 
lytische Funktionen  dieser  Variablen  beliebig  gleichmäßig  approximiert 
werden  kann,  so  kann  man  das  erste  Randwertproblem  grundsätzlich  als 
gelöst  betrachten,  wenn  es  gelingt,  dieses  für  gewisse  besonders  ein- 
fache Randfunktionen  zu  erledigen  So  könnte  man  bei  ebenen  Ge- 
bieten der  Klasse  A  die  Randfuuktion  fiß)  analytisch  annehmen. 

2.  Sei  Mi,Mj,    .     eiue   unendliche    Folge   in    T  regulärer,   nicht 

168)  Q  Pick,  Math  Ann  77  (1916),  p  7—28  Daseibat  eine  Verallgemeine- 
lung  der  im  Text  bespioohenen  Eigebniaae  Man  vergleiche  femer  G.  Fick,  Math 
Ann    77  (1916),  p  1—6,  78  (1918),  p  270—275 

164)  Ist  unter  den  YorauBsetzungen  des  Satzes  etwa  Dp(l,  «^ ,  .  «^  — »  o 
so  ist  Dp +t=  0  (ft  •=  1, 2,      )  nnd   es  gibt  nnr  eine   Funktion  f(ß)  dieser  Art; 

^  f{g)  ist  rational 

'<  166)  Vgl.  loo.  oit  161)  c)     Hierzu  femer  T  H  GromoaU,  Annals  of  Math 

1  (2)  16  (1914),  p.  77—81 

j  166)  Q  Pick,  Jahresb  d  Deutschen  Math  Yer.  24  (1916),  p.  329-882    Man 

f  rergleiche  femer  G.  Pick,  Math.  Zeitschr   1  (1918),  p.  44—51 

1  167)  Ä   Hamack,  Grundlagen,  p  65—67.    Vgl  etwa  ^  Pieard,  Trait^  2, 

i  p  69—80;  :^  Goursat,  Cours  8,  p   189—190 
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negativer  Potentialfunktionen.  Ist  die  Reihe  ^Uj  auch  nur  in  einem 

Pnnkte  m  T  konvergent,  so  konvergiert  sie  in  jedem  Bereiche  in  T 
gleichmäßig  und  zwar  gegen  eine  in  T  reguläre  Potentialfunktion.*«*) 

Zur  Auflösung  des  ersten  Randwertproblems  hat  C.  Neumami 
Anfang  der  siebziger  Jahre  eme  Methode  ersonnen,  die  für  die  Entwick- 
lung der  Potentialtheorie  im  Laufe  der  Zeit  von  der  größten  Wichtig- 
keit geworden  ist  Die  von  C  Neumami  angegebene  „Methode  des  arith- 
metischen Mittels"  sucht  die  Lösung  in  der  Pon(i  des  Potentials  einer 
Doppelbelegung  zu  gewinnen  Dies  gelingt,  wie  spätere  Untersuchungen 
gezeigt  haben,  z  B   f dr  aUe  Gebiete  der  Klasse  Ah. 

17.  Methode  des  anthmetisolieii  Mittels,  a)  Allgemeine  Ansaiue 
und  Besidtate  von  G.  Neumann  und  G.  Eöbm "")  Es  sei  T  em  ebenes 
Gebiet  der  Klasse  JB.  Die  Gesamtheit  dei  m  Außengebiete  {m  ^  1) 
heiße  T^.  Ems  von  diesen  enthält  den  unendlich  fernen  Punkt.  Auf  S 
sei  eine  abteüungs weise  stetige  (aUgemeiner  im  LehesgueBch&a  Sinne 
integrierbaie)  Wertfolge /'(s)  gegeben  C  Nemncmn  stellt  sich  die  Auf- 
gabe"**), zwei  Doppelbelegungen  —v^(s)  und  —v^^s)  auf  8  so  zu 
bestimmen,  daß  die  zugehörigen  Potentialfunktionen 

«  yn(*)ä^(logi)<J*,     i./-.,(05^(logi)<i< 

entsprechend  au£  der  Lmen-  und  der  Außenseite  von  S  den  Wert 
f(s)  annehmen.  In  emer  vöUig  analogen  Weise  wird  das  Neumann- 
sche  Problem  im  Räume  erklärt  ^^^) 

Die  besondere  Wichtigkeit  des  ^eiwwawMsehen  Ansatzes  beruht  dar- 
in, daß  er  die  Lösung  m  emer  Form  liefert,  aus  der  sich  verschiedene 
ihrer  Eigenschaften  leicht  ablesen  lassen  So  ist  die  Neumannsche  Me- 
thode, außer  bei  ebenen  Gebieten  der  Klasse  G,  D  und  E,  bis  jetzt  die 

168)  A.  Hamack,  loc  cit  lü7),  p  67 — 68  Eine  Darstellnng  gibt  n  a 
E  Picard,  Tmit6  2,  p.  59—61.  Vgl.  femer  E.  Qowrsat,  Ooitre  8,  p.  191—192. 

Nüteliohe  BilfsBätze  über  nnendliche  Folgen  nioht  negativer  Potentialfunk- 
tionen gibt  S  Jdhomsson,  Acta  Soc  So  Fenn.  Bd  40  Nr.  2,  p  1—29  [p  1—7, 
sowie  Bd  41  Nr  2,  p   1—89  [p   1—8]  an. 

169)  Vgl  das  Referat  IIA  7b  von  H  BwTehardt  und  W  F.  Meyer  Nr  27. 
Dort  findet  sich  in  den  Fußnoten  170)  bia  181)  die  ältere  Literatur  Siehe  namentUcb 
Q  Kirchhof,  Acta  Math  14  (1890/91),  p  179—188  Man  vergleiche  femer  die  von 
D.  Hubert  in  seinen  Vorlesungen  mitgeteilten  Bemerkungen  bei  E.  B.  Neumawn,  Math 
Ann  66  (1901),  p  1—62.   Siehe  femer  JS  Liebmann,  Münch  Ber.  1914,  p.  869—876 

170)  Zuerst  Beipz.  Ber.  22  (1870),  p  49—66,  abgedmokt  in  den  Math  Anw 
11  (1877),  p.  668—666 

171)  Vor  dem  Integralzeichen  tritt  in  diesem  Falle  der  Faktor  ^—  ein 
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einzige,  die  weitgehende  Aufschlüsse  über  das  Verhalten  partieRer 
Ableitungen  der  Lösung  am  Rande  liefert  Dieser  Vorteile  seines  Ver- 
fahrens war  sich  0.  Neumann  voU  bewußt.  Das  Bestreben,  die  Lösung 
des  ersten  Randwertproblems  m  einer  für  die  Diskussion  geeigneten 
Form  zu  gewinnen,  war  überhaupt  von  Anfang  an  ein  leitender  Ge- 
danke semer  Untersuchungen."*) 

Es  möge  das  Gebiet  T  insbesondere  einfach  zusammenhängend 
und  konvex  seiu/*^*)  Um  Vorstellungen  zu  fixieren,  nehmen  wir  es 
raumlich  an.  0.  Neumcmn  beweist  unter  Benutzung  emer  dem  Gebiete 
eigentümhchen  „Eonfigurationskonstanten"  oe  <  1 ,  daß  die  unendliche 
Reihe 
(2)  (oo  —  ©i)  +  (©8  -  Os)  +       » 

m  I  und  auf  S  gleichmäßig  konvergiert  und  auf  8  den  Wert 
/"o(s)  —  ^annimmt,  unter  N  einen  bestimmten  von  /*o(s)  und  S  ab- 
hängigen Wert  verstanden  Eine  analoge  Entwicklung  erhält  man  für 
das  Außengebiet. 

Es  hat  emer  langen  Reihe  von  Untersuchungen  benötigt,  bis 
die  Konvergenz  der  NeumannBchen  Reihen  und  damit  die  Anwendbar- 
keit der  Methode  für  Gebiete  von  hinreichend  allgemeiner  Natur, 
mbesondere  für  Gebiete  der  Klasse  JB  sichergestellt  war.  Lisbe- 
sondere  smd,  worauf  wir  bald  zurückkommen  werden,  durch  die 
Theorie  hnearer  Integralgleichungen  Zusammenhänge  von  über- 
raschender Eleganz  und  Durchsichtigkeit  aufgedeckt  worden  Bekannt- 
hch  war  es  das  Neumannsoke  Problem  m  der  Pomcflw^schen  Fassung 

172)  Vgl  0  Neumami,  Abhandlungen.  In  der  zweiten  dieser  beiden  Ab- 
handlungen nimmt  0.  Neumann  die  ünteisaohnng  des  Verhaltens  partieller  Ab- 
leitongen  der  Lösung  am  Bande  in  Angriff 

178)  Den  fundamentalen  Untersuchungen  von  0.  Neumann  liegen  gewisse 
konvexe,  eüifach  zusammenhängende  Gebiete,  deren  Begrenzung  auch  gewisse 
sprungweise  ünstetigkeiten  (Kanten,  Ecken  u.  dgl.),  aufweisen  kann,  die  aber 
moht  „zweistermg"  sein  dürfen,  zugrunde  Dies  besagt,  daß  die  Tangenten  (Tan- 
gentialebenen) von  S  niohb  alle  durch  den  emen  oder  den  anderen  von  zwei 
festen  Punkten  (wie  etwa  bei  einem  Rechteck  oder  Doppelkegel)  hindurch- 
gehen sollen 

Allgememer  kann  man  sowohl  m  dei  Ebene,  als  auch  im  Baume  der  Be- 
trachtung em  Sjcstem  von  endlich  vielen  Gebieten  der  Klass«  B  ohne  gemein- 
same Bandpunkte  zugrunde  legen  Der  „Außenraum"  zerfällt  m  eine  Anzahl 
von  Gebieten,  von  denen  das  den  unendlich  fernen  Funkt  enthaltende  mehr  als 
eme  Bandkomponente  hat  und  somit  mehrfach  zusammenhängend  ist 
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(Nr.  17  b),  daß  für  J.  Fredholm  eine  Veranlaasung  zu  seiner  bahn- 
brechenden Entdeckung  gab.*''*)  Eine  sehr  vollständige  und  tiefgehende 
Behandlung  des  NeumcmnBck&n.  und  des  damit  eng  verwandten  Bßbin- 
schen  Problems  auf  dieser  Basis  verdankt  man  J.  Plemelj.'^''^) 

Im  Anschluß  an  G  Neumann  hat  G.  Bcibm  das  Problem  der 
elektrischen  Verteilung  auf  leitenden  Flächen  behandelt*'*)  Dieses 
Problem  bildet  einen  SpeziaKall  der  allgemeineren  Randwertaufgabe, 
die  m  der  Ebene  wie  folgt  lautet 

Es  sind  zwei  emfaehe  Belegungen  — fi^{s)  und  —pt^{s)  so  zu  be- 
stimmen, daß  die  zugehörigen  Potentiale 

entsprechend  in  T  und  m  T^  die  Normalableitung  gleich  /"(s)  haben. 
Im  Baume  gilt  eme  analogö  Problemstellung. 

b)  IhegmndkgmdeWendumfdurchS.Poincare.  Einen  Wendepunkt 
m  der  Entwicklung  des  Neumannsohen  und  des  JEtöbinscken  Problems 
bezeichnet  das  Erscheinen  einer  berühmten  Abhandlung  von  H.  Poin- 
car4P'')  Vor  allem  erweitert  Po%nca/r4  die  Fragestellung  durch  die 
Einführung  eines  Parameters  Es  handelt  sich  nun  um  die  Bestim- 
mung des  Potentials  emer  Doppelachicht  W  sowie  des  Potentials 
einer  einfachen  Belegung  V,  so  daß  einmal 

(1)         y  (Tr(s+)  -  W{s-))  +  I  (■»^(s'-)  +  W{s-))  =  nfis) , 
das  andere  Mal 

(2)    -|(|;^(»^)-|;n»-))+T(l;n»^)  +  l:'^(»-))=»/-W 

gilt    Für  A  =  1  geben  (1)  und  (2)  als  Randbedmgungen  entsprechend 

für  X  =  —  l 

W{s-)  ==  -  ^f{s),    ^  7M  -  -  ^f{8) 

Das  Gebiet  T  wird,  und  dies  ist  wesenthoh,  mcht  mehr  als  konvex 

174)  J.  Fredholm,  Oefveiaigt  af  Kongl  Sveneka  Vet.  Akad.  Förh  67  (1900X 
p.  89—46;  C  R  134  (1902),  p  219—222;  p.  1561—1664;  Acta  math  27  (1903), 
p  366-890 

176)  J.  Pleme^,  loc  cit.  66)  sowie  Monatsh  ftlr  Math  und  Physik  18  (1907), 
P  180 — 211,  femer,  UntersTichungen,  paaaun. 

176)  Ygl  G  Bohtn,  Ann.  de  l'ficole  Normale  3  (8),  Supplement,  p  8-68; 
C  E  104,  p.  1834—1836;  C.  R  106,  p.  418—416;  Oeuvres  1,  Paris  1899. 

177)  JET.  Povncar^,  La  mäthode  de  Neumcmn  et  le  pioblöme  do  DiriefUet, 
Acta  math.  20  (1897),  p  59—142  (gedruckt  Ende  1896) 
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vorausgesetzt.^™)  Angenommen  wird  nur,  daß  T  ein  einfach  zusam- 
menhängendes Gebiet  der  Klasse  JB  ist,  und  daß  es  eine  umkehrbar 
eindeutige  Abbildung  des  Gesamtraumes  auf  sich  selbst, 

x'=xXx,  y,  ä),  . .  ;    x  =  x{x',  y,  /},  . . 
gibt,  die  den  unendlich  fernen  Punkt  imgeändert  läßt  und  S  einei 
Kugel  zuordnet.   Die  Funktionen 

(3)  ^'(x,y,0),     ..;    xioif,y,&),  . 

haben   stetige   Ableitungen   erster  und  zweiter  Ordnung     Setzt  man 

für  kleme  Werte  von  -^  +  -^  +  -„        -,  =  ^'(-,  -,  —]  , 

x'    '    y'    '    z"  X         ^  \x'    y '    zj '  ' 

-  =  I  (^,  — ,,  -^j ,  so  haben  auch  |',  -rf,  ^;  |,  i^,  t  stetige  Ableitun- 
gen der  beiden  ersten  Ordnungen.  Im  Unendlichen  sind  die  partiellen 
Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  der  Funktionen  (3)  gleich 
Nnll,  auBer  1^,  ^,  |i;  ||,  |^,  |i',  ie  dort  den  Wert  1  haben"«) 
JPoincare  entwickelt  nun  die  Lösung  nach  Potenzen  von  l,  bildet 
die  zu  den  Potentialen  »o;  "'u  ®2j  ■  gehörigen  DwicMetBcheu  Inte- 
grale des  Innen-  und  des  Außen  gebietes  und  gelangt  durch  Über- 
legungen, die  mit  der  von  E.  A.  Sctma/rs  zuerst  m  semer  berühmten 
Festschrift  angewandten  Schlußweise^^)  mannigfaltigeBerührungspunkte 
haben,  daneben  aber  auch  eme  Reihe  neuer  Hilfsmittel  einfahren,  zu 
dem  fundamentalen  Satze,  daß  die  ^OMmaww  sehen  und  die  iZoftw  sehen 
Reihen  gleichmäßig  konvergieren,  sofern  die  Funktion  f{s)  nebst  ihren 
Ableitungen  bis  zu  einei  gewissen  endbchen  Ordnung  stetig  ist."*) 

178)  Povncare  beti  achtet  übngens  ausschheßlich  den  (schwierigeren)  Fall 
des  Raumes 

179)  Ob  die  Voraussetzimg,  T  gehöre  der  Klaase  J3  an,  zur  Durchführung 
aller  von  Foincari  angedeuteten  tJberlegungen  genfigt,  erscheint  nicht  ganz 
sicher 

180)  Vgl  H  A  Schwarz,  Ges.  Abli  1,  p  228—269  Siehe  auch  II A  7  c 
Nr  10 

181)  Foincari  nimmt  der  Einfachheit  halber  die  Existenz  und  Stetigkeit 
der  Ableitungen  aller  Ordnungen  an  Eine  -wesentliche  EoUe  spielen  bei  Powicare 
die  beiden  folgenden  Sätze 

1  Ist  V  das  Potential  einer  beliebigen  auf  8  ausgebreiteten  einfaclien  Be- 
legung, 80  ist  ^  .y 

(4)  M^^J^        <M^    {M^,M^  konstant) 

Ist  die  Masse  der  Belegung  gleich  0,  so  ist  Jlfi>0,  sonst  gilt  Jf,  x=o. 

2.  Ißt  W  das  Potential  einer  auf  8  ausgebreiteten  Doppelbelegung,  die  so 
beschaffen  ist,  daß  Dj,{W)  und  Bj,  (TF)  existieren,  so  ist 

DyCTT)  * 
(ß)  0  <  ^.  ^  2)    (TT)  -  """^    ^^"  ■"*  ^°°"'**"*)  • 
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In  dem  VI.  Kapitel  seiner  Abhandlung  führt  Poincarti  die  „Pun- 
damentalfunktionen"  ein,  d  h.  Potentiale  einfacher  Belegungen,  die  für 
eine  bestimmte,  abzählbaiT  unendliche  Menge  reeller  Werte  von  X  Be- 
ziehungen genügen,  die  mau  erhält,  wenn  man  in  (2)  die  Funktion 
f(s)  gleich  NuU  setzt  Sodann  werden  Reihenentwicklungen  willkür- 
licher Funktionen  nach  den  „Fundamentalfunktionen"  betrachtet"') 

c)  Weiterfuhrung  der  PoincarSBchen  Mdhoden.^^  Die  im  Yor- 
sfcehenden  besprochene  Arbeit  von  Poincare  ist  der  Ausgangspunkt 
einer  langen  Reihe  von  Untersuchungen  anderer  Forscher  geworden. 
Als  erste  haben  E  Le  Boy^^),  W  Stekloff^^'^)  und  A.  Kom^''^)  die 
Pomcard'schen  Ideen  weiter  entwickelt.  Unter  der  Annahme,  das  räum- 
liche einfach  zusammenhängende  Gebiet  T  sei  in  bezug  auf  wenigstens 
einen  seiner   Punkte   konvex*^'),  d  h.  jeder  durch  diesen  Puntt  ge- 

Bei  dem  Beweise  der  Ungleichheiten  (6)  nimmt  Potncar6  an,  daß  die  Existenz 
der  Lösung  des  ersten  Bandwertproblems  bereits  feststeht  Diese  Toranssetzong 
liegt  somit  auch  seinen  Ergebmssen  über  die  NeumannBohen  Reihen  zagrunde 
Bei  der  Betrachtung  der  22o&m  sehen  Reihen  kann  man  demgegenüber  An- 
nahmen dieser  Axt  entbehren 

182)  Dieser  Teil  der  Pomcore  sehen  Abhandlung  enthält  kemerlei  strenge 
Beweise,  begnügt  sich  viebnehr  mit  emer  allgemeinen  Übersicht  über  die  zu  er- 
waartenden  GeBetzmd.ßigkeiten 

183)  Ygl.  das  Referat  11  A7b  von  JJ  Bur/Midt  und  W  F  Meyer  Nr  27, 
Fußnoten  176)  bis  178) 

184)  K  Le  Boy,  Ann.  de  l'ific.  Norm  (8)  16  (1898),  p  9—178    Vgl  p  286. 
186)  Vgl.  W.  Stekloff,  C.  R  126  (1897),  p.  1026—1029,  woselbst  noch  konvexe 

Flächen  betrachtet  werden,  sowie  namenthoh  C  R  128  (1899),  p  688—591  und 
p  808—810  Hier  werden  Flächen  der  Blasse  B'  betrachtet,  die  PovncariBohe 
Beziehung  (4)  (Fußnote  181)  wird  postuhert,  worauf  ohne  weitere  Finschränkun- 
gen  mit  Hilfe  des  Bobtnachen  Yerfahrens  die  Existenz  der  natfirhchen  Belegung 
sowie  der  Pomcar^Bchen  Fundamentalfunktionen  bewiesen  und  das  zweite 
Randwertproblem  gelöst  wird  In  der  Note  C  R  180  (1900),  p.  896—899  (s.  hierzu 
auch  C  R  180  (1900),  p  480—488)  beweist  Stekloff  fflr  räumhohe  Gebiete  der 
gleichen  Natur  die  Gültigkeit  der  iVeumonnschen  Reihen,  sofern  die  Randfunk- 
tion gewispen  Stetigkeitsbedingungen  genfigt  Das  erste  Randwertproblem  wird 
darauf  f&r  schlechthin  stetige  Randwerte  erledigt  Man  vergleiche  schließ- 
lich A  iSteifcto/f,  C  R  180  (1900),  p  826—827,  p  1699—1601  und  0  R  181  (1900), 
p  870—878;  p  1182—1186  sowie  A  Kom,  C  R.  180  (1900),  p  667;  p  1288— 
1240  und  C  R  181  (1900),  p  26—27  Ausführliche  vervollkommnete  Darstellung 
semer  Untersuchungen  gibt  Stäüoff  in  den  Arbeiten  Aim  de  l'ific  Norm  (8)  19 
(1902),  p  191—259,  p  466—490  sowie  Ann  de  Toulouse  (2)  2  (1900),  p  207— 
272;  (2)   6  (1904),  p   861—476 

186)  A  Korn,  Potentialtheone  1  und  2  passun,  in  vervollkommneter  Form 
loo.  cit.  65)  c)  Abh  1  Siehe  ferner  A  Korn,  Math.  Ann.  68  (1900),  p  698—608 
■owie  C.  Neiwamrm,  Math.  Ann  64  (1901),  p.  1—48 

187)  In  der  schlichten  Ebene  sogar  für  em  beliebiges  besohrtlnkteB  einfach 
Kusammenhängendes  Gebiet  der  Elasse  B 
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zogene  HalbstraM  S  m  einem  und  nur  einem  Punkte  treffe,  beweist 
Korn  nacli  Poincare  die  Konvergenz  der  J^eiwwawwschen  und  der  Bohin- 
sohen  Reihen,  ohne  die  Existenz  der  Losung  vorauszusetzen  Dies 
gelingt  dadurch,  daß  das  Neumann&che  Problem  auf  das  BöbmaGhe 
zurückgefQlirt  wird  Eine  PoincareBQh.e  Transformation  wird  explizite 
angeben. 

Von  der  Funktion  f(&)  wiid  lediglich  vorausgesetzt,  daß  sie  ab- 
teilungsweise  stetig  ist.  Damit  sind  auch  das  erste  und  das  zweite 
Randwertproblem  für  einfach  zusammenhängende,  in  bezug  auf  einen 
Punkt  konvexe  Gebiete  erledigt.^^)  Durch  kombmatorisohe  Methoden 
(Nr.  24: a)  gelangt  sodann  Korn  auch  im  Räume  zu  der  Lösung  der 
beiden  Randwertprobleme  für  beliebige  Gebiete  der  Klasse  B 

Den  ersten  vollständigen  Beweis  für  die  Gültigkeit  der  Methode 
des  arithmetischen  Mittels  hat  untei  Zugrundelegung  behebiger  Ge- 
biete der  Klasse  J5  m  ®  oder  un  Räume  für  beliebige  abteilungs- 
weise  stetige  Randwerte  S  Zaremba  gegeben.^^^) 

Wesentlich  ist  bei  Zareynba  die  Betrachtung  verallgememertei 
Potentiale  einfacher  und  doppelter  Belegungen  (Nr.  6),  für  die  zu- 
gleich Sätze  gewonnen  werden,  die  denjemgen  der  Neumann-Pomca/rä- 
schen  und  Itohin-Foincar^Bch.6n  Theorie  ganz  analog  sind  Sie  leisten 
ia  der  Theorie  der  Differentialgleichung  Am  —  l^u  =  0  dasselbe,  wie 
jene  in  der  Theorie  der  Differentialgleichung  Au  =  0.  Im  übrigen 
lehnt  sich  der  Beweis  an  die  klassische  Schlußweise  der  Poiwcar<fschen 
Palermo- Arbeit  an^®")  Neben  dem  Konvergenzbeweise  der  eigentlichen 
und  verallgememerten  Nemnani^Bo'btn  sehen  Reihen  hefern  die  Zcurembor 
sehen  Untersuchungen  einen  Bxiatenzbeweis  der  P<wncare'schen  Fnn- 
damentaJfunktionen  ^"^) 


188)  Loc  cit  66)  c)  Abh  2  gibt  Korn  emen  Beweid  der  Gültigkeit  der 
^eumonn  Bohen  Methode  für  einfach  oder  mehrfach  zusatmuenhangende  Gebiete 
der  Eüasse  M  (ohne  Sintzen).  Die  Eandfonktion  /(«)  hat  hierbei  gewisaen  be- 
sonderen Bedingnngen  zu  genügen  Über  die  Auflösung  des  ersten  und  des 
zweiten  Randwertproblems,  wenn  T  über  ®^  ausgebreitet  ist,  vergleiche  im  An- 
schluß hieran  bei  A.  Korn,  C  R  136  (1902),  p  94—96  sowie  p  281—282 

189)  Eine  erste  Mitteilung  findet  sich  im  Bulletm  de  l'Ac  d  Sc  de  Cra- 
covie  1901,  p  171—189,  vollständig  durchgeführt  ist  die  Methode  für  den  Fall 
des  Baumes  m  der  Abhandlung  Joam  de  Math.  (6)  8  (1902),  p.  69 — 177  Man 
vgl  femer  8  Zaremba,  Ann.  de  Vto  Norm.  (8)  16  (1899),  p.  427—464,  (3)  20 
(1908),  p.  9—26  sowie  loc  cit  196).    Siehe  auch  A  Korn,  loc  cit.  65)  c)  6  Abh 

190)  H  Po%nca/r6,  Eend  del  Circolo  Mat  di  Palermo  8  (1894),  p  57—166 
Vgl  femer  den  Artikel  U  A  7  c  von  A  Sommerfeld  Nr  10 

191)  Entscheidend  für  den  Erfolg  ist  der  folgende  Eilfssatz  von  Zaremba.  Ei 
seien  H^(fl)  (v  =  l,  2,      ,)  gegebene  auf  S  erklärte  abteilungsweise  stetige  Ponk- 
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Einen  auf  den  ZarenibaBchen  Hilfssatz  (vgl.  die  Fußnote  "^)  und  die 
FoincarSäcke  Schlußweise  gestützten  vollständigen  Beweis  der  Gültigkeit 
der  Neumann- Böbmsdhen  Methode  hat^^*)  Ä.  Korn  gelief ert>^*)  In 
einer  späteren  Abhandlung**^)  gibt  Korn  einen  anderen  von  dem  Zor 
re»w6aschen  Hilfssatze  unabhängigen,  sich  wie  alle  diese  Untersuchungen 
an  die  Pomca/r^che  Palermo-Arbeit  anlehnende  Beweisführung. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  eine  1904  erschienene  Abhand- 
lung von  Zaremla'^^'^)  In  dieser  wird  der  Betrachtung  ein  beliebiges 
beschränktes  Gebiet  der  Klasse  M  (ohne  Spitzen)  m  ®  zugrunde  ge- 
legt. Es  sei  6  irgendem  von  zwei  Nachbarseiten  von  S  eingeschlos- 
sener Wmkel,  0  <  ö  <  2ä  Im  Gegensatz  zu  Kom^^^)  werden  über 
die  Randfnnktion  keine  wesentlich  einschränkenden  Annahmen  gemacht; 
sie  wird  einfach  abteilungsweise  stetig  vorausgesetzt.*^')  Auch  jetzt 
geht  Zaremba  von  den  verallgememerten  Potentialen  aus  und  beweist 
außer  der  Gültigkeit  der  eigentlichen  upd  verallgemeinerten  Neumann- 
schen  und  Rohtnaoken  Reihen,  unter  anderem,  daß  fiir  alle  Werte  des 
Parameters  l,  so  daß  _. 

ist,  die  Lösungen  des  Neumami-FotncareBGken  und  Robm-Poincare- 
Bchen  Problems  meromoiphe  Funktionen  von  l  darstellen  "^)  "^) 


tionen  nnd  a^,     .  «p  reelle  Konstanten    Wir  setzen  (im  Eatune)  V^<^l  M^(t) —  , 
F=  ^  "^v^v    ^^^  hinreichend  großem  p  kann  man  es  durch  geeignete  Wahl  der 


fahlen  oe^,         up  erreichen,  daß 
1       ^  J5j.(F; 


?^i  +  I>„,    I^, 


wird,  nntei  c'  einen  nur  von  S  abhüngigen  Wert  verstanden 

192)  Noch  vor  dem  Erscheinen   der  unter   189)   zitierten  ausführhoheren 

Arbeiten  von  Zaremba 

198)  loc  cit,  65)  c)  5.  Abh     Diese  Arbeit  enthalt  auch  ge'wiflse  Entwiok- 

lungBsätze  nach  Poincariachen  Fundamentalfonktionen 

194)  loc  cit.  65)  g) 

195)  Joum.  d  Math  (5)  10  (1904;,  p  396—444,  vorläufige  Mitteilung,  C  R 
187  (1908),  p   89—40 

196)  Vgl.  die  Fußnote  188) 

197)  Auch  gewisse  weitere  Unsteügkeiten  werden  zugelassen  Die  einzelnen 
Seiten  der  Bandlinie  nimmt  übrigens  Zaremba  von  der  Klasse  B'  an. 

198)  Einen  übersichtlichen  Beweis  der  ZarenibaBchen  Resultate  gibt  T.  Oarle- 
nntn,  Über  das  JTßMmann-Poiwcar^sohe  Problem  für  em  Gebiet  mit  Ecken,  Inaug.- 
Disa.  üpsala  1916,  p  8 — 16  A  a  0  [p-  31—89]  werden  auch  Gebiete  im  Räume 
betrachtet  (vgl   die  Fußnote  296) 

Durch  em  mit  dem  Zare/mhaaohen  verwandtes  Yerfahren  wird  von  R  Bar 
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Eine  weitere  von  der  FredhölmBcken  Methode  unabhängige  Be- 
handlungsweise  des  NemnaymBch.6n.  und  des  Böbmachen.  Problems  hat 
E.B.  Neumann  geliefert  ^)  E.  R  Neumann  legt  seinen  TJntersnchungen 
m  der  an  der  drittletzten  Stelle  zitierten  ausführlichen  Arbeit  Gebiete 
der  Klasse  B  (im  Räume)  zugrunde  und  führt  als  neues  Hilfsmittel  die 
mit  den  6rreew  sehen  Punktionen  (Nr.  20)  nahe  zusammenhangenden 
„Polarfunktionen"  ein.  Insbesondere  wird  so  die  Existenz  des  Po- 
tentials der  natürlichen  Belegung  (Nr.  17d)  erschlossen  Daß  dieses 
sich  als  Potential  emer  einfachen  Belegung  darstellen  laßt,  wird,  wie 
früher  yon  W.  Stekloff  (loc.  cit  185),  unter  ZuhilfenaSme  des  „Poinccvr4- 
schen  Prinzips"  bewiesen.*"^)  In  den  „Beiträgen"  wird  später  dieEnstenz 
der  natürlichen  Belegung  in  der  Ebene  ohne  dieses  HJlfsmittel  dargetan 
d)  Zwruckfuh'nmg  auf  eme  lineare  IntegrdgleicJiung.  Es  sei  T  ein 
beschränktes  Gebiet  der  Klasse  5  m  @  Aus  den  Formeln  der  Nr.  6 
und  7  folgt  nach  J.  FredJwlm 

die  am  Rande  verschwindende  Chreensche  Funktion  Q{^,ri,x,y)  (Nr  20)  für 
Gebiete  der  Klasse  M  (ohne  Spitzen)  gewonnen  (JB  B&r,  Über  öreensche  Rand- 
wertaufgaben bei  der  Sobwingnngsgleiclrnng,  Inaug-DiBs.,  WtLrzburg  1916,  p  1 
bis  87  [p.  1  — 8])  Für  die  ffreewscbe  Funktion  der  Differentialgleichung 
Att  — fc*tt  =  0  wird  unter  Zuhilfenahme  des  verallgemeinerten  Potentials  emer 
Doppelbelegung  eme  zu  (1)  Nr  17d  analoge  Integralgleichung  aufgestellt,  die  sich 
für  hinreichend  große  k'  durch  sukzessive  Approximationen  auf  lösen  läßt.  ZurBe- 
Btimmungvon  G(^,ri;x,y)  erh&lt  man  sodann  eme  der  Fredholmachen.  Theorie  zu- 
gängliche Integralgleichung  In  ähnhcher  Weise  lassen  sich  sowohl  die  zu  der 
zweiten  und  der  dritten  Randwertaufgabe  (Nr  21  und  28)  gehörigen  öreensohen 
Funktionen  bestimmen  [p.  18 — 21],  als  auch  alle  drei  vorhin  erwähnten  Randwert- 
probleme selbst  erledigen  A  a.  0  [p  21—26]  werden  eimge  weitere  Randwert- 
aufgaben betrachtet  (Nr.  29) 

Man  vergleiche  femer  0.  B.  Kellogg,  loo  cit.  146,  p.  461—466 

199)  Die  zugehönge  Integralgleichung  (Nr  17d)  ist  im  rilgemeinen  eme 
Integralgleichung  mit  smgulärem  Kerne  Siehe  J  Blummfeld  und  W  Mayens 
"Wiener  Benchte  128  (1914),  p.  2011  —  2047  [p.  2046  —  2047],  wo  ems  der 
beiden  von  emer  Lemniskate  mit  Doppelpunkt  und  aufemander  senkrechten 
Ästen  begrenzten  beschränkten  Gebiete  betrachtet  wird  Man  vergleiche  femer 
T  Carleman,  Über  das  JSfmmann-Pomcarißche  Problem  für  em  Gebiet  mit  Eoken- 
Tnaug  -DisB.  Upsala  1916,  passim  Cm  leman  betrachtet  beliebige  Gebiete  der  Klasse 
M  (ohne  Spitzen)  und  gibt,  gestützt  auf  die  Theorie  der  smgulären  Integral- 
gleichungen, zum  ersten  Male  eme  Behandlung  des  Neumann-Poinca/r^schen  Pro- 
blems für  alle  Weite  des  Parameters  X 

200)  E.  B.  Newmatm,  Mat  Ann  66  (1901),  p.  1—62  sowie  5ß  (1908),  p  49 
bis  113,  kurze  Mitteilungen:  Gott  Nachr.  1899,  p  291—201  sowie  1902,  p.  242— 
268,  ausführliche  Darlegung  und  Weiterfuhrung-  Studien,  passim;  Beiträge  p  1 
bis  42  sowie  p  166 — 188 

201)  E  B.  Neumann  bezeichnet  so  den  in  der  Fußnote  181)  unter  1..  ge- 
nannten Sat-  für  den  Fall,  daß  die  Gesamtmasse  der  Belegung  verschwindet. 
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(1)  « 

f  W  +  ijKt)  ji^  (log  i-)dt  =  fis). »») 

Ganz  analoge  Formeln  gelten  im  Räume.'*')  Das  Neumann-Poincar^- 
sohe  sowie  das  Robm-Poincar^scke  Problem  einerseits,  die  Anflösimg 
der  beiden  zueinander  adjungierten  Integralgleichungen  (1)  anderseits 
sind  zwei  völlig  äquivalente  Probleme 

Der  Kern  j^-  ö— (  — 1  ist  „symmetrisierbai"  dei  Kern  —x — (log  — ) 
ist  mit  einem  solchen  nahe  verwandt*"*)  ^^) 

202)  J  FrecOiobn,  loc  cit  174)  Maai  vergleiche  femer  J  Plemelj,  loc  cit 
175),  namenüicli,  Untersuohungen,  passim  sowie  0.  D.  Kettogg,  Trans  of  the 
Amer.  Math  Soc  9  (1908^,  p.  61—66  {Kellogg  betrachtet  übngens  Gebiete  der 
IQaBse  Ah  (in  @),  Plemelj  diejenigen  der  Klasse  B')  Eine  kurze  Darstellnng  fin- 
det sich  bei  J  Hbm,  Partielle  DifiFerentialgleichungen,  p  804—812  und  J^  Qow'- 
sat,  Cours  8,  p  507—518 

203)  Der  Kern  — -s^— (log  — )  ist  stetig     Im  Kauine  wird  der  entsprechende 

Kern   —  „- -( — )  fur  s  =  t  wie —  unendlich    Der  zweite  itenerte  Kern  ist  auch 
2«  ^n^\TJ  r^t 

hier  stetig    Die  Integralgleichungen  des  Problems  sind  in  der  Ebene  und  im 

Räume   der  Fredholmschen  Methode   zugilnglich    (übrigens  auch  wenn  1'  der 

Klasse  Ah  angehört). 

204)  Die  wesenthche  Symmetrieeigenschaffc  findet  sich  beispielawoise  boi 
/  Plemelj,  Untei  suchungen,  p  27. 

205)  Vgl.  /.  JBhmmfeld  und  W  Mayer,  Wiener  Ber.  128  (1914),  p.  2011 
bis  2047  Die  von  J  Marty  (G.  R  150  (1910),  p  615—618,  603—606;  1081—1088, 
1499—1502)  nach  dem  Vorbild  der  E  SchmidtBchau  Theorie  der  Integralgleichungen 
mit  symmetrischem  Kerne  durchgeführte  Theorie  der  Integralgleichungen  mit  sym- 
metrisierbarem  Kerne  befort,  wie  die  Verfasser  zeigen^  sinngemäiß  durchgebildet, 
sowohl  im  Räume,  als  auch  m  dei  Ebene  die  Existenz  der  smgulSxen  Werte  des 
Parameters  X  und  der  Nulllösungen  der  Q-leichungen  (1)  Die  zugehörigen  Poten- 
tiale emei  einfachen  Belegung  sind  die  Pomcor^schen  Fundamentalfonktionen 
Man  gewinnt  gleichzeitig  unter  anderem  gewisse,  von  Potncard  postulierte  Ent- 
wioklungssäitze  (Nr  17  b)  « 

Bin  ähnliches  Verfahren  hat  A  Korn,  Rend.  dei  Circ  Hat  di  Palermo  86 
(1918),  p.  317 — 828  angegeben  Korn  ordnet  die  vorliegenden  Integralgleichungen 
einei  Klasse  der  Integralgleichungen  mit  „pseudosymmetiischem  Kerne''  zu,  deren 
Theorie  er  in  Anschluß  an  die  Methoden  der  Potwcar^schen  Palermo- Arbeit  (11 A 
7  c  Nr.  10)  entwickelt  hatte  (C  R  158  (1911),  p  171—178,  327—328;  589—641, 
156  (1913),  p  1965—1967;  Töhoku  math  Joum.  1  (1912),  p  159—186,  2  (1912), 
p  117—186;  Aichiv  d.  Math.  u.  Phys  25  (1916),  p  148—172;  27(1918),  p.  97— 120). 
Man  gewinnt  wieder  die  Existenz  der  Eigenwerte  und  der  Potwcar^ sehen  Funda- 
mentalfunktio"ßn  sowie  gewisse  Entwicklnngssätze     Wie  bereits  in  der  Nr  17  r 
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Nadi  J.  Plerndj  laßt  sicli  die  Gültigkeit  der  NeumannBchea.  'und 
der  J2o6msclieii  Reihen  ans  der  FreähohnBchen  Theorie  fast  unmittelbar 
ableiten.***^  Ein  außerordentlicher  "Vorteil  dieses  Verfahrens  ist  darin 
zu  erblicken,  daß  Konvergenzbetrachtungen  sich  nunmehr  fast  voUig 
vermeiden  lassen.^*")  Die  Lösungen  der  beiden  Integralgleichungen  (1) 
lassen  sieb  in  einfacber  Weise  aufeinander  zuiückföbren.^"*)  Die  sin- 
gnlaren  Parameterwerfce  sind  sämtlich  reell  und  dem  absoluten  Betrage 
nach  ^  1    Sie  sind  emfache  Pole  des  lösenden  Kernes  J9[{s,  t)  ^^) 

Der  dem  absoluten  Betrage  nach  kleinste  singulare  Wert  ist 
A  =  —  1  Der  Wert  A  ==  1  ist  mcbt  Singular,  wenn,  wie  vorausgesetzt 
werden  soU,  T  einfach  zusammenhängend  ist  In  der  Umgebung  des 
Wertes  A  =  —  1  kann  in  der  Ebene 

(2)      M(s,t)=^:^-{-^{s,t),     (^(s,i)  regulär),    fm(t)dt^\ 

gesetzt  werden '^'•)   Das  Potential 

r{x,y)=Jm(t)\ogj-dt 

_    __  iV 

erwähnt,  Bind  znpi  Teil  beträchtlich  früher,  unabhöoigig  von  der  allgememeu 
Theorie  der  linearen  Integralgleichungen,  gewisse  Bustenz-  und  Entwicklungs- 
sätze  von  W  Stekloff,  A  Korn,  S  Zaremba  und  JE  B  Neumann  abgeleitet  worden 
Eine  Theone  der  aymmetrisierbaren  Integralgleicliungen  unter  besonderer  Berück- 
Bichtigujig  der  Integralgleichungen  (1)  gibt  neuerdings  T  Carlenian,  loc.  oit  198) 
p  147 — 166.  Man  vergleiche  die  dieser  umfangreichen  Arbeit  gewidmeten  Aua- 
führungen  der  Fußnoten  198)  und  199). 

206)  J  JPlemelij,  Untersuchungen,  p  46—68  Eine  erste  Darstellung  hat 
Plemels  bereits  in  der  tmter  55)  zitierten  Arbeit  gegeben  In  der  neuen  Dar- 
stellung vertritt  Plemelj  mit  vollem  Erfolge  den  Standpunkt,  daß  es  zur  Durch- 
führung der  Methode,  insbesondere  zur  Aufstellung  der  Integralgleichungen  ^1) 
und  zum  Nachweise  der  Äquivalenz  des  Ausgangsproblems  mit  der  sich  nunmehr 
ergebenden  Aufgabe  nur  ganz  elementarer  Hilfsmittel  der  Potentialtheone  be- 
darf. Von  den  in  den  Nr.  6  und  7  angegebenen  Hilfsmitteln  werden  nur  die 
wemgsteu  gebraucht 

207)  In  allen  Einzelheiten  sind  die  fraghchen  Entwicklungen  von  Pleme^ 
an  dem  am  Anfang  der  Fußnote  206)  bezeichneten  Ort  für  den  zweidimensionalen 
Fall  angegeben  worden  Sie  lassen  sich  auch  in  dem  Falle  des  Raumes  voll- 
ständig durchführen    Vgl.  JL.  Pleme\),  loc  cit  56     Siehe  auch  Fußnote  214) 

208)  J  Plmelj,  Untersuchungen,  p  48—50,  J  Blummfeld  und  W  Mayer, 
loc  cit  205)  paasim  Über  den  Zusammenhang  der  ^ettmonn  sehen  und  der  i2o6»n- 
Bchen  Methode  siehe  femer  die  Nr  17  o  besprochenen  Arbeiten  von  W  Stekloff, 
A  Kam,  8  Zareniba  und  JE  B.  Newnann 

209)  J  PlrnieJu,  Untersuchungen,  p  52—58  Man  vergleiche  femer  T  Oar- 
leman,  loc  cit  198)  p  26  Dort  werden  Gebiete  der  Klasse  M  (ohne  Spitzen) 
betrachtet 

210)  Wir  betrachten  im  folgenden  auafQhrlioher  nur  den  zweidimenfliona- 
len  Fall 
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nimmt  auf  S  einen  konstanten  Wert  an.  Seine  Masse  ist  wegen  (2) 
gleich  l;  r(x,y)  stellt  angenscheinlicli  die  Lösung  eines  ftmdamen- 
talen  Problems  der  Elektrostatik  dar.^^) 

Die  „natürliche  Belegung"  m(s)  ist  die  (einzige)  der  Beziehung 

(2)  gemäß  normierte  Lösung  der  Integralgleichung 

(3)  m(s)  -  i  r«(f)  jI  (log  i-)  dt.  •») 

Setzt  man 

(4=) 

s 
so  ist  in  jedem  Bereiche  |  A  |  ^  Ä  <  1  gewiß 

0      flo 

(5)  S(s,t)  =  2i-^iyx%is,i). 

k 

Aus  (2)  und  (5)  folgt  für  alle  l  in  emem  Ej*eisgebiete  um  den 
Koordinatenursprung  vom  Radius  >  1 

0       eo 

(6)  §(5;  ^^  ^  -?  ^~  ^^'^*  ^^'^''  '^  ~  '"'^'^^' 
mithin 

(7)  »»(s)  =  ^^  \(ß,  t)  "») 

211)  Das  analoge  Potential  im  Batune  löst  das  Problem  der  elektnschen 
Yerteilong  eines  isolierten  leitenden  Körpers.  Neuere  7on  der  Fredhöltnaeh.eD. 
Theorie  unabhängige  Behandlung  dieses  Problems  findet  sich  hei  Ä.  Ltapounoff, 
loc.  cit.  64)  a);  A  Korn,  Potentialtheorie,  pasBim;  F  S  Neumann^  Studien,  pas- 
sim.  Vgl  femer  E  B  Neutnann,  Beiträge,  p.  156 — 188,  wo  natürliche  Belegungen 
m  der  Ebene  betrachtet  werden 

Den  Zusammenhang  der  „natürlichen  Belegung"  m(s)  mit  der  OreenBcken 
Funktion  (Nr.  20)  vgl.  etwa  bei  Ä  Korn,  Potentialtheorie  2,  p  286—297.  Dort 
findet  sich  im  Anschluß  an  C  Neumawn  ein  Beweis,  daß  m(fi)^0  ist 

212)  Auch  im  Räume  ist  nach  A.  Korn,  Münch  Ber.  31  (1901),  p  426—484, 
m(«)>0. 

213)  Legt  man  der  Betrachtung  ein  System  von  n  getrennt  hegenden  ein- 
fach zusammenhängenden  Gebieten  der  Klasse  JB  zugrunde,  so  gibt  es  n  linear 
unabhängige  Lösungen  w'^'(s),  .,  m^'^\s)  von  (8).  Sie  sind  die  „natürlichen  Be- 
legungen"   Das  Potential  r^(a:,y)  =  — /  m<*'(t)  log  — dt,   unter  S  die  Gesamt- 

a 
heit  dei  Randkurven  5fc(Ä;=  1,        n)  verstanden,  hat  auf  einer  jeden  Randkurve 

einen  konstanten  Wert  Es  ist  femer  Cm^^\f)dt=\,  rm^\t)dt'='0  0  +  *)- 
{J  Flemelo,  Untersuchungen,  p  66—67)    Ebenso  erledigt  sich  der  allgemeinere 

Bnoyklop  cL  math  WIbboqboIi.    II  S  17 
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Durcli  Bekr  einfacke,  der  soeben  skizzierten  analoge  Überlegungen 
■werden  nunmehr  die  ^eiwwanw  sehen  nnd  J?oiWw  sehen  Reihen  abge- 
leitet    Im  Räume  erfordert  der  Umstand,  daß  der  Kern  ;;— 3— (— ) 

ffir  s  ==  <  unendlich  wird,  einige  ergänzende  Betrachtungen.'") 

Es  liege  ein  System  von  n  einfach  zusammenhängenden  beschränk- 
ten Q-ebieten  der  E3asse  JB  yor.  Ohne  jegliche  Schwierigkeit  ergibt  sich 
auf  diesem  Wege  die  Lösung  der  beiden  Aufgaben: 

1.  Es  ist  em  Leiterpotential  V  im  Außengebiete  zu  bestimmen, 
das  auf  jeder  Randkurve  eine  vorgegebene  Masse  hat 

2  Es  ist  ein  Leiterpotential  im  Außengebiete  zu  bestimmen,  das 
eme  gegebene  Gesamtmasse  und  auf  jeder  Randkurve  einen  vorgege- 
benen konstanten  Wert  hat'^") 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ist  insbesondere  das  erste  imd 
das  zweite  RandproUem  für  beschränke  und  mcM  beschrankte  Gebiete  der 
Klasse  B  (Ah)  iw  (£  oder  im  Baume  imter  Zugrundelegung  dbteilungs- 
weise  steifer  (allgemeiner  beschränkter  und  im  Lebesgueschen  Sinne  in- 
tegrierba/r&r)  Eandwerte  oder  Werte  der  Normalableitung  erledigt  ^^^) 

18.  Verhalten  der  LÖBnng  des  ersten  Eand-wertproblems  am 
Bande  des  DeflnitionsgebieteB.  Es  sei  T  ein  beschränktes  Gebiet  der 

Fall,  wenn  wenigstens  ein  Gebiet  des  Systems  mehrfach  zaaammenhlmgend  let 
Alsdann  ist  auch  der  Wert  1  =■  1  amgulär.  Vgl.  /  Plemelj,  loc.  cit  56)  p  388 
bis  889,  wo  der  dieidimensionale  Fall  betrachtet  wird. 

214)  Vgl.  J  Plemejj,  Untersuchungen,  p  66—67,  wo  m  bekannter  Weise 
die  Anwendbarkeit  der  Fredholfnechen  Methode  gezeigt  wird.  Daß  man  auch 
im  Baume,  wie  in  der  Ebene,  auf  die  ^(?umannschen  und  i2o&mschen  Reihen 
gefühlt  wird,  bedarf  darüber  hmaus  eines  Nachweises,  der  sich  jedoch  ohne 
Schwierigkeit  fdhren  läßt 

216)  J.  Flem^,  Untersuchungen,  p  63—66  sowie  loc  cit.  55),  p  889—392, 
wo  analoge  Probleme  im  Räume  betrachtet  werden.  Man  vergleiche  hierzu  die 
von  der  JFVcdÄoZw» sehen  Theorie  unabhängige  Behandlung  bei  S  Zareniba,  Bull 
de  l'Acad  de  Sc  de  Cracovie  1902  sowie  die  in  der  Nr  17  c  wiederholt  ge- 
nannten Arbeiten  von  Ä  Liapounoff,  W  Stekloff,  A  Korn,  S  Zaremba  und 
JE  JB.  NeumoMn  Emen  vollständigen  Existenzbeweis  der  Lösung  des  allgemeinen 
elektrostatischen  Problems  im  Räume  gibt  J.  Fkmelo,  Monatsh  f.  Math  u.  Phys 
18  (1907),  p  180—211  [p  188—198],  dort  p  194—199  findet  sich  auch  die  Lösung 
des  Problems  der  stationären  elektrischen  Strömung  Allgemeine  Betrachtungen 
über  die  mathematischen  Probleme  der  Elektrostatik,  der  Theorie  des  Magnetismus 
und  der  Elektrodynamik  finden  sich  nebst  zahlreichen  Beispielen  bei  H  Weber, 
Part  Diff.  d.  Math  Phys  1,  p.  819—527  Man  vergleiche  ferner  die  beiden  Ar- 
tikel V  15  und  V  17,  passim 

216)  Vgl.  etwa  J  FlemelQ,  Untersuchungen,  p.  66  Auch  gewisse  nicht  be- 
schränkte Randfanktionen  können  zugelassen  werden  Vgl  z  B  J  Plemelj,  loc, 
cit.  55)  p  374. 
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Klasse  J5  in  ®  Aus  den  Formeln  und  Resultaten  der  Nr.  7  und  17 
ergeben  sich  wiclitige  Satze  über  das  Verhalten  der  Losung  des  ersten 
Randwertproblems  und  ihrer  Ableitungen  am  Rande  Untersuchungen 
dieser  Art  sind  zuerst  von  C.  Nmmann  in  Angriff  genommen  worden.*^^ 
Sie  sind  später  namentlich  von  A  Liajpounoff^^^)  und  Ä.  Kom^^^)  ge- 
fördert worden. 

1   Ist  f{s)  stetig  und  ist  ferner 

I  fis)  —  f(t)  I  <  Är]^,    0  <  ;i<  1     (Ä  konstant), 
so  ist  in  T  +  S 

I  u(Xi^  Vi)  —  «(^a; ya)  I  <  c^-^^li ,    ^is  =  (^i  "  ^a)'  +  iVi  —  Vi)*  *^) 
2.  Sind  f(s)  und  j-  =  f{s)  stetig  und  ist  überdies 

\f{s)  —  f(t)\<Br]^,    0<A<1     (J5  konstant), 
so  sind  D^u  in  T  -}-  S  stetig  und  genügen  der  Beziehung 
I  A"(«^i,  Vi)  -  A«(^a,  2/a)  I  <  C,{X)JBdi, .  ^^^)  "«) 
3    Es  sei  jetzt  T  ein  Gebiet  der  Klasse  JBh.    Der  Holder soke 
Exponent  von  S  heiße  X.  Sind  /'(s),  f{s)  und  j-^=f'(s)  stetig  und  ist 

\r{s)-nt)\<c/^, 

so  sind  DjW  in  T  -\-  8  stetig  und  genügen  der  Beziehung 

217)  Vgl  0.  Neumann,  Abhandlungen  [2  Abh.,  passim] 

218)  A.  Liajpounoff,  loc  cit.  64)  a). 

219)  Ä  Korn,  Potentialtheone,  pasBxm;  Math  Ann  53  (1900),  p  698—608 
sowie  loc  cit  55)  d),  p  15 — 20;  f),  p.  23—26  Vergleiclie  femer  S.  Zaremha, 
Bulletin  de  l'Ac  d  Sc  de  Cracovie  1906,  p  69—168;  1910,  p  818—344;  Ä.  Ho- 
borsli,  loc  cit  66). 

220)  Ä  Korn,  loc.  cit  66)  f),  p  28—26  Dieser  Satz  gilt  übrigens  auch  bei 
beschränkten  Gebieten  dei  Klasse  Ah  (vom  Exponenten  X) 

221)  Ä  Korn,  loc.  cit.  56)  f),  p  26.    Damit,  wenn  /"(«)  stetig  vorausgesetzt 

wud,  -~-^  existiere  und  sich  auf  S  stetig  verhalte,  ist  notwendig  tmd  hin- 
on 

reichend,  daß   I  f(t)-K—\lQg—j  dt   auf  8   stetige   Normalableitong   hat      Vgl. 

s 
A  lAapownoff,  loc  cit.  64)  a),  p  284—298  sowie  p   299     Liapounoff  betrachtet 
übrigens  den  analogen  Satz  im  Räume 

222)  0  D  Kellogg  betrachtet  loc  cit  202)  Gebiete  der  Klasse  Ah  und  be- 
weist   den    Satz.    Sind  f{s)  und  f{8)    stetig    und    konvergiert    der  Ausdruck 

(8  +  *)-r(8-t) 


lim 


fr 


<2£  für  7]  ™>  0  gleichmäßig  gegen  Null,  so  sind  D^u 


\uT-\-S  vorhanden  und  stetig    (Man  vergleiche  hierzu  0.  D  KeUogg,  loc  cit  224) ) 

17* 
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1  i>M^>  yd  -  Aw(a?2,  ys)  1  <  (kWCd',,.  >«) 

Analoge  Sätze  gelten  für  partielle  Ableitungen  höherer  Ordnung*"), 
zweidimensionale  Gebiete  auf  ®„  und  im  Räume 

Unter  Zuhilfenahme  der  konformen  Abbildung  (Nr.  22)  lassen  sich 
die  in  der  Nr.  13  f£lr  das  Kreisgebiet  angegebenen  Satze  auf  beliebige 
Gebiete  der  Klasse  B  oder  Bh  (in  ®)  ausdehnen.  Insbesondere  gilt 
der  Schwar0SQ}ie  Hilfssatz  (Nr.  18)  für  alle  einfach  zusammenhangen- 
den Gebiete  derKlasse  B  (in  ®)  ^^) 

Besteht   (in   der  Ebene)    ein  Stiick  der  Begrenzung    aus    einem 
M  Bogen  2  einer  analytischen  und  regulären  Kurve  und  ist  auf  diesem 

j  1  f(8)  analytisch  und  regulär,  so  laßt  sich  nach  S.  A  Schwäre  u  über 

,t!!'  27  hinaus  analytisch  fortsetzen."*)   Ist  insbesondere  2  ein  Kreisbogen 

tI;  und  u  auf  27  gleich  0,  so  entsprechen  den  m  bezug  auf  2  konju- 

Ij'  gierten  Punkten    entgegengesetzt   gleiche   Werte    von  w.    Analytisch 

,in  fortsetzbar  ist  u  natürlich  auch,  wenn  -—■  auf  2  analytisch  und  re- 

gul'är  isi  Ist  U  ein  Kreisbogen  und  -^^  =  0 ,  so  nimmt  u  m  den 
konjugierten  Punkten  gleiche  Werte  an. 

Analoge  Sätze  gelten  im  Baume. 
I  I 
',!  19.  Lösung  des  ersten  Bandwertproblems  als  Potential  einer 

!' !  einfachen  Belegung     Sei  T  ein  besohränktes  einfach  zusammenhängen- 

f;  I  des  Gebiet  der  Klasse  Ji5  in  (S.    Die  im  vorstehenden  besprochenen 

Methoden  liefern  die  zu  einer  vorgegebenen  Randfunktion  f(s)  gehörigen 
Lösungen  des  ersten  Randwertproblems  in  dem  Innen-  und  dem  Außen- 
gebiet in  der  Form 


'I  ! 


1' 


1 

r, 


ff{t)P^(x,y;t)dt    und    ffit)P,ix,r,t)dt, 


223)  A  Korn,  loc   cit  56)  f),  p   26 

224)  Vgl  0  B  Kellogg,  Trans  of  the  Amer  Math  Soc  18  (1912),  p.  109— 
123;  dort  weiden  übeidies  die  in  den  Faßnoten  74)  und  222^  angegebenen  Sätze 
verallgemeinert  Man  vergleiche  hierzu  die  älteren  Ergebnisse  von  P  Painlevc, 
G  R  112  (1891),  p  653—657 

226)  Der  Beweis  kann  (in  der  Ebene)  auch  ohne  konforme  Abbildung  geführt 
werden  (vgl  Nr  24  a  Fußnote  282))  Im  Ranme  ist  das  Analogon  des  Schwars- 
Bchen  Hilfssatzes  von  A  Korn  unter  Zuhilfenahme  der  Neumannachen  Reihe  für  alle 
m  bezug  auf  einen  Punkt  konvexen  Q-ebiete  der  Klasse  B  (Potentialtheone,  1, 
loc.  oit  ßö)  c)  Abh  I)  abgeleitet  worden.  Der  5'om  sehe  Beweis  gfilt  nach 
Nr.  17  für  alle  (räumhchen)  Gebiete  der  Klasso  B 

226)  H  A  Schioars,  Ges  Ä.bh.  2,  p  66-68  sowie  p  149—151  Vgl  fomer 
j^  P%caid,  Traitö,  2,  p  298—801;  W  IT  Osgood,  Funktionentheone,  p  666—678 
M  sowie  II B  1  Nr  20 
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unter  P^  und  Pg  zwei  ganz  bestinmite,  voneinander  verscliiedene  Funk- 
tionen verstanden.^^'^)  Untersuchungen  von  C.  Neumann  mactten  es 
wahrsclieinlicli,  daß  es  möglicli  sein  dürfte,  diese  Lösungen  unter 
Zuhilfenalime  einer  einzigen  Funktion  von  der  Form  P(x,  y;  t)  zu  be- 
herrschen.^'^)  Wird  die  Aufgabe  so  allgemein  gefaßt,  so  läßt  sie  sich 
ohne  wesentliche  Schwierigkeiten  lösen  **^)  Wird  jedoch  darüber  hinaus 
verlangt,  die  Lösung  in  der  Form  des  Potentials  einer  einfachen  Be- 
legung darzustellen,  so  liegt  die  Sache  anders 

Die  so  gestellte  Aufgabe  ist  ohne  Einsohränkung  nicht  lösbar; 
in  der  Ebene  hat  in  der  Tat  (Nr  6)  die  Randfunktion  eine  im  Smne 
von  L^esgue  quadratisch  integrierbare  Ableitung,  sobald  die  Be- 
legungsdichte auch  nur  quadratisch  mtegrierbar  ist.^™)  *'^) 

Nach  JE.  B  Neumann  lassen  sich,  die  G.  ^ettmanw  sehen  Reihen 
im  Räume  als  Potentiale  einer  einfachen  (übrigens  für  das  Innen- 
und  das  Außenproblem  derselben)  Belegung  erst  nach  Abtrennung  der 
ersten  beiden  Glieder  darstellend^')  Em  zum  Teil  weiter  reichendes 
Resultat   gewinnt    J.  Fl&melo   für  den  Fall   der  Ebene    durch   Em- 

227)  Im  Räume  gelten  zwei  völlig  analoge  Formeln,  P^  und  P,  hangen 
mit  den  ffiee/i  sehen  Funktionen  des  Innen-  und  des  AuJöengebietes  (Nr  20)  eng 
zusammen 

228)  Vgl  G  Nmmann,  Leipz  Ber  58  (1906),  p  488—669.  Näheres  über  die 
bezüglichen,  zum  Teil  weit  zurückliegenden  Untersuchungen  von  0  Neumann 
findet  sich  bei  JE?  E.  Neumann,  Rend.  del  Circ  Mat  di  Palermo  24  (1907),  p  388 
bis  870  [p.  888—848]  sowie,  Beiträge,  insbesondere  p  VH,  Fußnote  *). 

229)  Vgl.  J.  Plemelj,  Untersuchungen,  passim 

280)  Die  Frage,  ob  sich  die  Lösung  des  ersten  Randwertproblems  als  Po- 
tential einer  einfachen  Belegung  darstellen  läßt,  ist  (fOr  räumliche  Gebiete)  be- 
reits von  A  Ltapounoff,  loc  cit  54)  a)  erörtert  worden 

231)  Notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  dafür,  daß  sich  eine  in 
einem  Kreisbereiche  stetige,  in  seinem  Innern  reguläre  Potentialfunktion  als 
Potential  einer  einfachen  Belegung  mit  quadratisch  integrierbarer  Dichte  dar- 
flteUen  läßt,  gibt  J^  Ficard,  C.  R  148  (1909),  p  1568—1568;  Rend  del  Circ  Mat 
di  Padermo  29  (1910),  p  79—97  [p  98-97]  an.   Vgl.  femei  L  Uchtenstein,  loc 

cit,  61) 

232)  Vgl  E  B  Nmmann,  a)  Rend  del  Cu:c  Mat  di  Palermo  24  (1907),  p  883 
bis  870  (Die  allgemeinen  Ergebnisse  dieser  und  emigei  seiner  anderen  Arbeiten 
wendet  HJ  B  Neimann  zum  Schluß  auf  den  besondeien  Fall  eines  Kugelkörpers 
an  Für  alle  m  Betracht  kommenden  Funktionen  werden  geschlossene  Ausdrücke 
gewonnen),  b)  Beitrdge,  passim  [insbesondere  p.  48—89]  Dort  wird  p  117—154 
der  besondere  Fall  eines  Kreisgebietes,  einer  Ellipsenfiäche  und  eines  Kugelkörpers 
betrachtet  Von  weiteren  Ergebnissen  dieser  umfangreichen  Arbeit  seien  die  Be- 
ziehungen der  „(Jrundrestbelegungen"  ebener  und  räumlicher  Gebiete,  die  durch 
Transformation  mittelst  reziproker  Radien  ausemander  hervorgehen,  hervor- 
gehoben [p  90—116]  Man  vergleiche  hierzu  auch  G  Neumann,  Leipz  Ber  62 
(1910),  p   87—169  [p   161-169J. 
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fübrung   der  Stielt jcsBühon  Inte^alo  (Nr.  0).    Es  gibt  eine  nur  vou 
jS*  abhiüigigo  symmetrische  Funktion  ^(.s',  /),  so  duB,  wrnii  inuii 

eet-it,  «(ar,  ?/)  auf  /b''*>(A  =  1,  . . .  ni),  unttT  *S"'*'  «iii»  Kimipünt-ntt  n  vn«  > 
voretandeii;  dio   Wort«  /"(s) —' A''*^  (A'**>  kniistaut )    »niiinimt      iJaimt 
diese  Darstellung  inoghch  Hoi,  muß  /'(.v)  gi'wJHsn  Sti-tigKi-it-^liiilui^Mj» 
gfii  erl'üUtMi;  üs  genügt  /.  It.  wenn  f\s)  omor  Iloltfvrsi'hi'u  Hi'dmv'wnu 
goiUlgt.»")  »«*)  «"•) 

20.  Stetig  gokrlunrato  Gobieto  Groonaoho  Punktion  Clrttpa- 
Boho  Formol.*"*)  Es  ht»i  T  riii  hfHrhriinkfi'S  (Jt'hift  lU'i  KIu^m«  H  tu 
S  ini<l  (g,  ?/)  ein  Pimkt  in  7'.  Dio  Hiitw»  dnr  Nr  litl  j?»'ttiihrltiftt4'n  ihi- 
ICsiBtüUZ  derjoiügon,  aulitir  in  (S,  ?/)  (doin  AnfiMinkd-l,  in  7'  i  ^ 
Htötiijfon,  in  7'  rfgulim'u,  auf  N  vfiM-liwuiilmtli'n  Piil«'ijliJilf«iiktiMi) 
^;(5,  ?;;  .r,  v),  dio  sirh  in  dor  UiiigHlnnig  vmi  «^, ),)  wi«' 

(1)  l<»g     -f- •''""  ^"K"^"''"  ^'"t""*"*^^""^*^*""»  U*' ""   l^       '  *  1    '»/       V"') 

V 

vrrhillt;   '^'Ui'''/; ''')3yi  wird  tÜo  /.ti  di'in  rr«tpii   Itiiiidwcrtprnlilrin   n«« 
hörigo  ^/rf'«iaclio  Kunktio«,  uucli  firmiAi'ln*  Ftiitktitm  mltli-ththiir**' 
gi-nannt."''") 

-M.l)  VkI.  i/.  l'lrmelj,  UnlürHurhuHj^n«,  ita^ftiiu 

*.!84}    DitU    (litt    LllHl)tlf(   licri   /U'Olli'Il    KuU(Iwf|l]ili)l<il  lilli,    n><f<ti)    »it«    r\.»ti.{t, 

Bii'h  iowifhl  in  tti'in  Iiiiii'ii-  ulx  aurlt  lii  •Icm  Auü*  ii>(i<i<inh>  uin  tltt«  ritlotitiiii  •  tiirr 
und   tli'rttt'ItiiMi   I)pppHlli('lf^iiii(f  (liirttti  llfit   Mut,   mt  •  iiitrtii  iitnul      Liii«  il'-tti]4i 
liiuii^  tliT  Ihi'hto  der  Ut'h'v'uiiikt  lillWi  t  nirlt  l<(si  /'  /i'   ^ruihnu»,ii>\ltmit .  |<    i3     ftt 

Üül*)  Miiit  vcrffioicHo  tm  Aid^cIiIiiD  uu  itir  Atittluiittiti^i'U  »l)i'»i  r  Ntuhii.rr  <Jt> 
Nr.  ätt  ]>  *i:i;i  lii'ii]>rui>b<>nnii  Arhititoti  v<m  //   i'(«iiirrirr  utnl   /f   Üitr 

Üöft)  Vh'J.  «In»  Artiktil  II  A  7  I.  um  U  HurUutrtU  umJ  W  /•'  .llryrr  Nr  |H. 
S  Xun-mlm,  liiill.  ilc  In  Sm».  uititli  d«'  KrtLitva,  3i  [iwn^  |*  iv  34,  /  /r.iii«.ir, 
«'.Hirn  :t,  i»   vilT  -'JÜJ;  p    ÜTO— *J7I. 

'Jifß}  {if|i')fi<ii(h>-li  .Uli  h   /tVirifnirKtrhi*  f/jirjunrit«'  }•  luiktito« 

•J^T)  (H'lr^i'iiflii  lj     «inl     uliri^'i  III    »y  ;,  ),;  j*.  t/  --  fi'  i,  »,.  j    v        i'>jf        «'i» 

^»rr/";i -f«  lit-  Kuiikti4tit  )iiv>  irliiiitt 

lliitirleU  IM  Hit  li  Mihi"  iMirii<rf  um  «If  Kr'Mi^liai'iit'  h  \ffiii  Ma'iiiWBtttT  J{  UM 
ili'it  Kiinriiiiiut)  iiiiir.{irutt^',  fo  il 

''  ..  ',.    '.V        '-K'*'  '.'  .    f  ■  '  :    ».        •/  '.     .i*      Ä»      >. 

"'il' 1   .  , ',    'I»  M    111  ,7,  isi  i'i'.'i»;;  ii£  f  f        ii.ut;»' r"' li  l'iii.ht  v     '  i    :>  '       ■      «i^ 
''i  iii'   I  i  «li  n  It  iii'i  Kii.'i  'ti  »j.iTi  \i.tiii  }l  i  i'  I  .     I  r  /.  i.  )i  1  ru  (V.    > 

I    t     Mi        rjll..-r        il>      .  '1  l|i   i   ,  j.       r  ,  iH,       r/    £      j_.    *        '.V,        .  "  Ij  "" 

l'Bl    t    ;'  t    ,:  :    ^J'    rj    ..';•■,    l      .",'.,.,,    I        j  ,  •     „  .       ,    ,j 

•1»  r    I  J..J      ■    V     '       li  /  \,     II  |t,-  '     ,  1      ij..       -I        I         ".'■      «    -r        tt^!. 
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Den  Sätzen  der  Nr  18  zufolge  sind  D^G  auf  S  stetig"^    Der 

Greensche  Satz  (2)  Nr.  10,  der  hier  anwendbar  ist,  liefert  die  Beziehuiig 

1  (3)     G{Xi,  yi;  x^,  y^)  =  G(Xi, «/,;  Xj_,  y^,  unter  {x^,  y,),  {x^,  y^ 

\  zwei  beliebige  voneinander  verschiedene  Punkte  in  T  verstanden."*) 

'  Setzt  man  für  (g,  i?)  auf  S  und  oXie  {x,  y)  m.  T -\- S . .   G{%ri',x,y)  =  0, 

so  ist  nunmehr  G  für  alle  vonemander  verschiedenen  Punktepaare  (|,  iy) 

und  {x,y)  in  T+S  erklärt.**») 

Es  sei  (I,  fi)  wieder  em  Punkt  in  T.    Für  alle  (a;,  y)  m.  T  ist 
^  G(|j  iy;  a;,  y)  >  0.    Wesentlich  ist  ferner  die  Bemerkung,  daß 

ist  3*1)  Für  alle  (|,  i?)  und  {x,y)  m  T  -\-  8  ist 

(4)  I  G{1,  r,  X,  y)l<|logi-|+  ^0     (A  konstant).«") 

In  Gebieten  der  Klasse  Bh  ist  der  Nr  18  zufolge  auch  D^G 
auf  iS  stetig  2*3) 

anknüpfende  Betiaohtangen  finden  sich  bei  G.  Wxarda,  Über  gewisse  Integial- 
gleichnngen  erster  Art,  besonders  aus  dem  Q-ebiete  der  Fotentialtheone,  bian- 
gnial-Dissertation,  Marburg  1916 

288)  Das  Zeichen  Dj  (wie  später  JD,)  bezieht  sieb  hier  wie  in  den  TJn- 
gleiohheiten  (2)  und  (6)  zuntlchst  auf  das  Yariabehipaar  (rc,  y).  In  jedem  (|,  r]) 
nicht  enthaltenden  Bereiche  T-\-S  va.  T-\-8  is,t 

{A^  >0  hängt  von  T  und  i  ab)  * 

289)  Den  ersten  strengen  Beweis  für  Gebiete  der  Klasse  B  (un  Baume)  hat 
A  Liapounoff,  loc  cit.  64)  a),  p  307,  gegeben. 

240)  Zur  Veremfaohung  wird,  wenn  (x^y)  in  den  Punkt  t  auf  S  fBUt,  für 
G(Jt,ri,  x,y)  kurzer  G'd, ?];*)  gesetzt  "Was  der  Ausdruck  G(8,f)  bedeutet,  ist 
ohne  weiteres  klar 

241)  C  JN'eumaivn,loc  cit  217),  zweite  Abhandlung,  p.  662— 706  und-ä.  Korn, 
Fotentialtheone  2,  p  848 — 354,  bewiesen  diesen  Satz  unter  gewissen  weiteren 
einschränkenden  Voraussetzungen  übei  die  !N'atui  der  Bandkorve.  Der  Satz  gilt 
mdessen  allgemein  Ygl  L  Lichtenstein,  Math  Ann.  67  (1909),  p.  569 — 576 
[p  561 — 563],  wo  em  beliebiges  emfach  zusammenhängendeB  Gebiet  der  Ellasse 
B  betrachtet  wird,  sowie  0  B  KeUogg,  loc.  cit  224),  p  121—123,  wo  allge- 
memer  (mehrfach  zusammenhängende)  Gebiete  der  Klasse  Ah  ia  ®  betrachtet 
werden     Em  ganz  analoger  Satz  gilt  bei  Gebieten  der  Klasse  Ah  im  Baume 

^  Vgl   L  Lichtenstein,  Berlmei  Sitzungsberichte,  vorgelegt  am  17  10    1918 

242)  Vgl.  z  B  JT  Potncare,  loc  cit  190),  p  62—66 
248)  In  jedem  Bereiche  T  -j-  S  ist  ferner 

(6)  IA^(S,»3;a'i,!/i)-AG'(€.l,«s.y,)l<A4;  _ 

unter  X  den  J3ö7der  sehen  Exponenten  von  iSi,  unter  A^  emen  von  T  und  l  ab- 
hängigen positiven  Wert  verstanden 


0 
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Ganz   analoge  Sätze  gelten  in  nnendliclien  Gebieten   sowie   im 
Räume.    Für  log—  tritt  im  Räume  in  (1)  und  (4)  der  Ausdruck  — 
Hl    ein.    Es  gilt  femer  in  der  Ebene 

(6)  \D^Gil7jix,y)\<Ä,j    (^8  >  0  konstant), 
im  Baume 

(7)  I  D,6?(|,  1?,  g;  X, y,8)\<  A^j,    {A,>  0  konstant).^**) 

Den  vorstehenden  Formeln  kann  man  wegen  (3)  analoge  Ungleich- 
heiten für  die  partiellen  Ableitungen  in  bezug  auf  g  und  7}  zur  Seite 
stellen.  Ähnhche  Sätze  gelten  für  die  Differentialquotienten  höherer 
Ordnung. 

Es  sei  Sq  ein  Punkt  auf  ßf  (in  ®);  Cj  und  Cq  seien  zwei  Kreise 
um  So  vom  Halbmesser  d^  xmd  d^  <  di,  K^  und  Kq  seien  die  von  ihnen 
begrenzten  Kreisscheiben,  ß^  und  ^^  die  entsprechend  T  und  Ä^, 
T  und  JTq  gemeinsamen  Gebiete  Jedem  s  >  0  läßt  sich  nach  Fest- 
setzung von  d^  em  Wert  d^  so  zuordnen,  daß  für  alle  (g,  ti)  im 
Innern  und  auf  dem  ßande  von  Ä^  sowie  alle  {x,  y)  im  Innern  und 
auf  dem  Rande  von  T  —  Äi 

(8)  G(g,i?;^,y)<£ 

gilt.**")    Ein  ganz  analoger  Satz  gilt  im  Räume. 

Das  Gebiet  T  (in  (S)  wird  jetzt  der  Einfachheit  halber  einfach 
zusammenhängen*  vorausgesetzt.  Es  mögen  8-^  und  S^  ParaUelkurven 
von  8  entsprechend  in  T  und  T^  in  emem  Abstände  d,  der  so  klein 
ist,  daß  die  beiden  Kurven  doppelpunktlos  ausfallen,  bezeichnen.  Ist 
(I,  iq)  ein  Punkt  in  dem  von  *8  und  8^  begrenzten  Ringgebiete  r, 
(I',  iff)  sem  Spiegelbild  in  bezug  auf  5,  so  ist  für  alle  (§,  ij)  im  In- 
nern und  auf  dem  Rande  von  t  und  alle  (a;,  y)  in  T  -\-  8 

(8*)     G%T-)  ^y  y)  =  log  —  +  eine  stetige  Funktion  von  (|,  t])  und  (ic,  y)}^^ 

244)  Beim  Beweise  wird  man  sich  im  Räume  der  Betrachtungen  der  Nr.  17 
bedienen  In  'der  Ebene  erscheint  es  einfacher,  zunttchst  durch  konforme  Abbil- 
dung (Nr  22)  zu  emem  Gebiete  der  Klasse  G  (wenn  T  einfach  zusammenhangend 
ist,  zu  einem  iCreisgebiete)  überzugehen 

245)  Vgl.  z  B  J.  Paraf,  Ann.  de  Toulouse  6  (1892),  H,  p   1—75 

246)  Durch  die  Porme^S*)  ist  das  asymptotische  Verhalten  der  07  ee«  sehen 
Panktion,  wenn  (£,  tj)  und  (a;,  y)  sich  demselben  Punkte  auf  S  nähern,  charakte- 
risiorfc  Weiter  reichende  Sätze  geben  P  Levy,  Bull  des  Sc.  Math  (2)  84  (1910), 
p  186—190,  C.  R.  168  (1914),  p  1008—1010  sowie  J  Eadamard,  C  R.  186 
(1Ö14),  p   1010—1011  an     Nach  P  Li'vy  ist  m  Gebieten  der  Klasse  C  m  g 
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Alle  vorhin  angegebenen  Sätze  lassen  sicli  auf  scüliGhtartige  Gebiete 
der  Klasse  B  ia  ®^  sinngemäß  übertragen  (Nr.  24 f).^') 

Es  sei  T  ein  beschränktes  Gebiet  der  Klasse  B  in  ®;  es  sei 
femer  f(s)  eine  auf  S  erklärte  abteilungsweise  stetige  Punktion  und 
u  diejenige  beschränkte,  in  T  reguläre  Potentialfanktion,  die  auf  S 
den  Wert  f(s)  annimmt    Es  gilt  die  Fundamentalformel 

(9)  »(«.  v)  =^/rt«)s7r,®ft  r,  i)dt'^ 

'  s 

Sie  läßt  sich,  wenn  -4-^,  ,  ,  vorhanden  und  stetig  smd,  da  dann 
auch  (Nr.  18)  D^m  auf  S  stetig  smd,  leicht  aus  der  Greenscken  For- 
mel (2)  Nr.  10  ableiten  Trifft  die  zuletzt  genannte  Yoraussetzung 
nicht  zu,  so  wird  man  f{s)  durch  analytische  Funktionen  approximieren 
und  Grenzwertsatze  der  Nr.  16  anwenden  Liegt  ein  schlichtartiges 
Gebiet  der  Blasse  B  ia  ®^  vor,  so  wird  man  dieses  auf  ein  schlichtes 
Gebiet  konform  abbilden  (Nr.  24f)  Man  findet  auf  diese  Weise,  daß 
die  Formel  (9)  auch  jetzt  noch  gilt. 

Über  die  Greewsche  Funktion  eines  beliebigen  beschränkten  ein- 
fach zusammenhängenden  Gebietes  vergleiche  weiter  unten  Nr  38.'*®) 

1        1     /*  3 
Ö(I,J];  a;,y)  =  log  — —  —  /g^GogP*  logi,)di  + 

s 
eine  in  2*+  S  analytiaohe  nnd  reguläre  Funktion  von  (|,i]),  ix,y)^  Mit  p((r()  -wird 
hier  die  Entfernung  der  Punkte  (£,  ?])  und  t  {(x,  y)  und  t)  bezeichnet 

247)  Ist  (1, 7])  ein  Windungspunkt  m-ter  Ordnung,  so  ist  in  der  Umgebung 
von  (1, 71) 

(8**)  ff(|,  ri;  X,  y)  = r-—  log 1-  eine  reguläre  Potentialfunktion 

7?l  -|-  1  Q 

248)  Im  Baume  ist 

(10)  «(i  rj.  S)  =  -^Jm  g~  ö(i  7],  t;  t)dt. 

249)  Die  Formel  (10)  ist  zum  eraten  Male  (für  durchweg  stetige  Band  werte) 
von  Ä  Llajpoimoff,  loc.  oit  54)  a),  p  307 — 311,  auf  anderem  Wege  streng  be- 
wiesen worden  Ist  T  insbesondere  em  EJceisgebiet  oder  EugelkOrper,  so  sind 
die  Formeln  (9)  und  (10)  mit  den  Pojsson  sehen  Integralen  der  Nr  18  identisch 
Ist  T  em  beliebiges  emfach  zusammenhängendes  Gebiet  der  Klasse  J3  m  ®  oder 
@^,  so  kann  man  umgekehrt  (9)  aus  dem  PoissonBchen  Integral  durch  konforme 
Abbildung  gewinnen  Sie  gilt  daher  jedesmal,  wenn  f(8)  im  Xe&es^ue sehen  Smne 
integnerbar  ist  und  die  ünität  dei  Lösung  feststeht  (vgl.  G.  JD  Kellogg, 
loc  cit  224),  p  126 — 127)  Die  Beziehungen  (9)  und  (10)  lassen  sich  lemer  aus 
den  Gleichungen  (1)  Ni.  17  d  unter  Zuhilfenahme  dei  JFVcd/wZm sehen  TJmkehrungs- 
formeln  ableiten  (vgl.  J,  Flemelo,  loc  cit  65),  passim,  Untersuchungen,  passim). 
Die  Formel  (9)  gilt  übrigens  unverändert  bei  ebenen  Gebieten  betrachtlich  all- 
gemeinerer Natur  (Nr  24  c). 

Weitere  Literatur.  G.  Ldry,  C.  B  162  (1911),  p.  843—844  sowie  Ann  de  l'Öc 
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21.  Stetig  gekrümmte  Gebiete.  GtreenBOhe  Ftmktionen  zweiter 
Art.^°)  Es  sei  T  ein  beschränktes  Q-ebiet  der  Klasse  5  in  @  und 
(I,  iy)  ein  Punkt  in  T  Die  Sätze  der  Nr.  17d  sicbem  die  Existenz 
einer  Green  Bohen  Funktion  zweitei;  Art  G°(|,  i?;  ic, «/)  (der  Neumann- 
sclien  „charakteristischen  Funktion''),  die  folgende  Eigenschaften  hat: 
Sie  ist  diejenige,  außer  in  (g,  rj),  in  T  und  auf  S  stetige,  in  T  regu- 
läre Potentialfimktion,  die  sich  in  (|,  rj)  wie  log  —  +  eme  reguläre 
Potentialfunktion  verhält  und  auf  S  den  Bedingungen 

(1)  i^°a^'^)  =  T^ 

(1*)  Ja^{iri-^t)dt==o 

genügt  Unter  l  wird  die  Gesamtlange  von  8  verstanden,»")  Die 
(rrcew  Bcte  Formel  (2)  Nr.  10  liefert  den  Reziprozitätssatz 

(2)  G^(x^,  y, ;  x„  y,)  =  6?°(a:j,  y^;  x^,  y^). 

Die  partiellen  Ableitungen  Dj  Q^  sind  auf  S  stetig  ^^  Gehört  T  der 
Klasse  Bh  an,  so  sind  auch  DjG^"  auf  8  stetig.^"*^)  In  emer  ganz 
analogen  Weise  wird  die  Greewsche  Funktion  zweiter  Art  für  unend- 
liche Gebiete  und  im  Räume  erklärt.  Für  (1)  tritt  im  Räume 

(4)  ■l;»'^  «!'*)  =  ¥' 

unter  B  den  Flächemnhalt  von  8  verstanden,  ein.»") 

Norm.  (8)  82  (1915),  p  49—186  (G^rcwiBche  Funktion  eines  von  emer  algebraischen 
Kurve  begrenzten  Gebietes)  nnd  A.  Viterbi^  Rend.  del  E  Ist.  Lomb  dei  sc  e  lot- 
tere (2)  47  (1914/15),  p.  763—796 

2B0)  Vgl.  die  in  der  Fußnote  235)  angegebene  Literatur,  femer  D  EiV>eti, 
Gott.  Nachr.  1906,  p  X— 82  [p  3-8];  Grundzüge,  p  88—88;  J.Flemelo,  loccit.  176). 

251)  Gelegentlich  wird  G^  — log—   als   die   G'reensche  Funktion  zweiter 

Art  bezeichnet 

262)  Hier  sowie  in  den  Formeln  (8),  (5)  nnd  (6),  beziehen  sich  die  Zeichen 
Z>i ,  J>8  zunächst  auf  die  Variablen  x  und  y  In  jedem  (g, »])  nicht  enthaltenden 
Bereiche  T+S  in  T+iS^  ist 

'  0 <1  <  1      (^3> 0  von  T,  X  abhangig). 

268)  Und  genügen  m  T-{-S  einer  SiJZiZflr  sehen  Bedingung  mit  dem  Ex- 
ponenten X  (dem  HolderBch&Q.  Exponenten  von  S) 

264)  Die  zu  dem  zweiten  Randwertproblem  gehönge  öreen sehe  Funktion 
emea  Kreisgebietes  gibt  U  Dtm,  Annali  di  Mat  pura  ed  applicata  (6)  2  (1871), 
p  306 — 846 ,  diejenige  eines  Kugelvolumens  G  A  BjerTcneSf  Acta  Soc  Sc  Chnstiania 
(1871),2?eZi{ra?n/,Bol  mem  3(1873),p  870— 371  an  Vgl  femer J" irada»wari,Le90ns, 
p  44—47    und  E  Weher,  Part   Diff  d.  Math   Phys   1,  p   480—483     Eadamard 
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Für  alle  (|,  rj)  und  (a;,  y)  in  T  -\-  S  ist  in  der  Ebene 
(5)  !G"I<2    log-i    +Ä„    \D,G^\<^, 


Q 


1 


1  ; 


im  Kaume 

(6)  |G°|<|+A|iog7|+A',  IAö^°l< 

(Ä^,  J./,  ^5,  Ä^',  jß"  konstant). 
Es  sei  f(s)  eine  abteilungsweise  stetige,  der  Beziehung  if(s)ds  =  0 

genügende  Funktion  auf  S.  Für  diejenigen  beschränkten,  m  T  regulären 
Potentialfunktionen  u,  deren  Normalableitung  auf  S  den  Wert  f(s)  hat, 
erhält  man  unter  Zuhilfenahme  des  öree»  sehen  Satzes  (2)  Nr.  10  den 
Ausdruck 

(7)  <^,  V)  =  -  Ä/<^"a  r,  i)mät  +  \Ju(t)dt.^') 

Die  Funktion  G^  kann  durch  andere  „6i^ee»Bche  Funktionen" 
ersetzt  werden. 

Es  seien  (|,  i^),  (§',  i^'),  (a;',  t/')  drei  verschiedene  Punkte  in  T 
F  Klein  betrachtet  diejenige,  außer  in  (§,  -ri)  und  (!',  ly'),  inT  -{-8  stetige, 
in  T  reguläre  Potentialfunktion  ^(1,  i?;  %',r{\  flj',  2/';  ^»y)>  ^^^  sich  m 
(S,  1?)  und  (5',  7^')  entsprechend  wie  log 1-  eine  reguläre  Potentialfunk- 

tion  und  —  log  -r  -\-  eine  reguläre  Potentialfunktion  verhält  und  über- 
dies den  Bedingungen 

(8)  ^(|,,?;r,V;a;',y';^>')  =  0,    f|  =  0 

genügt, ^''^)  Laßt  man  (|',  vf)  gegen  (|,  ti)  konvergieren,  so  wird  man 
auf  das  von  Klem  zuerst  systematisch  betrachtete  „Strömungspoten- 
tial" Ä(^,  1^;  x,y)  gefuhrt,  das  sich  in  (|,  i?)  wie 

verhält  und  überdies  der  Randbedingung 

(9)  _  ä^fiÄliO-O 

gibt  a.  a.  0  p  47  einen  Ausdraok  für  die  G^re^nsohe  Funktion  zweiter  Art  des 
Anßenraumes  eines  Kugel volnmens;  ebendort  wird  p  47 — 68  das  von  zwei  kon- 
zentrischen Kugeln  eingesclilosBene  Gebiet  betrachtet 

265)  In  einem  unendlichen  Gebiete  sowie  im  Baume  gelten  analoge  Aus- 
drdcke.  Die  Theorie  der  Nr  17d  führt  auf  analoge  Formeln  Vgl  J  Pleme\j, 
Untersuchungen,  p.  99 — 100 

256)  Vgl  F  Pockds,  Über  die  paitielle  Differentialgleichung  Lu-\-'k'*v>='(i 
UBW,  Leipzig  1891,  p.  263,  J.  Hadamard,  Le9onB,  p  86—87  S.  femer  F.  Klein, 
Rtemannsche  Flächen  1,  p  4—16     An  der  bezeichneten  Stelle  betrachtet  EJetn 

lediglich  geschlossene  Flächen,  so  daß  die  Bedingung  s —  =  0  nicht  vorkommt 
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genügt."*^  (24:  h.)  E.B.Neumcmn  ersetzt  die  Bedingtmg  (1*)  duroh 

(10)  ^  ^(1,  ^;  t)  =  2:tmit),        fm,  V\  0  fn{i)dt^O, 

*  s 

unter  m{s)  die  natürliche  Belegung  (Nr  17d)  verstanden''") 
W.SUTdoff  bedient  sicli  einer  Funktion  S(^,7i',  x,y),  die,  außer  in 
(I,  rj),iD.T  -{-  S  stetig,  m  T  analytiBch  und  regulär  ist,  sich  in  (|,  tj)  wie 
log \-  eine  analytische  und  reguläre  Funktion  verhält  und  den  Be- 
dingungen 

(11)  Aßf=^,  ^^Sa,r,t)  =  0,  Jsi^,r.x,y)dxdy^O 

T 

(P  =  Flächeninhalt  von  T)  genügt  ^^) 

In  ähnlicher  Weise  werden  GVeewsche  Funktionen  zweiter  Art  un- 
endlicher Gebiete,  Q-ebiete  in  ®^,  oder  allgemeiner  auf  einer  Fläche 
der  Klasse  Lh  (insbesondere  geschlossener  Gebiete)  und  Gebiete  im 
Ranme  erklärt.  Sie  erfüllen  sämtlich  eine  Symmetriebeziehung  und 
führen  auf  gewisse,  zu  (7)  analoge,  Integralformeln. 

Einen  Ausdruck  für  das  asymptotische  Verhalten  der  Funktion 
G^"(|,  rj]  x,y)  in  der  Nachbarschaft  des  Randes  gab  JE  E.  Levi  au.^^) 
Für  alle  (|,  r})  im  Innern  und  auf  dem  Rande  von  r  (vgl.  p.  248)  sowie 
aUe  (x,  y)  in  T  und  auf  8  ist 

(12)  (t°(|,  1?;  a?,  y)  =  log  -  ,  +  ei^ie  stetige  Funktion  von  (x,  y)  und  (g,  i])  '") 

Bin  zum  Teil  weiter  reichendes  Resultat  hat  U  (ksoUi,  von  den 
Formeln  der  EoUn- Fredholm Boken  Theorie  ausgehend,  abgeleitet*^") 
Es  gilt,  unter  d  emen  Punkt  auf  S  (im  Räume)  verstanden, 

ö"((y;  x,y,e)  =  -~  —  ^  log  (ra  +  ä)  +  H^,  y>  ^) 
In  dieser  Formel  bezeichnen:  Tg  den  Abstand  der  Punkte  (x,  y,  0)  und 


267)  Vgl.  F.  Klein,  Algebraiiche  Funktionen,  pasaun;  EiemannEohe  Flächen 
1,  p  i — 16.  An  den  bezeichneten  Stellen  betrachtet  JB^ein  lediglich  Strömungen 
auf  geschlossenen  Flächen,  so  daß  die  Randbedingung  (9)  nicht  vorkommt. 

258)  JS.  B  Neumann,  Beiträge 

269)  W  Stekloff,  Ann  de  l'Jßo  Norm  (8)  19  (1902),  p  191—259;  p.  455— 490 
[p  247—248]  Man  vergleiche  femer  JD  Eübert,  Gott  Nachr  1904,  p  213—259 
sowie  Giundzüge,  p  89—81,  wo  in  Verallgememerung  der  Beziehungen  (11)  ge- 
wisse „GVcc«  sehe  Funktionen  im  erweiterten  Sinne"  betrachtet  werden 

260)  E  E  Levi,  Gott  Nachr  1908,  p  249-252 

261)  Aus  (12)  folgt  insbesondere  G"(fl,  t)e=2log 1- eine  stetige  Funktion 

von  8  und  t 

262)  U  Ctsottt,  Rend  del  Circolo  Mat  di  Palermo  31  (1911),  p  201—283. 
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tf,  C  die  Summe  der  Hanptkrümmungsradien  in  ff,  h  die  Projektion 
des  Vektors  {6—>Xjy,8)  auf  die Innennormale,  ^(a;,  y,  0)  eine  in  T  +  'S' 
stetige  Funktion.  *'') 

Es  sei  X  ein  nictt  singulärer  Wert  des  in  (1)  Nr  17  d  auftre- 
tenden Parameters  Sowohl  die  Neu>mann-PoincarSsQ]ie  als  auch  die 
JRohinrPomcareBch.6  Randwertaufgabe  sind  eindeutig  lösbar.  Für  die 
Lösungen  lassen  sich  Integralausdrücke,  die  zu  (9)  Nr.  20  analog  sind, 
angeben  *^) 

Durch  Aufstellung  der  Greewschen  Funktion  (Nr  20)  ist  zugleich 
die  Aufgabe  gelöst,  ein  beschranktes,  einfach  zusammenhängendes  Ge- 
biet der  Elasse  B  (oder  Äh)in®  auf  ein  Kreisgebiet  konform  abzubilden. 

22.  Eonfonne  Abbildung  einfacli  Busammexüiängender  Gebiete 
der  Elasse  J?  in  @  auf  ein  Exeisgebiet.^^^)  Es  sei  T  ein  beschränktes 
einfach  zusammenhängendes  Gebiet  in  emer  schlichten  Ebene.  Die 
Aufgabe,  T  auf  das  Gebiet  |.Z^|<1  konform  abzubilden,  so  daß 
einem  Punkte  5  =  6  +  m?  m  T  der  Ejreismittelpunkt,  emer  wiükiirlioh 
vorgeschriebenen  Richtung  durch  §  die  Richtung  der  wachsenden  x 
entspricht,  kann,  wie  H.  Poincar^  gezeigt  hat,  nicht  mehr  als  eme 
Lösung  haben*®') 

Man  findet  leicht,  daß  Z{e)  =  e~^^+*^  gesetzt  werden  kann, 
unter  CT  die  zu  T  gehörige  öreen  sehe  Funktion  G^(|,  17;  x,  y)  ver- 
standen *'^ 

268)  Gtsoth  setzt  fl>°="t\>i,-\-  "tpi-  Dabei  bezeichnet  ijjy  emen  exphziten  ana- 
lytischen Ansdmok,  ip,  eine  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
in  T  -|-  5  stetige  Punktion 

Weitere  Sätze  finden  sich  bei  P.  L^,  loo  dt  246)  Bei  Gebieten  der  Klasse 
Cm®  gilt  nach  P  Levy  die  Formel 

s 
analytische  und  regulilre  Funktion  von  (g,  rj)  und  {x,y) 

264)  Vgl  J.  Plemelj,  loc  cit.  55),  p.  892  u  ff  Dort  werden  ge-wasse  weitere 
„(?rcc%  sehe  Funktionen"  eingeführt 

265)  „Konform"  bedeutet  in  diesem  Referat,  wenn  nichts  anderes  vermerkt 
wird,  ^tets    „eindeutig  umkehrbar  und  konform" 

Literatur  W.  F  Osgood  II B  1  Nr  19 ,  J..  Korn,  Potentialtheorie  2,  p  265—275 , 
E  Picard,  Traite  2,  p  801—805,  W  F.Osgood,  lunktionentheone,  p  673—676, 
p  681—687;  J^  Goursat,  Coura  3,  p  212—217 

266)  S  Povncarö,  Acta  math.  4  (1884),  p  200—812  [p  231—232]  Nicht 
wesentlich  hiervon  verschieden  ist  der  Beweis  bei  0  CaratModory,  Math  Ann 
72  (1912),  p.  107—144  [p.  111] 

267)  Vgl  etwa  J^,  Picard,  Traitö  2,  p  801—802  Die  öreewsche  Funktion 
^{ly  tl\  «J»  y)  "w^d  für  behebige  beßchrBukte  Gebiete  in  ®  genau  so  wie  m  der 
Nr  20  für  Gebiete  der  Klasse  B  definiert 


ö"(€,  7] ,  a;,  j/)  =  log  -  +  ^   /  ~  (log  üt  •  log r,)dt  +  eine  in  T  +  S 
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Es  möge  jetzt  insbesondere  T  der  Blasse  JB  (oder  Ah)  angehören 
Der  Nr.  20  zufolge  ist  in  T . . .  U(x,  y)  =  ö(|,  17;  »,!/)>  0.  Femer 
ist  auf  S  (Nr.  20) 

1  Die  GHeichimg  Uix,  y)  =  a'^-O  stellt  eiue  gesoKlossene,  doppelpunkt- 

I  lose,  analytisdie  und  reguläre  Kurve  2  dar.    Das  von  2  begrenzte, 

1  beschränkte  Gebiet  0  enthält  den  Punkt  g.  Auf  S  ist  die  Normalab- 

'  leitung  -ö—  >  0  '^^)   Darum  ist  auf  2/  durchweg 

:'  (2)  f^«>- 

1 1  In  der  Ebene  Z  entspricht  2J  umkehrbar  eindeutig  der-  Kreis  um  den 

I  Koordinatenursprung  vom  Halbmesser  e~".    Man  überzeugt  sich  so 

I  leicht,  daß  Z{2)  in  der  Tat  T  auf  die  Fläche  K  des  Emheitskreises  C 

I  konform  abbildet.    Wegen  (1)  entsprechen  aber  auch  S  und  G  einander 

'  umkehrbar  eindeutig  imd  stetig.   Die  Ableitung  -j-  ist  auch  noch  auf 

S  stetig  In  T  +  5  ist    -^   >  0.    Es  gilt  ferner  (wenn  T  der  Klasse 
I  JB  angehört) 

(3)  \^zM—^Z(,,)\<^iX)\0,-,,\' 

(0<i<l). 

Gehört  T  der  Klasse  JBh  an,  so  ist  auch  -3-j  auf  S  stetig     Ist  X  der 
i  Holder Bcke  Exponent  von  S,  so  ist  in  T  -\-  S 

(4)  \£^Zi,,)-^,Z(,,)\<c,iX)\,,-B,\^. 

Analoge  Sätze  gelten  für  Ableitungen  höherer  Ordnung.*'^) 
I  Enthält  8  einen  Bogen  einer  analytischen  und  regulären  Kurve, 

!  so  läßt  sich  Z(ji)  über  diesen  hinaus  analytisch  fortsetzen."™) 

i 

268)  Die  zu  0  gehörige  m  f  nnendlicbe  Oreensche  Fanktion  ist  nämlich 
gleich  G{t,ri,  x,y)  —  a 

269)  Die  Gleichungen  von  S  mögen  x  =  x{8),  y  =  j/(Ä)  heißen     Sind  die 
I                                   Funktionen  x{s)  und  y(s)  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur  Ordnung  w(wi>-l) 

,  einschließlich  stetig,  "während  j3j- ,  -r-^  einer  fl"-Bedingang  mit  dem  Exponenten 

do       eis 

X  genügen,  bo  sind  -=-^  (k=  1,       m)  auf  S  stetig    Femer  ist  in  T+  S 


(ß) 


dz'"^''      dz" 
Man  vergleiche  hierzu  die  klteren  Ergebnisse  von  P.  JPainlevd,  loc  01t.  224) 

270)  Vgl  H  A.  Schwarz,  Ges  Abb  2,  p  149  —  151.  Siehe  femer  loc  cit 
288)  (Nr  24b)  Ein  ganz  analoger  Satz  gilt,  wenn  der  Rand  eines  einfach  zu- 
samiuenhSjigenden  Gebietes  in  (S  oder  (£„,  (oder  selbst  eines  unendlich  vielbltlttngen 
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Liegt  ein  einfach  zusammenliängeiides  Gebiet  der  Klasse  B  in  ®, 
das  den  Punkt  ^ef  =  oo  enthält,  vor,  so  wird  dieses  zuvörderst  durch 
eine  lineare  gebrochene  Substitution  in  ein  beschränktes  Gebiet  trans- 
formiert. 

Konforme  Abbildung  eines  einfach  zusammenhängenden  Gebietes 
der  Klasse  J5  m  ©^  auf  em  Kreisgebiet  yergleiche  Nr.  24  f,  funktionen- 
theoretische Behandlungswelse  Nr.  47. 

Mehrfach  zusammenhängende  Gebiete  der  Klasse  B  in.  ^  lassen 
sich  durch  wiederholte  Anwendung  der  im  vorstehenden  betrachteten 
Abbildung  in  unendlich  mannigfaltiger  Weise  auf  Gebiete  der  Klasse 
C  konform  abbilden.  Das  Verhalten  der  die  Abbildung  vermittelnden 
Funktion  auf  8  ist  demjenigen  der  Funktion  Z(e)  analog. 

33.  Gtebiete  der  Klasse  Z)  in  (S     Eonforme  Abbildung   Es  sei 
T  em  einfach  zusammenhangendes  Gebiet  der  Klasse  B  in  der  Ebene  0 
Wendet  man  auf  T  in  geeigneter  Reihenfolge  eme  Anzahl  passend 
gewählter  elementarer  konformer  Abbildungen  von  der  Form 
1  a 00 

(1)  ^=V,     Z,  =  ^+^A^,     2^a>0; 

k 
1 

(2)  Z  =  (^"  — ^*)" 

mit  explizite  angebbaren  Koeffizienten  A^(fc  =  2, 3, .  .)  und  Kon- 
stanten a  und  0*  *''^)  an,  so  läßt  sich  T  auf  em  Gebiet  T  der  Klasse 
B'  konform  abbilden.*'^)  Hieraurch  ist  nach  Nr. '2 3  zugleich  die  kon- 
forme Abbildung  von  T  auf  em  Ej-eisgebiet  gewonnen  Augenschein- 
lich ist  die  Abbildung  auch  noch  auf  8  umkehrbar  eindeutig  und 
st^ig  In  Verallgemeinerung  gewisser  Resultate  von  H  A  Schwäre 
(Nr  25)  zeigt  sich  hierbei,  daß  die  die  Abbildung  vermittelnde  Funk- 
tion Fiß)  sich  m  der  Umgebung  einer  Ecke  0^  vom  Öffhungawmkel 
aut  m  der  Form 

(3)    F{0)^{0-0,yfM,    ^     (4)  ^  =  (^_^„)~V;(.), 

/iW»    /"aW  stetig,    /"aW  +  O 
Gebietes)  einen  Bogen  einer  analytischen  and  regulären  Kurve  enthält,  sonst  aber 
beliebig  beschaffen  ist.  Tgl  P  Koä)e,  Gott  Nachr  1907,  p  638—669  [p  657—668] 
(Nr.  40b);  G  Garathdodory,  Schwarz  Festschrift,  Berlin  1914,  p  19—41  [p.  82— 
861;    P'  J^oebe,  Joum  f.  Math  145  (1915),  p   177—228  [p   205—209]  (Nr  47) 

271)  ayc  bezeichnet  jedesmal  den  von  zwei  Nachbarseiten  der  Begrenzung 
eingeschlossenen  Winkel. 

272)  Vgl  L  Lichtenstein,  JoMm  f.  Math.  140  (1911),  p.  100—119  [p.  100— 
110]  Die  Begrenzung  £1  von  T  besteht  aus  Stücken  einander  berShrender  ana- 
Ijtischez  und  bis  auf  die  Endpunkte  regulärer  Linien.  In  den  Berührungspunkten 
erleidet  die  von  Null  verschiedene  Krümmung  von  S  einen  Sprung 
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darstellen  läßt  Ist  a  irrational,  so  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  für  aUß  m 

1 
-3-sr  =  {3  —  ^qY      •  stetige  Funktion 

gesetzt  werden  kann  ^''*) 

Weitere  Entwicklungen  zur  konformen  Abbildung  von  Ecken 
und  Spitzen  vergleiche  Nr.  24c  und  48  a. 

Die  bisher  betrachteten  Methoden  zur  Lösung  der  ersten  und  der 
zweiten  Randwertaufgabe,  insbesondere  die  Methode  des  arithmeti- 
schen Mittels,  sind  in  ihrer  Anwendbarkeit  auf  Gebiete  in  @  be- 
schränkt Für  die  Behandlung  der  Gebiete  in  ®,„,  namentlich  für 
die  Riemannscke  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  haben  sich 
die  zuerst  von  JB"  Ä.  Schwarz  und  C  Neumann  systematisch  betrach- 
teten kombinatorischen  Methoden,  vor  allem  das  SchwarSBohe  alter- 
nierende Verfahren  als  grundlegend  erwiesen. 

24.  Kombinatorisolie  Methoden."*)  a)  Altemierendes  Verfahren. 
Drei  Grundtypen  von  Aufgaben.  Es  seien  T^  und  T^  zwei  beschränkte, 
einfach  zusammenhängende  Gebiete  der  Klasse  J5  in  (£,  deren  Hand- 
kurven  jSj  und  S^  einander  in  zwei  Punkten  schneiden  (nicht  be- 
rühren) Die  beiden  Gebiete  haben  ein  Gebiet  T  gememsam.  Den 
Entwicklungen  der  Nr.  17  gemäß  hat  die  Randwertaufgabe  in  T^  und 
Tg  eine  und  nur  eine  Lösung,  dies  zwar  wie  auch  die  (abteilungs- 
weise  stetigen)  Randwerte  auf  S^  und  S^  gewählt  sein  mögen. 
ff.  A  Schwäre  bestimmt  nun  diejemge  im  Innern  und  auf  dem  Rande  S* 
von  T*  =  5\  +  Tj  —  f  stetige,  in  T*  reguläre  Potentialfanktion, 
die  auf  S*  eine  beliebig  vorgegebene  stetige  Wertfolge  f{sy^)  annimmt, 
durch  das  folgende,  von  ihm  so  benannte  „alternierende  Verfahren"?'^) 

278)  Vgl  L  Lichtenstetn,  loc.  cit  272),  p  108—110 

Dieser  Satz  gilt  fraglos  filr  alle  aC>0),  läßt  sich  jedoch  fSr  lationalo  a 
auf  dem  a  a  0  angegebenen  Wege  nicht  beweisen 

W  F  Osgood  und  K  JS.  Taylor  leiten  die  Formel  (8)  aaf  einem  anderen 
Wege  flb  (vgl.  Trans  ofthe  Amer  Math  Soc  14  (19lfl),  p  277—298  [p  282—288]). 
Nach  Osgood  und  Taylw  ist  auch  ^(«o)=HO 

274)  Vgl  JH  Buikhardt  und  W.  F  Meyer  IIA7  b  Nr  28  Dort  finden  sich 
Angaben  über  die  ältere  Literatur,  insbesondere  über  die  Untersnohnngen  von 
B.  Murpliy  und  S.  Lvpschvts 

275)  Die  Voraussetzung,  T^  und  T,  seien  einfach  zusammenh&ngend ,  ist 
für  das  Gehngen  des  Verfahrens  nicht  wesentlich. 

276)  H  A  Schwärs,  a)  Vierteljahr  d  Naturfor  Qes  in  Zürich,  15  Jahrg., 
p.  272—286;  Ges.  Abb  2,  p  138—143,  b)  Berl  Monatsber  1870,  p  767—795; 
Ges.  Abb  2,  p  144—171;  c)  Math  Ann  21  (1883),  p  157—160;  Ges  Abh. 
"2,  p  808  —  306.  Eine  Daratellmig  des  alternierenden  Verfahrens  geben 
n.  a    J.    Hamack,   Grundlagen,  p  109—113;  J  Biemann,  Thfese,  Paris  1888; 
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Es  sei  Äfjj  derjenige  Teil  von  Sj^,  der  mT^-\-S^  liegt;  desgleichen 
sei  S^i  der  m  T^-{-  S^  gelegene  Teil  von  S^.  Nach  Schwärs  werden  zwei 
Folgen  beschränkter,  entsprechend  in  T^  und  T^  regulärer  Potential- 
fonktionen  %',  m^"  (ä  ==  1,  2,  . .  )  gebildet,  so  daß,  unter  f(s)  eine  be- 
liebige auf  iiSij  erklärte  stetige,  sich  f(s)  stetig  anschließende  Wertfolge 
verstanden,  auf  S^— S^^ .  .u^'==f(s),  auf  S^  —  S^i  .  «/«/"(s) 
(Ä  =  l,2,  ^  ),  auf  S,^..  u,'^f(s),  «;==<_!  (/Ol),  auf  Ä^ai  . 
«i"  =  M^'  (Ä  ==  1,  2,  .  )  gilt  Die  Folgen  %',  M;^"  konvergieren  ent- 
sprechend in  T^  +  S^  und  Tg  +  5j  gleichmäßig  In  T  +  y^ 
(Ä  =  ;S^j3  -|-  Äji)    ist    lim  m/  ==  lim  w^"      Setzt    man    u  =  lim  w/  m 

^i~\-  ^1}  w  =  lim  Mj"  m  T,  -|-  jS'j,  so  ist  m  die  Lösung  der  Randwert-  - 

aufgäbe  Der  Beweis  beruht  wesentlich  auf  dem  SchwarssBchen  Hilfs- 
satz (Nr  13  p  221)8'^ 

In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  mit  C.  Neumann  das  erste  Randwert- 
problem für  das  Gebiet  T  auflösen.  Es  sei  q}(s)  eine  auf  B  erklärte 
stetige  Funktion.  Wir  bilden,  unter  ^(s)  eme  beliebige  stetige,  sich  <p(s) 
stetig  anschließende  Funktion  auf  S^  —  jS^g  verstanden,  zwei  Folgen  be- 
schränkter, entsprechend  m  2\  und  T^  legulärer  Potentialftinktionen 
Uj^fU^" (Je  =  1,2,  ),  so  daß  zunächst  i*/  auf  Sjj  gleich  9,  auf  S^ —  S^^ 
gleich  ^,  ferner 

auf  S^i .  .    Mi"  =  (p  —  Uf!,     auf  iSj  —  S21  .     ul'  =0    (Ä  =  1, 2, . . .), 
auf  Äjj    ..«;  =  9  —  «;'_!,     auf^i  — ^,a.      <  =  0    (Ä  =  2,3,...)~ 
gilt   Jede  der  beiden  Funktionenfolgen  konvergiert  in  T  -)-  5f  gleich- 
mäßig; M  =  lim  Mj'  +  lim  u^'  ist  die  Lösung  der  Randwertaufgabe.^^') 

Es  sei  T  ein  beschränktes  einfach  zusammenhängendes  Grebiet 
der  Klasse  B  in  (£,  S'  eine  Kurve  der  Klasse  J5  in  T,  T  das  von  ^S^' 

A  Korn,  Potentialtheone,  passim,  E.  Picard,  Traitö,  2,  p  81 — 88  sowie  p  508 
bis  546,  W  F  Osgood,  Fnnktionentheone,  p  689—708;  ^  Goursat,  Conrs  S, 
p  207 — 212.  Man  vergleiche  ferner  0  Neumann,  ^BcZache  Integrale,  p.  432 — 471 
[p  44G— 462]  sowie  die  II A  7  b  Nr,  28  zitierten  älteren  Arbeiten  von  0  Newniarm 

277)  Axif  2\  und  S^^  angewandt,  lautet  dieser  etwa  so  Ist  u^  diejenige 
beschränkte,  m  T^  reguläre  Potentialfnnktion,  die  auf  Sy — S,,  gleich  0,  auf  5^, 
gleich  1  ist,  so  ist  auf  Sji  gewiß  Mo<^2*C1 

278)  Vgl  C  Neumcmn,  Leipz  Ber  22  (1870),  p  264—321,  Ä.  Korn,  Po- 
tentialtheone 2,  p  224—226  Der  Konvergenzbeweis  stützt  sich  wieder  wesent- 
lich auf  den.  /Schwarzsehen  Eilfasatz.  Eine  auf  einem  verwandten  Gedanken  be- 
ruhende („disjunktive")  Methode  zur  Lösung  der  ersten  Randwertaufgabe  für 
ein  von  endlich  vielen  Kreisen  begrenztes  Gebiet  in  ®  gibt  0  Neumann,  Äbel- 
sche  Integrale,  p  436—446,  an  Durch  ein  verwandtes  Verfahren  gewinnen 
F  Piym  und  G.  Bost  die  Lösung  des  ersten  Randwertproblems  für  em  Kreis- 
nnggebiet  (P/ymsche  Funktionen,  p  78 — 91) 

Eooyklop.  d   math   Wlanensch     II 3  IS 
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"begrenzte  "beschränkte  Gebiet,  jS"  eine  Kurve  der  Klasse  B  in  T'.  Das 
Ton  jS^  und  8"  begrenzte  beschränkte  Gebiet  heiße  T*.  Ist  das  erste 
Randwertproblem  für  T'  und  T*  gelöst,  so  laßt  sich  die  Lösung  derselben 
Aufgabe  für  das  Gebiet  T  durch  ein  zu  dem  zuerst  betrachteten  voUig 
analoges  Verfahren  („der  gürtelförmigen  Verschmelzung")  bestimmen  ^^®) 
In  ähnlicher  "Weise  lassen  sich  unendliche  Gebiete  behandeln'^") 
Ist  einmal  das  Analogon  des  Schwärs echen  Hilfssatzes  im  Räume 
bewiesen,  so  macht  eme  "Übertragung  der  vorstehenden  Ergebnisse 
auf  räumliche  Gebiete  keine  Schwierigkeiten.  Beides  ist  von  Ä  Korn 
durchgeführt  woiden  *^^)  ^^')  '^") 

279)  Der  Name  nlhit  von  G  Neumann  her  Der  Beweis  ist  diesmal  be- 
sonders einfach  und  stützt  sich  auf  die  elementare  Tatsache  der  Nichtexistenz 
eines  Extremnms  im  Begiilantätsgebiete  Man  vergleiche  JS  A  Schwäre,  loc. 
oit.  276,  passim;  C  Newmann,  ÄbelBchQ  Integrale,  p  462 — 454;  Ä  Korn, 
Potentialtheono  1,  p  806—809;  2,  p  226—227. 

280)  VgL  E  Ä. Schwarz,  loc.  oit  276),  passun;  Ä  Koin,  Potentialtheone  2, 
p.  226—227 

281)  Vgl  Ä  Korn,  Potentialtheone  1,  p  296—299  sowie  p.  299  —  820, 
loc   cit.  65)  o)  1  Abh 

282)  Die  emgangs  eingefllhiten  Yoraussetzungeu  über  T^  und  T,  kann  mau 
dtiioh  die  folgenden  weiter  reichenden  ersetzen  1.  Das  eiHte  Randwertproblem 
hat  fClr  jedes  dieser  Gebiete  eine  LQsruig  2  Sy  und  S^  haben  zwei  Punkte 
Pj  und  Pg  gemeinsam  und  in  diesen  je  eme,  odei  zwei  Tangenten  (einen  Eck- 
punkt) Außer  m  P^  und  P,  braucht  die  Existenz  dei  Tangenten  nicht  voraus- 
gesetzt zu  werden.  8.  Der  Bogen  Si^{ß^i)_  liegt  in  T^  +  S^iTj^  -\-Sj)  und  be- 
rührt Si  (Si)  nicht  Das  Gebiet  Ti  -f-  T,  --  T  hat  in  P^  und  Pg  je  eme  Ecke  oder 
allenfalls  eine  nach  innen  genohtete  Spitze  In  der  Tat  läßt  sich  der  Schwarz- 
sche  Hilfssatz  jetzt  ähnlich  wie  m  der  Nr  13  beweisen 

Analoge  Bemerkungen  gelten  im  ßaume. 

288)  Es  mögen  2i(Ä;=l,  n)  beschränkte  Gebiete  in  ®  bezeichnen,  die 
so  beschaffen  smd,  daß  1.  das  erste  Eandwertproblem  in  emem  jeden  Gebiete 
gelöst  werden  kann  (weshalb  (Nr.  45  c)  jedenfalls  Punkte  als  Randkompo- 
nenten ausgesohloBsen  smd),  2  zwei  verschiedene  Randkomponenten  höchstens 
endliche  viele  Punkte  miteinander  gememsam  haben,  8.  diese  Punkte  allemal  nur 
zwei  Randkomponenten  angehören,  4.  die  Gesamtheit  dei  Punkte,  die  m  einem 
(oder  mehieren)  2^  hegen,  ein  Gebiet  T  bildet^  Sei  f^^  eine  m  T-f-S  stetige 
Funktion  Es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  das  erste  Eandwertproblem  in  T  (Rand- 
fankion  /i)  wie  folgt  gelöst  werden  kann.  Man  bestimme  die  zu  /J  als  Rand- 
ftinktion  gehörige  Lösung  u^  der  ersten  Randwertaufgabe  in  2\,  sodann  die  zu 
/",  gehörige  Lösung  m,  m  I^(f^=f^  m  T— T^,  f^  =  u^  in  T^),  zu  /;  gehönge 
Lösung  tt,  in  Tg  (/;  =  f,  lu  T— 2",,  /»«u,  m  Tj)  usw,  wobei  auf  T„ jedesmal 
Tj  folgt.  Nach  JS.  Lebesgue  (Rend  dei  Circolo  Mat  di  Palermo  24  (1907),  p  871 
bis  402  [p  899—402]  (Nr  45c)  ist  die  Folge  'f^(Jc  =  1,  2,  )mT+S  gleichmäßig 
konvergent«  u  =  hmf^  ist  die  Lösung  des  Randwertproblems   Die  Ergebnisse  von 

Lebesgue  gelten  übrigens  unter  noch  allgemeineren  Voraussetzungen  (Vgl  a.  a  0). 
Auch  in  dem  besonderen  Falle  von  zwei  Gebieten  der  Klasse  B  reicht  das  L^esgtte- 
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b)  JEbene  Gebiete  der  Klasse  E  und  M  Das  erste  Eandwert^ 
Problem  Die  Bemerkungen  der  Fußnote  282)  gestatten  eine  wieder- 
holte Anwendung  der  Nr  24:a  betrackteten  Verfahren  Das  Schwars- 
sche  alternierende  Verfahren  führt  bei  einmaliger  Anwendung  auf 
ein  Q-ebiet  der  Klasse  j3f  m  ®  mit  zwei  einspringenden  Ecken  (die 
eingeschlossenen  Winkel  a^,  ofg^^  ^^^  <  ^sr),  die  Nr.  Sia  an 
zweiter  Stelle  betrachtete  Methode  auf  ein  Gebiet  derselben  EHasse 
mit  zwei  nach  außen  gewandten  Ecken  (o^,  «s  >  0  und  <  sr).  Von 
hier  aus  kann  man  zur  Auflosung  des  ersten  Randwertproblems  für 
beliebige  Gebiete  T  der  Klasse  Jlf  in  (£  gelangen.  Es  genügt  hierzu 
T  von  einer  endlichen  Anzahl  Gebiete  der  Klasse  B,  oder  der  soeben 
erwähnten  Elementargebiete  mit  nur  zwei  Ecken  in  geeigneter  Weise 
„dachziegelartig"  zu  überdecken  (Nr.  2  Fußnote  19)  xmd  diese  durch 
alternierendes  Verfahren  sukzessive  miteinander  zu  verschmelzen  (vgl. 
W  F.  Osgood,  HB  1  Nr  27,  insbesondere  die  Fig  6  und  7  sowie  W  F. 
Osgood,  Funktioiientheorie,  p  697—699).  ^m)  ^^^) 

In  emer  ganz  ähnlichen  Weise  kann  man  im  Eaume  vorgehen 
Man  findet  so  die  Lösung  des  ersten  Randweitproblems  für  raumliche 
Gebiete  der  Blasse  iÄ*^")  und  beliebige  stetige  Randwerte 

Es  sei  S  em  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  der 
Klasse  B,  dessen  Randlinie  auf  einer  anderen,  die  erste  nicht  berüh- 
renden Fläche  der  gleichen  Klasse  liegt  (somit  die  Schnittlinie  zweier 
Flächen  diesei  Art  darstellt).  Man  kann  durch  em  alternierendes 
Verfahren  diejenige  stetige,  außer  auf  S,  überall  (auch  im  Unend- 
lichen)  reguläi-e   Potentialfonktion   bestimmen,   die  auf  dem  doppelt 


sehe  Eesnltat  lusofem  über  das  SchwargBche  hinaus,  als  die  Eandknrven  nunmehr 
einander  berühren  dürfen  Lebesgue  bedient  sich  bei  seinen  Untersuchungen  der 
Hilfsmittel  der  Yanationsmethoden  (Nr  45  o)  Diese  spielen  auch  bei  gewissen 
verwandten  Betrachtungen  von  S  Zaremba  (loc  oit  548)  b)  und  c))  eme  Kolle. 
Man  vergleiche  auch  die  Bemerkungen  von  M  Cowratü,  loo  oit  666),  p  54.9 — 660. 
Über  den  Zusammenhang  des  alternierenden  Yerfahrens  mit  der  Poincar^schen 
Möthode  der  balayage  vergleiche  Nr  86. 

284)  An  der  bezeichneten  Stelle  werden  übngeDs  Gebiete  der  Klasse  D 
betrachtet,  die  angewandte  Methode  ist  von  der  im  Text  angegebenen  ver- 
schieden   Man  vei  gleiche  hierüber  die  Ausführungen  weiter  unten 

286)  Das  erste  B.andwertproblem  für  Gebiete  dei  Klasse  M  (ohne  Spitzen) 
in  @  läßt  sich  nach  S.  Zaremba  durch  JP^cmotomw  sehe  Reihen  (Ni  17  c,  insbea 
die  Fußnote  198)  direkt  auflösen  Das  soeben  auseinandergesetzte  mduekte  Ver- 
fahren leistet  insofern  mehr,  als  nunmehr  auch  emsprmgende  Spitzen  zugelassen 
werden  können 

286)  A  Itom  gewmnt  so  die  Lösung  des  ersten  lUndwertproblems  für 
räumliche  Gebiete  der  Klasse  J3,  indem  er  von  Gebieten  der  gleichen  Klasse, 
die  in  bezug  auf  einen  Punkt  konvex  smd,  ausgeht    Vgl.  Nr.  17o 

18* 
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gezählten  FläclierLstücke  S  eme  Torgescilriebene  stetige  Wertfolge  au- 

Bereits    um   die   Mitte   der   siebziger   Jahre   war   H  A.  ScJnoarjs 
3u   einer  voUatdndigen  Auflösung   des   ersten  Randwertproblems  für 
Gebiete  der  Klasse  E  m  ü  oder  ©^  gelangt     Es   seien  x  =  ^^iß), 
2/  =  5[Jj  (t)    Gleioliungen    eines    (doppelpunktlosen)    analytischen    und 
regul'ären   Kurvenstückes  2;  in  @  (vgl.  Nr  2).    Durch  Yermittelung 
der  Funktion  e^{t)  =  ^^(0  +  i'^^if)  läßt  sich  ein  in  der  komplexen 
jSf-Ebene  gelegenes,  2.'  enthaltendes  Gebiet  auf  ein  Gebiet  der  if- Ebene 
konform  abbilden,  so  daß  2  einem  Stück  der  Achse  des  Reellen  ent- 
spricht.*^^)   Man  kann  mithin  gewiß  em  Gebiet  der  Klasse  D  m  T 
angeben,  dessen  Rand  einen  zusammenhangenden  Teil  einer  Seite  der 
Begrenzung  von  T  (mit  Einschluß  eines  ihrer  Endpunkte)  mit  S  ge- 
meinsam hat  und  auf  ein  Kreissegment,  also  auch  auf  eine  Kreis- 
!  fläche  konform  abgebildet  werden  kann.  Liegen  nach  außen  gerichtete 

Spitzen  nicht  vor,  so  läßt  sich  T  von  emer  endhchen  Anzahl  Ele- 
I  mentargebiete,  für  die  das  erste  Randwertproblem  gelöst  werden  kann, 

m  geeigneter  Weise  dachziegelartig  überdecken.   Das  alternierende  Ver- 
fahren (N'r  24a,  erste  Grundform)  führt  zu  emer  vollständigen  Losung 
dererstenRandwertaufgabe(vgLÖS5foo<i,IIBlNr.21)    Für  den  Fall,  daß 
I  nach  außen  gerichtete  Spitzen  vorkommen,  liegen  Yeröffentlichungen 

von  H  Ä  Schwäre  nicht  voi  (Ygl.  übrigens  Nr  34  o,  insbesondere  die 
Fußnote  289)  Sind  die  Krümmungsradien  der  beiden  Nachbarseiten 
von  S  in  dem  Scheitel  der  Spitze  voneinander  verschieden,  so  laßt 
sich  ein  geeignetes  Elementargebiet,  von  emer  Ka-eisbogenspitze  in  der 
,  Ebene  t  ausgehend,  bestimmen  (vgl.  Osgood,  IIB  1  Nr.  21  Fig.  8) 

I  c)  Gebiete  der  Klasse  E  und  M  in  (S.   Konforme  Abbildung  auf 

\  analytische  GeUete  Das  gweiie  BandwertjproUem  Es  sei  T  em  einfach 

r  zusammenhängendes   Gebiet  der  Klasse  E  oder  M  ir  ®.    Den  Aus- 

führungen der  Nr  24  b  gemäß  ist  die  Existenz  der  zu  T  gehörigen 
I  G'reewsohen  Funktion  G(|,  i?;  ^;  3/)  sichergestellt.    Außer  in  den  Ecken 

287)  Tgl  die  Fußnote  826)  (Nr  24i) 

288)  Vgl  E.  Ä.  Schwäre,  Ges  Abb  2,  p  U9— 151,  J^  Picarä,  Tratti  2 
p  297 — 301  Siehe  femer  Osgood,  II B  1  Nr  20.  Die  konjugiert  komplexen  Werten 
von  t  entsprechenden  Punkte  der  Ebene  «^  nennt  Sclvucarg  „symmetrisch".    Die 

I  Symmetnebeziehung  ist  von  der  AVahl  des  Parameters  t  unabhängig 

I  Untersuchungen  über  durch  analytische  Funktionen  vermittelte  („konforme") 

I  Beziehungen  analytischer  und  regulärer  Kurven  sind  neuerdings  von  E,  Kobnet, 

\  Fifth  intern  Congr  of  Math  ,  Cambridge  1  (1913),  p  81—87;  Tians  of  the  Amer 

!  Math.  Soc  16  (1915),  p  388—849  und  G.  Ä  Pfeiffer,  Amer  Joum   of  Math   37 

(1916),  p  895—430  angestellt  worden 


24.  Kombinatorische  Methoden,  261 

a 

und  Spitzen  ist  ancli  jetzt  noch  ö-G^(|,'»?;s)  vorhanden,  stetig  und>0. 
Durch  Vermittelung  der  Funktion 

<1)  Z==Zig)==e-^^+*^(U{x,y)==Oi!^,rj;  x,y),  F zu  «7  konjugiert) 
•wird  T+S  auf  den  Bereich  K-\-C{\Z\^V)  konform  ahgebildet 
Der  Beweis  läuft   dem   ia  der  Nr.  20   angedeuteten   völlig   parallel 

Wegen  j-  G(ß,  >?;  s)  >  0  wird  S,  höchstens  mit  Ausnahme  der  Ecken 

und  Spitzen,  auf  den  Emheitskreis  umkehrbar  eindeutig  und  stetig  be- 
zogen. Für  Gebiete  der  Klasse  JS  hat  H  A.  Schwans  gezeigt,  daß 
auch  Ecken  und  Spitzen  keine  Ausnahme  bilden. '^^)  iJinen  von 
diesem  ganz  verschiedenen  Beweis  gibt  ^.  JPicard^^^)  Die  folgende 
einfache  Überlegung  rührt  von  P.  Zbe&e  her  und  stellt  eme  Modifikation 
dei  Picar<?  sehen  Schluß  weise  dar.^^^)    Das  Gebiet  T  möge  etwa  in  P 

eine  einzige  Ecke  haben    Wegen  ö-ö(|,  i;;  ä)  >  0  entspricht  S  (nach 

Foiinabme  von  P)  m  der  Ebene  Z  gewiß  em  zusammenhangender 
(offener)  Kreisbogen  G*.  Es  sei  G —  C*  ebenfalls  em  Kreisbogen  und 
es  sei  jT  +  ;^  irgendein  einfach  zusammenhängender  Bereich  m  JE"  +  (7, 
dessen  Rand  C  —  C*  (Endpunkte  eingeschlossen)  enthalt  Konvergiert 
T  -\-E  gegen  G  —  C"**,  so  muß  das  T  in  der  Ebene  s  entsprechende 
Gebiet  gegen  P  konvergieren  Die  Funktion  8{Z)  hätte  auf  C —  G* 
einen  konstanten  Wert,  was  ausgeschlossen  ist  Es  ist  also  G — (7* 
em  Punkt.   Man  findet  zugleich,  daß  Z{/)  auch  in  P  stetig  ist. 

Dieser  Beweis  gilt  für  alle  Gebiete  der  Klasse  E,  M  oder 
(gsss)  in  ® 

289)  Den  Beweia  hat  Schwärs  in  seinen  Vorlesungen  an  der  Berbner  Uni- 
versitu.t  wiederholt  vorgetragen,  jedoch  nicht  veröffenthcht 

290)  Vgl  K  Picard,  Tiaite  2,  p  305— 307,  zuerat  im  Jahre  1888  in  den 
Paiiser  Vorlesungen  mitgeteilt  (Man  vergleiche  auch  W  F  Osgood,  Funk- 
tionentheone,  p  678 — 676  sowie  p  681—687 )  Eine  andere  Fassung  gibt  C.  Cara- 
tModoi-y,  Schwarz  Festschnft,  Berlin  1914,  p  19-41  [p  37 — 88]  Oarathiodory 
betrachtet  Ecken,  deren  Seiten,  außer  höchstens  im  Eckpunkte  selbst,  analytiuch 
und  regulär  sind,  in  diesem  aber  je  emc  stetige  Tangente  haben  Seine  Betrach- 
tungen gelten  fnr  Gebiete  dei  Klasse  Q.  Man  vergleiche  femer  P  Koebe,  Jonmal 
f  Math  145(1915),  p.  177—223  [p,  209— 212]  C  CaroiWodlory  beweist  an  gleicher 
Stelle  den  (von  ihm  erweiterten)  Satz  von  P  Paiulevi  (C  R,  112  (1891),  p  658 
bis  657),  daß  m  einem  Punkte,  m  dem  die  Randkurve  eine  oder  zwei  Tangenten 
hat  (der  eingeschlossene  Winkel  >0  und  ^2ä),  die  Abbildung  ,,quasikonfoim" 
ist  (vgl  Nr  48  a,  insbesondere  die  Fußnote  595)  Doi-t  findet  sich  auch  em  Hin- 
weis auf  gewisse  neue  Ergebnisse  von  W  Groß ) 

291)  Vgl   P  Koebe,  Gott  Nachr  1907,  p   633—669  [p  666—667], 

292)  Das  letztere,  sobald  die  Existenz  dez  Qrecnschen  Funktion  erbracht 
ist  (Nr  88) 
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Wie  in  der  Nr  22  ist  liiermit  zugleich  gezeigt,  daß  jedes  melirfach. 
^usammenliängende  Gebiet  der  Klasse  E,  M  oder  Q^^^)  m  @  auf  ein 
G-ebiet  der  Blasse  (7  in  ®  konform  abgebildet  werden  kann  Da  die 
öreewBolie  Funktion  der  konformen  Abbildung  gegenüber  invariant  ist, 
so  gilt  insbesondere  der  Reziprozitätssatz  (3)  Nr.  20  für  alle  Gebiete 

der  Klasse  B,  M  oder  Q^^^.  Da  aueli  der  Ausdruck  ~  C?(|,  t?;  t)dt  in- 
variant bleibt,  so  gilt  die  Fundamentalformel 

(2)  u{i,ri)='^Cm^G{l,n;t)di 

für  alle  Gebiete  der  Klasse  E,  M  oder  Q^^)  m  ®  und  beliebige  ab- 
teilungsweise  stetige  /"(s)*^*). 

Es  sei  T  em  Gebiet  der  Klasse  E,  M  oder  Q.^^)  Um  das  zweite 
Randwertproblem  unter  Zugrundelegung  beliebiger  abteilungsweise  ste- 
tiger Werte  der  Normalableitung  zu  erledigen,  erscliemt  es  am  einfachsten, 
T  auf  ein  Gebiet  der  Klasse  0  in  @  konform  abzubilden.  Für  diesen  ist 
sodann  das  zweite  Randwertproblem  aufzulösen.  Die  neuen  Werte  der 
Norraalableitung  smd  unbedingt  integnerbar  und,  außer  höchstens  m 
einer  endli-chen  Anzahl  isolierter  Punkte  P^  (j*  =  1,  .  w),  abteilungs- 
weise  stetig.  Die  Lösung  (Nr  17)  erscheint  in  der  Form  des  Poten- 
tials emer  einfachen  Belegung,  deren  Dichte  unbedingt  integrierbar 
und,  außer  in  P^O  =  1,  . .  n),  abteilungsweise  stetig  ist.  Ob  die  Lö- 
sung selbst  m  jenen  Punkten  stetig  ist,  kann  erst  eine  weitere 
Untersuchung  zeigen^"*)  Bei  einem  Gebiete  der  Klasse  Jf*^^)  führt 
übrigens  nach  S  Zareniba  die  iJoözwsche  Methode  direkt  zum  Ziele 
(Nr  17  c)     Die  Losung  ist  m  T  -f  iSf  stetig. 

Eine  vollständige  Behandlung  des  zweiten  Randwertproblems  in 
dreidimensionalen  Gebieten  mit  Kanten  und  körperlichen  Ecken,  z  B 
den  Gebieten  der  Klasse  D,  liegt  zur  Zeit  nicht  vor  Eine  Losungs- 
moghchkeit  durften  die  Yanationsmethoden  sowie  die  Untersuchungen 
von  S.  Zanremba,  B  Bd/r  und  T  Carhman^^^)  bieten. 

d)  Losungen  mit  vorgeschriebmen  VeriodimtatsmoduLn  Unter  den 
weiteren  Problemen,  die  durch  alternierendes  Verfahren  gelöst  werden 

298)  Das  Integral  rechter  Hand  ist  unbedingt  konvergent.  Man  vergleiche 
die  Fußnote  249) 

294)  Bei  Gebieten  der  Ulasse  D  lat  dies  den  Slitzen  der  Nr  23  zufolge 
gewiß  der  Fall   (vgl    L.  Lichtenstein,  loo   cit   272),  p  110—112) 

296)  Ohne  (nach  innen  genchtete)  Spitzen, 

296)  Ygl  B  Bär,  loc.  oit.  199),  p  18-19^  und  T  Garleman,  loo  cit  198), 
p  81—88     Ca)leman  betrachtet  a  a  0    Gebiete  (im  Räume),  deren  Band  aun 
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können,  sei  zunächst  die  Beetimmung  derjenigen  in  emem  melirfach. 
znaammenliängenden  Gebiete  T  der  Klasse  B  (allgemeiner  der  Klasse  E 
oder  Jf )  in  ®  regulären  Potentialfunktion  genannt,  die  auf  8  vorge- 
sehriebene  Werte  ^^^  annimmt  und  vorgegebene  Periodizitätsmoduln 
hat.^^^)  Im  übrigen  läßt  sieb  dieses  Problem  durch  Subtraktion  eines 

geeigneten  Ausdruckes   von   der   Form   ^  J.j  arctg  ^~^*  auf  die 

Bestimmung  einer  emdentigen  Potentialfunktion  zurückführen.^^^)  Anders 
verhält  es  sich  bei  dem  analogen  Problem  auf  ®^  oder  im  Räume; 
hier  leistet  das  alternierende  Verfahren  wesentliche  Dienste.  ^^) 

e)  Zweidimensionale  Gebiete  auf  einer  Flache  im  Baume.  Kern- 
forme  Ähbüdung  auf  ebene  Gebiete  Es  sei  @  ein  einfach  zusammen- 
hängendes Q-ebiet  auf  emer  Fläche  der  Klasse  Äh: 

(1)  x  =  x(v,(a),     y  =  y(v,(a\    B==g{v,<o), 

(2)  dP='  dx"  +  df  +  dii^=Edv^  +  2Fdvdm  +  Gd<o' 

Man  kann  m  unendlich  mannigfaltiger  Weise  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  stetige  Funktionen 

(3)  |  =  Cr(»/,a)),    7y  =  7(v,(D) 

bestimmen,  so  daß  ©  durch  |  -)-  iri  auf  ein  Gebiet  0  der  Ebene  (|,  'rf) 
konform  abgebildet  wird.  Dies  besagt,  daß  dl^=rl){v,(ri)\dl^ -\- dvi^ 
gesetzt  werden  kann  und  im  Innern  und  auf  dem  Rande  von  @  die 
Funktion  ^  stetig  und  >  0  ist.    Die  partiellen  Ableitungen  Djl,  B^ri 

emer  endlichen  An/ahl  FUchcustüoke  der  Klasse  B  besteht,  die  emander  nirgends 
berühren     Körpeiliche  Ecken  sind  ausgeschlossen 

297)  Ist  fiß)  eine  Randfanktion,  so  gilt  /"(«  +  Q  =  A«)  +  c,  unter  l  die 
Länge  der  jeweiligen.  Bandkomponente,  unter  c  eine  Eonstante  verstanden;  f{8) 
kann  etwa  stetig  vorausgesetzt  werden 

298)  H  A  Schwäre,  Math  Ann  21  (1888),  p  157—160;  Ges  Abb  2,  p  308 
bis  806,  j^  Ihcard,  Traitö  2,  p  608—513 

299)  Vgl  J  Btemann,  Thöse,  Paris  1888;  J^  Ihcard,  Traitö  2,  p  618 

300)  Doppeltpenodische  Green  sehe  Funktion  in  @  fuhrt  M  Mason,  Trans 
of  the  Amer  Math  Soc.  6  (1905),  p  159—164  ein.  Dreifach  periodische  Potential 
unktionen  im  Räume  sind  von  P  Äp-pell,  Acta  Math  4  (1884),  p  813—374 
[p  847—371]  untersucht  worden  Man  vergleiche  femer  P  AppeU,  Acta  Math.  8 
(1886),  p  265—294;  Eend.  del  Cuo  Mat  di  Palermo  22  (1906),  p  861—870 
Doppeltpenodische  Potentialfanktionen  im  Räume  betrachtet  Isahüla  Crespi, 
■Giom.  di  Matern  146  (1907),  p.  129—152 


ij 
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ßind  in  diesem  Bereiche  stetig  und  genügen   einer  HolderBchen  Be- 
dingung.   Ancli  ^(v,  o)  genügt  euier  H-Bedingüng.***^) 

Es  sei  jetzt  @  ein  über  einer  Fläche  der  Klasse  D  ausgebreitetes 
einfach  zusammenhängendes  Gebiet,  das  eine  und  nur  eme  Kaute '*'^  ent- 
hält Die  an  die  Kante  anschlieBenden  Seitenflächen  heißen  ©^  und  @j. 
Es  seien  ?i=Si+i%  ^^^  &j  ==  is  ~l"  ^'^s  Funktionen,  durch  deren 
Vermittelung  zwei  sich  längs  eines  Bogens  £  der  Kante  schneidende 
Stücke  der  (über  H  fortgesetzt  gedachten)  Seitenflächen  ©^  und  ©j 
derart  auf  ebene  Gebiete  abgebildet  werden,  daß  Z"  allemal  ein  Stück 
der  Geraden  ly  =  0  entspricht.  Aus  der  von  0.  F.  Gauß  entwickelten 
Theorie^')  folgt,  daß  gj  auf  einem  zusammenhängenden  Stück  der  Ge- 
raden ly  =  0  und  einer  Umgebung  dieses  als  eine  analytische  und 
reguläre  Funktion  von  g^  aufgefaßt  werden  kann:  ^2=  ^{ti)  Durch 
Vermittelung  der  Funktionen  ^^  auf  ©j,  ^(^i)  auf  ©^  wird  ein  auf 
beiden  Seiten  von  27  ausgebreiteter  Bereich  m  ©  auf  einen  ebenen 
Bereich  konform  abgebildet.""*) 

801)  Die  Funktionen  |  nnd  ?]  genügen  den  simultanen  partiellen  Differential^ 
gleicbungen  vom  elliptischen  Typus 

Liegt  insbesondere  eine  Fläche  der  Klasse  B  vor,  so  genügen  |  und  rj  der  sich 
selbst  adjungierten  partiellen  DifEerentialgleichnDg  zweitei  Ordnung  vom  ellip- 
tischen Typus 

Ftbr  Flächenstücke  der  Klasse  C  ist  die  Möglichkeit  der  konformen  Abbildun^f 
auf  schlichte  Gebiete  bereits  von  C.  F  Gauß  bewiesen  worden  (Werke  4,  p  198 
bis  216).  In  dem  besonderen  Falle,  daß  die  Funktionen  (1)  stetige  partielle  Ab- 
leitungen der  drei  ersten  Ordnungen  haben  und  die  Ableitungen  dntter  Ordnung 
der  JSToTder  sehen  oder,  allgemeiner,  einer  verwandten  D»«« sehen  Bedingung  ge- 
nügen, folgt  diese  Möglichkeit  aus  den  Untersuchungen  von  JE  E.  Lern  (Rend. 
del  Circolo  Mat  di  Palenno  24  (1907),  p  27fi— 817)  und  D  Silbeii,  Qött  Nachr 
1010,  p  1—65  [p  8—34];  Giundzuge,  p  219—242.  Für  Fläohenstücke  der  Klasse 
B'  ist  dei  Beweis  von  L,  LicfUenstetn  gegeben  woiden  (Berl  Abb  1911,  Anhang) 
Einen  anderen  Beweis  hat  A  Korn  für  Fläohenstticke  der  Klasse  Bh  geliefert 
(Schwarz  Festschrift  l'914,  p  216—239)  In  dem  Umfange  des  Textes  ist  dei  be- 
trachtete Satz  neuerdingfs  \ou  i  lAchtetistein  bewiesen  worden  (Bulletin  de 
l'Aoad.  de  Sc.  de  Oracovie  1916,  p  192—217) 

302)  Daher  gewiß  keine  räumliobe  Ecke 

803)  Vgl  loc.  01t.  301) 

304)  Die  Abbildung  ist  auch  liings  der  Kante  konform.  Der  im  Text  an- 
gedeutete Beweis  geht  auf  H  A  Schwarz  zurück,  dem  die  Möglichkeit  der 
fraglichen  konformen  Abbildung  schon  im  Jahre  1870  bekannt  war  Vgl, 
H  Ä.  Schwarz,  Berl  Monatsberichte  1870,  p  767—795;  Ges  Abb  2,  p  144— 17t 
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In  ähnlicher  Weise  wird  man  vorgehen,  wenn  mehrere  Kanten 
vorliegen.  Enthält  (3  eine  räumliche  Ecke,  so  bietet  eine  konforme 
Abbildmig  auf  ein  schlichtes  Gebiet  in  @  Schwierigkeiten,  die  erst 
durch  P  Koebe  überwunden  worden  sind.  Die  emdeutig  umkehr- 
bare Beziehung  von  ©  und  ®  ist  jetzt  überall  stetig  und,  außer 
in  dem  Eckpunkt  selbst,  konform  Mit  dem  besonderem  Falle,  wenn 
die  m  der  Ecke  zusammenstoßenden  Flächen  ebene  oder  sphärische 
Flächen  sind,  hat  sich  bereits  H.  A  Schwarz  beschäftigt^"^)  Für 
körperliche  Ecken,  deren  Seitenflächen  der  IQasse  C  angehören,  ist 
die  Möglichkeit  der  erwähnten  konformen  Abbildung  zuerst  von  P.  Koehe 
bewiesen  worden  (Nr.  41),^°°) 

Jede  Fläche  S  der  Klasse  D  (und  voraussichtlich  auch  Lh)  laßt  sich 
mithin  von  einer  endhchen  Anzahl  Grebiete,  deren  jedes  auf  eiue  Kreis- 
fläche konform  abgebildet  werden  kann,  dachziegelartig  Überdecken  Es 
sei  ©*  em  über  S  ausgebreitetes  einfach  zusammenhängendes  Gebiet, 
dessen  Begrenzung  mit  den  Kanten  endlich  viele  Punkte  oder  Bögen  ge- 
meinsam hat  und  aus  einer  endhchen  Anzahl  Stücke  von  Kurven  mit 
stetiger  Tangente  besteht,  die  Ecken,  jedoch  keine  Spitzen  miteinander 
einschließen  "°^  Duich  alternierendes  Verfahren  laßt  sich  <B*  auf  die 
Fläche  emes  Einheitskreises  m  emer  schKchten  Ebene  konform  ab- 
bilden. Hiermit  ist  auch  die  erste  und  die  zweite  Randwertaufgabe 
der  Differentialgleichung  AgM^O*"^)  filr  das  Gebiet  ©*  erledigt 


[p  161—162]  Einen  anderen  Beweis  gibt  B  Konig,  Math.  Ann.  71  (1911),  p  184 
bis  205  [185 — 189]  an  Der  betrachtete  Satz  gilt  vor^asaiohthch  auch  bei  Grebieten, 
die  über  Flächen  der  Klasse  Lh  ausgebreitet  sind  Dei  Beweis  wäre  indessen 
anders  zu  führen 

805)  Vgl  die  Andeutungen  von  H  A  Schwarz,  a)  Joum  f  Math  70  (1869), 
p  105—120;  Ges  Abh.  2,  p  66—83  [p  80—83];  b)  Berl  Monatsber.  1870,  p  7G7 
bis  795,  Ges.  Abh.  2,  p   144—171  [p   167] 

306)  P  Koebe,  Gott  Nachr.  1908,  p.  869—360  sowie  loc  cit  682)  d)p  95— lOS 
[s  die  Ausführungen  der  Nr.  47  p  8|0— 801]  Vgl.  femer  B  Komg,  Q^tt  Nachr 
1910,  p  130—182  sowie  loc  oit  804)  Diese  Beweise  gelten  wahrscheinlich  un- 
veiändert,  auch  wenn  die  Seitenfllichen  der  Klasse  Ah  angehören,  sowie  erst 
die  am  Schluß  der  Fußnote  304)  behauptete  Möglichkeit  feststeht 

807)  Die  Berandung  2^  von  ©*  wird  durch  eine  (endliche)  Anvahl  Gleichungen 
von  der  Form  v  =  v{ai)  oder  ra  =  «»(v)  bestimmt  Es  wiid  vorausgesetzt,  daß  die 
Funktionen  v{(a)  und  aj(v)  stetige,  der  flÖWer sehen  Bedingung  genügende  Ab- 
leitung haben,  und  überdies  2*  keinen  körperhehen  Eckpunkt  von  S  enthalt 

808)  Vgl  H.  A  Schwarz,  Ges  Abh  2,  p  144—174  [p  161—162]  Sehware  be- 
trachtet ein  über  einer  Fläche  der  Klasse  D  ausgebreitetes  (Jebiet,  dessen  Band 
aus  einer  endlichen  Anzahl  Stücke  analytischer  und  regulärer  Kurven  besteht  Die 
Möglichkeit  der  konformen  Abbildung  einer  körperlichen  Ecke  wird  postuliert 
In  dem  allgemeineren  Falle  einer  Flache  der  Klasse  Lh  erscheint  es  hei  der 
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Es  sei  So  eiii  ^^^^  ^^  ®"^®'  Seitenfläohe  von  5  und  §;  =  |  +  »^ 
eme  FunMion,  dütcli  deren  Vennittelnng  em  So  enthaltendes  Gebiet 
auf  S  auf  em  schlichtes  Gebiet  in  @  konform  abgebildet  wird   Wir 

setzen  g(So)  =  Sq.  i?    •       ir      i 

Ist   die  Fläche  Ä  schlichtartig,  so  kann  man^sie  aut  eme  Kugel 

derart  konform  abbilden,  daß  drei  vorgeschriebeAen  Punkten  auf  8 

ebenso  viele  vorgegebene  Punkte  dei  Kugel  entsprechen. »»«) 

Der  Beweis  ist  erbracht,  sobald  die  Existenz  einer  auf  S,  außer 

m  s„    regulären  Lösung   U  der  Differentialgleichung   AjW  =  0,   die 

sieh  in  der  Umgebung  von  Sq  ^^^  ^  U  —  io  ~^  ^^  ^°^  ^^^  ^"^-1 
verhält,  feststeht  Der  Existenzbeweis  läßt  sich  nach  der  Methode 
der  gürtelförmigen  Verschmelzung,  in  emer  von  der  Nr.  24:a  aus- 
einandergesetzten abweichenden  Gestalt,  durchführen."»)  Das  Potential 
U  ist  als  „Strömungspotential«  zuerst  von  F.  Klein  systematisch  be- 
trachtet worden.  °") 

Ist  V  die  zu  U  konjugierte  Lösung  der  Gleichung  AgW  ==  0,  so 

wird  S  durch  Yermittelung  der  Funktion  U+iVmi  die  schlichte  Ebene, 

mit  Einschluß   des  unendhch   fernen  Punktes,   konform    abgebildet. 

Yon  hier  aus  gelangt  man  durch  stereographische  Projektion  auf  die 

Einheitskugel   Allgemeiner  läßt  sich  in  derselben  Weise  die  Existenz 

]  i  einer   auf  S,  aufler  in  Sj(j  =1,  .    .  m),  regulären  Lösung  der  Diffe- 

!  ■  rentialgleichung  AjW  =  0  dartun,  die  in  der  Umgebung  von  s^  sich 

1''    ,  -  - 

I  Fomuliertmg  der  Bandwertatifgabe  notwendig,  die  Gleichung  A,m  — 0   durch 

I  'j  die   simultanen  Differentialgleichungen  (4)  zu  ersetzen,   dies  weil  die  Existenz 

i  der  Ableitungen  DjI,  DjTj  mcht  feststeht     Lllngs  der  Kanten  werden,   auch 

i[    .  wenn  S  der  Klasse  D  angehört,  D^u  im  allgemeinen  sich  spiuugweiae  imdem 

Ij  'i  In  den  körperhchen  Ecken  wird  u  schlechthin  stetig  vorausgesetzt. 

j  I ' '  809)  Ygl  die  Fußnote  808).    Ein  anderes  Vorfahren  zur  konformen  Abbil- 

'  düng  geschlossener,  schhchtarhger  Gebiete,  insbesondere  geschlossonor,  schhcht- 

''    ,  artiger  EicmannBcher  Flächen  aut  eine  Kugel  findet  sich  bei  2\  Koebc,  loc   cit 

'  I    ,  582)  d)  p  77—83    Man  vergleiche  die  Ausfijyirungen  der  Nr.  47  p  300  und  3C3. 

'I    ,  310)  Ygl  E  Ä  Schwäre,  loc  cit  276),  insh.  Ges  Abh  2,  p   167—171    Man 

''    I  vergleiche  femer  H  Ä  Sclmars,  Math  Ann  21  (1883),  p  167—160;  Ges  Abh  2, 

']  p.  .308—306,  wo   die  Existenz  ji&rfscher  Integrale    erster  Art  auf  einer  ge- 

,    ,  sohloBsenen  Jitcman» sehen  Fläche  bewiesen  wird,  und  G  Neiimann^  jl&eZsche 

Integrale,  p  432—471  [p.  406 — 471]  (die  >9c/noar0ach6  Methode  findet  sich  unter 
anderem  bei  E  Ptcard,  Traitö  2,  p  508 — ö'22  und  638—540  im  Zusammenhang 
dargestellt)  Man  vergleiche  femer  W  F  Otgood,  II B 1  Nr  22.  Die  Methode  der 
gürtelförmigen  Verschmelzung  läßt  sich  auch  durch  em  von  L  Lichtenstetn  an- 
gegebenes verallgememerungs^iges  Verfahien  ei  setzen  (vgl.  Nr.  24 j). 

811)  Vgl  F  Klem,  Algebraische  Funktionen,  paesim;  Hiemami^chei  Flachen 
!    '  1,  P  4—16 


!t!    's 
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ntir 


1    *, 

^«  ^  \2  ^?^^f  +  (^.  +  ^i  0  log  (g  -  gy)]  verhält,  sofern 

i 

f)  Gebiäe  %n  (£^.  Uaistenssatge  der  BiemannscJim  Tfieorie  «Sei  T 
em  einfacli  zusammenliängendes  ö-ebiet  der  Klasse  J5  in  (£„  oder  ®* 
(p  188)  Wiederholte  Anwendung  des  alternierenden  Verfahrens  liefert 
die  Lösung  des  ersten  Randwertproblems."^*)  Man  gewinnt  so  femer  die 
GremBclie  Funktion  G^(|,  -»?;  x,  y)  des  Gebietes  T  und  die  konforme 
Abbildung  dieses  auf  ein  Kreisgebiet.  Jedes  beliebige  mehrfach  zu- 
sammenhängende schlichtartige  Gebiet  m  ®^  läßt  sich  durch  Hinzu- 
fugung  einer  Anzahl  weiterer  Gebiete  zu  einem  einfach  zusammen- 
hängenden ergänzen,  folglich  auf  ein  schlichtes  Gebiet  konform  ab- 
bilden."^") Die  Sätze  der  Nr  30  lassen  sich  in  naheliegender  Weise 
auf  schlichtartige  Gebiete  in  (£^  übertragen. 

Es  sei  9?  eine  über  der  Äf-Ebene  ausgebreitete  geschlossene  JRiemcmn- 
sche  Flache.  Durch  eine  weitere  Ausgestaltang  der  Nr  24  a)  bis  e)  be- 
sprochenen Methoden  gelangt  man  zu  einer  der  wichtigsten  Anwen- 
dungen der  kombinatorischen  Methoden,  nämlich  zu  einem  Beweise  der 
auf  9(1  bezüglichen  JBiemaww sehen  Existenzsätze  xmd  damit  zu  emer 
Begründung  der  JRiemaw»  sehen  Theorie  der  algebraischen  Fxmktionen 
(ygl  W  F  Osgood,  EBl  Nr.  33,  W.  WirUnger,  IIB 2  Nr.  12).  Statt 
emer  geschlossenen  JRiemannachen  Fläche  kann  man  der  Betrachtung 
eine  beliebige  geschlossene  Fläche  S  der  Klasse  D  (und  voraussichtlich 
auch  Lh)  zugrunde  legen  {W.  F  Osgood,  II Bl  Nr  22)  "*) 

Es  sei  s^  (^  =  1,  .     m)  wie  vorhin  eme  Anzahl  von  Punkten  auf  S 

Es  sei  TFo  =  ^)  +  * -^o  irgendeine  auf  S  erklärte,  bis  auf  jene  Punkte, 
1     kj 

wo  sie  sich  wie  ^  ~J—^    •'^     verhält,  reguläre  eindeutige  Funktion. 

Durch  Vermittelung  von   Wq  wird    8  auf  eme   über   der    Uq-\-iVq 

812)  Enthüllt  T  Windtmgspunkte,  so  wird  man  sich  bei  der  „dacbziegel- 
artigen"  Überdeckung  auch  mehrblättxiger,  etwa  von  einem  mehrfach  umfahrenen 
Kreise  begrenzter  Teilgebiete,  bedienen  Etwa  vorhandene  Faltungslinien  werden 
alB  Kanten  aufgefaßt. 

313)  Vgl*  z  B.  P  Eoebe,  Jahxeab.  d  Deutschen  Math  Ter  16  (1906),  p  142— 
163  [p  150 — 153]  Dort  finden  eich  p  152  entsprechende  Sd,tze  über  nichtschlioht- 
artige  G-eblete 

814)  Vgl  JF.  Klevn,  Algebraische  Funktionen,  femer  F.  Klein,  üiewaMMsohe 
Flächen,  j^  Picoid,  Traitö  2,  p  608—546,  B.  Frtcke  und  F.  Klein,  Automorphe 
Funktionen  1 
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Ebene  ausgebreitete  gescTalossene  BiemamisGhe  Fläche  ?R  umkehrbar 
eindeutig  und  stetig  und,  bis  auf  die  kdrperhchen  Ecken  und  Win- 
dungspimkte,  konform  abgebildet.  Randwertprobleme  der  Theorie  der 
Diffeientialgleichung  Agit  =  0  auf  S  werden  hierdurch  auf  analoge 
Aufgaben  der  G-leichung  Aw  =  0  auf  SR  zurückgeftihrt. 

Ist  Wi  eme  andere  Funktion  auf  S  vom  gleichen  Chaj^ter,  so 
ist  f(W  Wi)  ==  0,  unter  f  eiue  ganze  rationale  Funktion  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  verstanden.  Jeder  geschlossenen  Fläche  der  hier 
betrachteten  Art  entspricht  eme  Klasse  algebraischer  Funktionen. 
Näheres  über  die  sich  daran  anschließenden  Betrachtungen  findet  sich 
in  der  unter  ^^*)  an  erster  Stelle  zitiei-ten  Schrift  von  F  Klein 

Existenzbeweis  ^6eZ  scher  Integrale  auf  geschlossenen  Biemami- 
schen  Flächen  und  damit  eine  Begi-ündung  der  Theorie  algebraischer 
Funktionen  durch  Variationsbetrachtungen  vergleiche  Nr.  46,  fank- 
tionentheoretische  Begründung  Nr  47 

g)  Weitere  Anwendungen  des  altemierendeti  Verfahrens.  Durch 
geeignete  Ausgestaltung  des  dem  alternierenden  Verfahren  zugrunde 
liegenden  methodischen  Gedankens  läßt  sich  ein  Existenzbeweis  ver- 
schiedener Klassen  im  Sinne  von  S.  Ricmann  durch  ihre  Grenz-  und 
Unstetigkeitsbedingungen  eikläiter  Potential-  und  analytischer  Funk- 
tionen eibriugen  Hervorzuheben  smd  namentlich  ein  Existenzbeweis 
der  zu  eiaem  vorgegebenen  Fundamentalbereich  gehörigen  automor- 
phen Potentialfunktionen '")  und  ein  Beweis  der  Fundamentalsätze 
der  Theorie  der  Pyj/w sehen  Funktionen"")  Anwendungen  in  der 
neueren  Theorie  der  konfoimen  Abbildung  vergleiche  Nr  40. 

h)  Stromung^otentüd.   Abbildung  auf  ein  ScUitegcbiet     Es  sei  T 

816)  Ygl  B.Fncke,  IIB  4  Nr  14;  B.  Fneke  und  F.  Klein,  Automorphe 
Funktionen  2,  p  8—14  und  E.  Phragmcn,  Acta  Math  14  (1890/91),  p.  225— 23a 
(p  228—229)  Siehe  femer  F  Klein,  Math  Ann  24  (1888),  p.  141—218  paesim; 
E  Bitter,  Gott  Nachr  1802,  p  283  u  fF;  Math  Ann  41  (1892),  p.  1—82;  4ß 
(1894;,  p  473—544,  46(1895),  p.  200— 248;  L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theono 
der  linearen  Diffoiontialgleiohungen,  Bd  IIl,  p  328—335  (DoppeltperiodiscLe 
Potentiale  s  bei  E  Picard,  Traitö  2,  p  537—538) 

Ein  anderer  Beweis  der  Existenz  automorpher  Potentmlfunktiouen  mit  be- 
liebiger Qrenzkreisgruppe  findet  sich  bei  S  Johansson,  Acta  boc  sc  Fenn  41 
Nr  2  (1912),  p   1—89 

816)  Vgl  F.  Prym  und  G  Rost,  Pt-ymsahe  Funktionen,  p  92—152  Pryni 
und  Host  bedienen  sich  des  in  geeigneter  Weise  ausgestalteten  alternierenden 
Verfahrens  zur  Bestimmung  von  analytischen  Fojiktionen  durch  gewisse  Rand- 
bedingungen, in  die  der  reelle  und  der  imaginäre  Teil  der  zu  bestunmenden 
Funktion  gleich  eitig  eingehen  Vgl  Frym  nnä.  Bost  a  a.  0  p  lOßff  Eine  an- 
dere sich  der  Variatiunsme  Lodon  bedienende  Behandlungsweise  gibt  0  Haupt, 
Math.  Ann  77  (1915),  p.  24—64  [p  44—48  sowie  p  59-60]  (vgl  Nr  45 d) 
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ein  Gebiet  der  Klasse  B  m  ®.  Das  nut  T  kongruente,  auf  der  an- 
deren Seite  der  Ebene  gelegene  Gebiet  beiße  T^.  Denkt  mau  sieb 
T  und  jT^  längs  des  Randes  S  zusammenbängend,  so  kann  man 
T  +  ^*  +  'S^  als  e^  gescblossenes  Gebiet  in  (£*  (p  188)  auffassen  Es 
seien  ^  =  ^  -{-  zyj,  g  ^^  x  -{-  ly  irgendwelclie  Punkte  in  T, 

fe*  =  6*  ~r  *  '?* )    ^*  =  ^*  T"  *2/* 
die  mit  ibnen  zusammenfallenden  Punkte  in  T^..  Wie  vorbin  kann  man 
durcb  alternierendes  Verfabren  eme,  außer  m  ^  und  §^,  inT-\-T^-\-  S 
reguläre  Potentialfanktion  bestimmen,  die  sieb  in   g  und  ^^  entspre- 
chend wie  31 r-  und  ?ft -r   verbält.    Es  gilt  u(x,y)  =u(x^,y^), 

daber  auf  S  •      ^^^^  =  0  ^^'^ 

Allgemeiner  konnte  man  annebmen,  daß  T  m  @^  liegt  und  der 
Klasse  J)  angebort 

Wir  woUen  an  der  zuletzt  erwäbnten   Annahme  festhalten   und 

überdies  voraussetzen,  daß  T  scblichtartig  ist  Wegen  -^-^  =  0  ist 
die  zu  M  konjugierte  Potentialfunktion  v  eindeutig.  Durcb  Vermitte- 
lung  der  Funktion  Z=u-\-iv  wird  T  auf  ein  von  geradlinigen  Strecken 
(Schlitzen)  parallel  zur  Achse  des  Reellen  begrenztes  Gebiet  in  (£,  das 
den  unendlich  fernen  Punkt  enthalt,  abgebildet. '^^) 

i)  Q&misclibe  Itandbedingwngen  Es  sei  T  em  schhchtai-tiges  zweifach 
zusammenhangendes  Gebiet  der  Klasse  JB'^^)  m  ©^    Eine  weitere  Anwen- 

817)  Vgl  P  Eoebe,  Math.  Ann.  69  (1910),  p  1-81  [p.  43—461  (^gl-  Nr.  24i) 
Die  Auffaaaung  des  Gebietes  T-^T^-{-  8  als  einer  geschlossenen  Fl&che  geht 
auf  JBT.  A  Schwäre  zniück    (Vgl.  die  Fußnote  25'') 

318)  Das  Bildgebiet  mnß  überall  gleich  vielblättrig  sein  Da  der  unendlich 
fome  Punkt  jedenfalls  einfach  bedeckt  ist,  so  ist  das  Bddgebiet  schlicht  Vgl 
P  Koebe,  loo  cit  478),  p  348  Der  betrachtete  Abbild ungss atz  (für  Gebiete 
der  Klasse  G  m  (S)  findet  sich  bereits  erwähnt  bei  F  ScJiottky,  Joum  f  Math 
HS  (1877),  p.  800—861  (p.  880)  Man  veigleiche  weiter  F.  SclvoUly,  Joum 
f  Math.  117  (1897),  p.  225  —  263  [p  244—250],  wo  T  auf  ein  von  einer  An- 
zahl konzentrischer  Kreisbogen  begrenztes  Gebiet  in  (S  abgebildet  wird  Läßt 
man  den  Mittelpunkt  dorch  einüe  hneare  Transformation  ms  Unendliche  rücken, 
so  gelangt  man  zu  der  im  Text  betrachteten  Abbildung  Man  vergleiche  femer 
F  Ceciom,  Rend  del  Circolo  Mat  di  Palermo  25  (1908),  p  1—19  und  die 
Darstellung  bei  W  F  Osgood,  Annais  of  Math.  (24)  2  (1918),  p  148—162 
{p  145 — 148]  Vom  Standpunkte  der  Vanationsmethoden  behandeln  die  Aufgabe 
I)  Htlhert,  Qött  Nachi.  1909,  p  814—823  und  B  Cowrant,  Inaugural-Dissor- 
tation,  Göttmgen  1910,  p.  1—44,  abgedruckt  m  den  Math  Ann  71  (1912),  p.  146 
bis  183  (Nr  45  d)  Eine  fonktionentheoretische  Behandlung  dieser  und  einer 
Reihe  veiwandter  Abbildungsaufgaben  (unter  Ausschaltung  des  Integralbegnffs) 
gibt  Koebe  in  einer  voi  kurzem  erschienenen  Arbeit    Vgl   loo   cit  682)  e). 

819)  Allgemeiner  der  Klasse  D  (oder  M  ohne  Spitzen) 
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düng  des  alternierenden  Verfahrens  bietet  die  Bestimmung  derjenigen 
besckr'önkten,  in  T  regulären  Potentialfunktion  u{x,  y),  die  den  Bedin- 
gungen: u(s)=f^{s)  auf  jS'j,  -^^/sW  ^^^  '^a  g^^g*>  '^^^^  '^i 
und  jS'j  die  beiden  Komponenten  von  S,  unter  f^  und  f^  abteilungs- 
weise  stetige  Funktionen  verstanden  Es  sei  v{cß,y)  irgendeine  in  ^'^  ^ 
stetige,  m  T  reguläre,  dei  Bedingung  -|^  =  /g  (s)  auf  S^  genugende 
Potentialfunktion.  Die  Differenz  u  —  v  =  w  bestimmt  sich  durch  altei- 
nierendes  Verfahren  als  diejenige  beschränkte  in  T  -}-  T^^, -\-  S^  regu- 
läre Potentialfunktion,  die  auf  der  doppelt  zu  zählenden  Randkurve  S^ 
den  Wert  /^(s)  —  v(s)  annimmt  °^'^j 

Es  sei  T  ein  einfach  zusammenhängendes  G-ebiet  der  Klasse  D  m 
®,jj.  Die  Bandkurve  S  denken  -wir  uns  in  endlich  viele  Bogen  (S')  der 
ersten  und  (S")  der  zweiten  Kategorie  zerlegt.  Gesucht  wird  eme  be- 
scbränkte,  in  T  reguläre  Potentialfunktion  u(js,y),  so  daß  auf  S' 
(etwaige  Sprungetellen  von  f(s)  ausgenommen)  u{s)  =  f(s)j  auf  S''  (die 
Endpunkte  sowie  etwaige  Ecken  ausgenommen)  -^-^  =  0  ist  Unter 
f{s)  wird  eme  abteilungs weise  stetige  Funktion  verstanden.  Durch 
Hmznnahme  des  (mit  jT  längs  8"  zusammenhängenden)  Gebietes  T^ 
wird  die  Aufgabe  auf  die  Auflösung  des  ersten  Randwertproblems  m 
T-f  Tj,  +  5"  zurückgeführt     Sie  hat  nur  eine  Losung''*^) 


820)  T  und  T^  sind  jetzt  nuc  längs  S^  zusamnienhäiigend  zu  denken 

821)  Vgl   P  Koebe,  Joum.  f  Math    138  (1910),  p  192—258  [p.  211—216]. 
Eb  sei  T  ein  beBohxänkteB  Gebiet  der  Elasse  X)  in  @.    Ist  auf  S"  (Endpunkte 

sowie  etwaige  Ecken  ausgenommen)  -~-^  =  g3(a)  vorgeschneben  (g?(s)  abteilxmga- 

0  n 

weise  stetig),  so  wird  zuvördeist  «=27 — u?  gesetzt.  Ato=>0,  —5 — -  =  (p(8)  auf 

on 

S"  (vgl  P.  Koeie  a  a  0).  Die  zuletzt  eingeführten  Randbedingungen  kann 
man  auch,  so  fassen*  Auf  S'  (etwaige  SprungsteUen  von  /"(»)  ausge- 
nommen) ist  m(s)=/"(ä),  auf  jedem  Bogen  von  S"  ist  t;(s)  =  f(ff) -j- constj  unter 
v(8)  die  zu  u(8)  konjugierte  Potentialfonktion,  unter  f{s)  eme  vorgegebene  stetige 
Funktion,  die  eme  abteilungsweise  stetige  Ableitung  hat,  verstanden  Ygl.  hierzu 
V.VoUerra,  Ann.  diMat  (2)11(1888),  p,  1 — öö  sowie  die  kritischen  Bemerkungen 
von  S.  Ä.  Schwarz,  Fortschr  d.  Math.  16,  p  868—864  Eine  andere  Behandlung 
des  zuletzt  erw&ibnten  Problems  für  einfach  zusammenhängende  Gebiete  dei 
Klasae  C  in  @  findet  sich  im  Anschluß  an  D  Silbert  (Yerh  des  3  intern.  Eongr 
d  Math  m  Heidelberg  1904,  p  238—240;  Gott.  Nachr  1906,  p  1—32  [p  1—3], 
Grundzüge,  p.  81  —  83)  bei  Ch.  Haseman,  Inauguial- Dissertation,  Göttmgen 
1907;  Math.  Ann  66  (1909),  p  258—272.  Mit  dem  besonderen  Falle  eines  Kreis- 
gebietes beschäftigt  eich  C  Neumann,  Leipz  Ber  61  (1909),  p  166—170,  eines 
Eechteck-  und  eines  fixeisgebietes  H  Villat,  C  E  153  (1911),  p.  768—761 ;  Acta 
Math  40  (1915),  p.  101—178  [p  149—176].  Weitere  Literatur  Ä  Signormi,  An- 
nali dl  Matematica  (8)  26  (1916),  p  263—279 
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Es  sei  insbesondere  T  ein  beschränktes  Gebiet  der  Klasse  2)  in  @ 

Auf  ähnLcbe  Weise  wird   die   Existenz   einer,   außer   ]n  einem 

Punkte  {%,  ri)  m  T,  m  T  ■{-  S  stetigen,  in  T  reguläi-en  Potentialfunk- 

tion  G^*(g,  ly;  x,y)  bewiesen,  die  sich  in  (§,17)  wie  log—  verhält  und 

den  Bedingungen  a*%  17;  s)  ■=  0  auf  8',  -/-  G^*(i  1?;  s)  =  0  auf  8" 

genügt.    Für  die  Lösung  u(x,y)   der  in  der  Fußnote  '^^)  genannten 
Aufgabe  gewinnt  man  den  Ausdruck 

y  S" 

Die  im  vorstehenden  besprochene  Methode  ist  im  Räume  nicht 
anwendbar.  Gehört  zu  einer  Randkomponente,  die  alle  der  Belasse  B 
angehören  mögen,  allemal  eine  Randbedingung  einer  Art,  so  ge- 
winnt man  die  Lösung  ohne  Mühe  z.  B  durch  das  Nr  24  j 
skizzierte  Verfahren  von  L.  LichtensteinP^)  Schwieriger  ist  der  Fall, 
wenu  auf  einzelnen  Randflächen  Bedmgungen  beiderlei  Art  vorkom- 
men^^) Unter  gewissen  emschränkenden  Voraussetzungen  über  f{s) 
ist  die  Existenz  der  Lösung  von  8.  Zareniba  dajgetan  worden '^^) 
Zaremba  bestimmt  zunächst  eine  einfache  Belegung  auf  8,  deien 
Dichte  auf  S"  einen  vorgegebenen  Wert  hat,  und  deren  Potential  auf  8' 
verschwmdet.  Diese  Aufgabe  ist  der  anderen  äquivalent,  eme  durchweg 
stetige,  außer  auf  dem  doppelt  zu  zählenden  Flachenstück  fi^' überall  (auch 
im  Unendlichen)  reguläre  Potentialfiinktion  zu  bestimmen,  die  auf  8' 


322)  Außer  in  den  Endpunkten  s^*'  von  S'  und  S"  sind  -=— ,  -j—  auf  S 
ötetig.  In  der  Umgebung  von  s^^^  ist,  sofern  s^**^  nicht  zugleich  eine  Ecke  oder 
eme  Spitze  ist,  z  B  -75 —  = x  eme  stetige  Funktion 

Ißt  ^'^  ein  Eckpunkt  (der  emgcschlossene  Winkel  =  a«),  so  gilt  z  B, 

-^ —  s= eine  stetige  Funktion 

ox  j L 

('•»(''))     '" 

Vgl.  L.  Lichtenstein,  Joum.  f  Math  148  (1913),  p  51—105  [p  98—1053,  wo  all- 
gememere  hneate  partielle  Dififerentialgleiohungen  zweiter  Ordnung  betrachtet 
werden. 

823)  8  Zareniba  gibt,  Bull,  de  l'Ac.  d  Sc  de  Cracovie  1910,  p.  318—844 
[p,  841—344],  ein  anderes  der  J7ettmanw-J?o&t»  sehen  Methode  verwaoidtes  Ver- 
fahren an. 

824)  Vgl.  die  Bemerkungen  von  J  Hadamard,  Lebens,  p.  56—67 

326)  Vgl.  S  Zaremba,  loc.  cit  823) 
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eine  Yorgegebene  stetige  Wertfolge  anDimmt.***)  Nachdem  die  zu  der 
zuletzt  erwähnten  Randwertaufgabe  gehörige  GheetiBche  Funktion  ge- 
bildet worden  ist,  wird  das  Problem  auf  die  Auflösung  einer  Fred- 
Äo2w  sehen  Integralgleichung  zurückgeführt."'^ 

j)  Weitere  IcomhinatoriscJie  MctJioden.  Die  Nr  34  a  besprochene 
Methode  der  gürtelförmigen  Verschmelzung  läßt  sich  durch  das  fol- 
gende Ton  L.  LicJdenstem  angegebene  yeraUgememerungsfähige  Ver- 
fahren ersetzen:  Es  sei  f(s)  der  vorgegebene  Randwert  der  Lösung 
Wir  setzen  X{s)  =u{x,y)  auf  S'  und  T{s)  =  u(a:yy)  auf  S".  Die 
Formel  (9)  Nr.  20,  angewandt  auf  T'  und  T*,  liefert  in  leicht  er- 
sichthcher  Bezeichnungsweise  die  GHeichungen 

(1) 

Die  Beziehungen  (1)  bilden  ein  System  simultaner  Integralglei- 
chungen mit  stetigen  Eemen  zur  Bestimmung  von  X(s)  und  Y{s) 
Das  Problem  ist  damit  im  wesentlichen  gelöst  Die  Methode  läßt  sich 
(zum  Teil  modifiziert)  auf  verschiedene  andere  Randwertprobleme,  wie 
z.  B  gewisse  Aufgaben  mit  gemischten  Randbedingungen  (Nr  24  i), 
;   I  anwenden  und  auf  die  allgememsten  linearen  partiellen  Differential-^ 

'i  gleichungen  zweiter  Ordnung  vom    elliptischen  Typus   ausdehnen    In 

I   1  ähnlicher  Weise  läßt  sich  femer  der  Existenzbeweis  des  Stromungs- 

j  Potentials  auf  einer  geschlossenen  Fläche  (Nr.  2ih),  der  automorphen 

|,  I  ,  Potentiale  des  SchoWsy sehen  Typus  usw   gewinnen.^^^) 

ii  i  — 

1  826)  Zareniba  findet  sie  durch,  ein  besonders  geartetes  alternierendes  Vcr- 

I  fahren 

I'  I  327)  Eine  ganz  andere  auf  dem  Gebrauch  geeigneter  Reihenentwicklungen 

'  '  beruhende  Behandlung  der  Randwertaufgabe  mit  gemischten  Randbedingungen 

1'  '  ist  von  M  SrtUoui/n   skizziei-t   worden  (C.  R.  150   (1910),   p.  400— 464=   sowie 

)'  p  611—614).    Die  Methode  von  BrtZZouiw  dürfte  sich  auf  verschiedene  weitere 

j  I  Randwertprobleme  der  mathematischen  Physik  ausdehnen  lassen.  In  einer  CR  161 

I  (1015)i  p' 487— 440  erschienenen  Note  teilt  BriUmmi  ein  auf  demselben  Prinzip 

I  [  beruhendes  Verfahren  zur  Lösung  des  ersten  und  des  zweiten  Randwertproblem« 

I  j  für  das  vorhin  betrachtete,  von  dem  doppelt  zu  zählenden  Flächenstück  S'  be- 
grenzte Gebiet  mit 

i,  '  328)  Vgl.  L  Lichtenstetn,  Prace  Mat  Fiz,  Warschau,  21  (1910),  p  7—16, 

jl  j  Bull   de  l'Ao.  de  Sc.  de  Cracovie  1911,  p  219—264,  Jonin.  f  Math  143  (191fe), 

!     I  p  61—105. 


; 


I   : 
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Ein  Verfahren,  das  sioli  fanktionentheoretisoh.  begründen  läßt  und 
geeignet  ist,  das  alternierende  Verfahren  bei  manelien  Problemen  der 
konformen  Abbildnug  zn  ersetzen,  das  insbesondere  gestattet,  einfach  zu- 
sammenhängende Gebiete  m  @^  auf  Gebiete  in  (£  abzubilden,  ist  neuer- 
dings von  G  CaratModory  angegeben  worden  (Nr.  4:7  p.  358 — 369).'*^) 
Als  ■wesentliches  Hüfsmittel  erscheint  dabei  das  Schwa/rgaciie  Spiege- 
lungsprmzip. 

Dasselbe  leistet  ein  auf  einer  ganz  anderen  Grundlage  beruhen- 
des um  dieselbe  Zeit  bekanntgegebenes  Verfahren  von  Koebe,  das, 
worauf  Koebe  besonderen  Wert  legt,  sich  potenzreihentheoretiseh 
begründen  läßt"«") 

26.  Kreispolygonfläolien.  Polyeder.'^^)  Es  sei  T  em  einfach  zu- 
sammenhängendes, von  einem  Kreispolygon  begrenztes  Gebiet  in  (5^. 
Zur  Bestimmung  emer  Funktion  ß  =  13{Z'),  durch  deren  Vermitte- 
lung  T  auf  die  Halbebene  ^(Z')  >  0  konform  abgebildet  wird,  gibt 
ff.  Ä.  Schwo/ra  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

(1)      (.,  z'\^^,  iog|i  - 1(^  logH)-  nz^ 

an,  unter  F(Z')   eme   bis  auf  eine  Anzahl   zu   bestimmender   Kon- 
staaten bekannte  rationale  Funktion  verstanden.'")  '^') 


829)   C.  CaratModory,   Schwarz  Festschnffc,   Berlin  1914,  p.  19—41  [p.  8» 
bis  41]      Eine  Daistellung  findet  sioli  bei  L,  Bteb&rbach,   £onfoime  Abbildung, 
p   120—126  sowie  bei  P  Eoebe,  loc.  cit.  682)  d)  p.  76—77 
380)  Vgl   P  Koebe,  Leipziger  Berichte  1914,  p.  67—75 
831)  Vgl   H  Burkhardt  und  W  F.  Meyer,  HA  7b  Nr  26;  W  F  Osgood, 
IIBl  Nr  21,  J2  Fricke,  IIB 4  und  E  Hilb,  IIB 5  paasun. 

882)  H  A.  Schiuxrs,  a)  Joum  f.  Math  70  (1869),  p.  106—120,  Ges.  Abb.  2, 
p.  65—83  [p.  78-80],  b)  Joum.  f.  Math  70  (1869),  p.  121—126;  Ges.  Abb.  2, 
p.  84—101,  c)  Joum  f  Math.  75  (1873),  p  292—385,  Ges.  Abb.  2,  p  211—259. 

Die  Schwarg Bohe  Derivierte  {e,Z'}  lh£t  sich  in  der  Umgebung  eines  Eck- 
ponttes  z^  =  g{Z^  (der  eingeschlossene  Winkel  »=0;«)  in  der  Form 

darstellen     Eine  analoge  Entwicklung  gilt  in  der  Umgebung  eines  Wmdungs- 
punktes  der  Ordnung  m^l)  in  T  (für  cc  tntt  dabei  m+l  em,  *_i,  *o, 
«rhalten  komplexe  Werte). 

883)  Mit  mehrfach  zusammenbdiigenden  Gebieten  m  (S,  die  von  Eieispolj- 
gonen,  insbesondere  VoUkreisen  begrenzt  sind,  beschäftigt  sich  JP  SehoUky,  loc.  cit. 
852),  p  831—851  (vgl  Nr.  27)  Man  vergleiche  femer  das  fundamentale  Fragment 
von  B  Biemann,  Ges.  Math.  Werke,  p  440 — 444 

Saoyklop   d    math.  WlaaeuBoh.    II  ft,  19 
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Die  Funktion  e{Z')  kann  man  als  den  Quotienten  von  zwei 
hnear  unabhängigen  Lösungen  einer  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  der  J'mcäs  sehen  Klasse  auffassen.  Als  singulare 
Punkte  erscheinen  dabei  die  Ecken  und  Spitzen  der  Randkurve  8 
sowie  die  Windungspunktej  den  letzteren  entsprechen  außerwesentlich 
singulare  Punkte  (Nebenpnnkfce  nach  F.  Klein)  ^^)  Ist  8  ein  Kreis- 
bogendreieck in  e,  so  ist  b{Z')  der  Quotient  zweier  linear  unabhän- 
gigen Losungen  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung.s»^) 

Ist  8  insbesondere  ein  geradliniges  Polygon,  so  vereinfacht  sich 
die  Betrachtung.  Von  B.  B.  Christoffel  und  H  A.  Schwärs  sind  für 
s{Z')  Integralformeln  angegeben  worden ''»'O 

Für  die  Funktion  b{Z),  durch  deren  Vermittelung  T  auf  eme 
Kreisfläche  K  vom- Radius  J?  in  der  Ebene  Z  konform  abgebildet 
wird  erhält  man,  wenn  der  Bereich  T  -\-  S  beschränkt  ist  und  keinen 
Windungspunkt  enthält*"),  den  Ausdruck 

z 
(2)    ,{^Z)=^G,+  G,C{Z-BZ,)-''\    .(Z-BZ:)-''-dZ, 

unter  giEZ^)  (|  -2^  |  =  1,  Ä  =  1,  . .  w)  die  Eckpunkte,  2  jr  A;^  (Je  =  1, .  n) 
die  beim  Umfahren  des  Polygons  im  positiven  Smne  aufeinander- 
folgenden Außenwinkel,  Gt  und  G^  komplexe  Konstanten  verstan- 
den.   Ist   T  konvex,    so   sind   alle    X^  positiv;    in    aUen  Fällen    ist 


884)  Dies  gut  auch,  wenn,  entgegen  der  allgemeinen  Fesfcsetzang  der  Nr  1, 
Wmdangflptinkte  auf  ßf  vorkommen.  Liegen  Windnngspunkte  m  T-{-S  nicht  vor, 
so  ist  die  DifFerentialgleiohmig  (1)  reell 

886)  Vgl  jff.  Ä.  Schwäre,  Q-ea  Abb  2,  p  80  Man  vergleiche  ferner  F  Klein, 
Über  die  hypergeometrisohe  Funktion,  Leipzig  1894,  pasBim,  L  ScMesmger,  Hand- 
buch der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Bd.  II 2,  p  82 — 49 

886)  Ygl.J5  B.Ghn8ioffel,Ann  di  Mat.  (2)  1  (1868),  p  89—103;  (2)4(1870/71), 
p  1—9;  Götfc  Nachr.  1870,  p.  288—298;  p  869—869;  1871,  p  485—463;  Gas 
Abh  1  und  2)\  E  Ä  Schwäre,  Ges  Abh.  2,  p  70—76  An  der  zuletzt  ge- 
nannten Stelle  gibt  Sehwartt  insbesondere  eme  Anzahl  spezieller  Beispiele  Die 
fraglichen  Eesultate  smd  im  Frühjahr  1864  im  mathematischen  Seminar  der 
Berliner  TJniveraitat  vorgetragen  und  im  August  1866  durch  K  Weterstraß  der 
Berliner  Akad.  der  Wisa   mitgeteilt  v^orden. 

Eine  Darstellung  findet  sich  bei  G.  Darhoux,  Theorie  des  surfaces  1 ;  JS  Weber, 
Partielle  Differentialgleichungen  1  Man  vergleiche  ferner  E  Study  loc  cit  148), 
p  72—94. 

887)  Dabei  die  Ebene  s  doch  sehr  wohl  teilweise  mehrfach  überdecken  kann. 
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1      n 

^,  A^  =  1  .^*^)  Die  Zahl  der  verfügbaren  reellen  Konstanten  ist  n  +  4, 

k 

die  der  Bestimmungsstücke  des  Polygons  iS'  beträgt  n  +  1 ,  Gibt  man 

de 
dieWerteÄ(>Z)iindArg-T^  ihi  Z  =  0  vor,  so  sind  alle  diese  Konstanten, 

da  g(2)  nunmehr  festliegt,  eindeutig  bestimmt.  Ist  T  die  Fläche  eines 
ebenen  Dreiecks,  so  macht  die  Ermittelung  von  Z-^  Z^,  Z^  keine  Schwie- 
rigkeiten Auch  wenn  T  von  drei  Kreisbögen  begrenzt  ist,  deren  Halb- 
messer nicht  alle  unendlich  groß  sind,  lassen  sich  die  Konstanten  der 
Differentialgleichung  ohne  Auflösung  transzendenter  Gleichungen  an- 
geben "^^*)  Für  die  Flache  eines  geradLmgen  Polygons  ist  die  Möglich- 
keit der  Konstantenbestimmung  unabhängig  von  dem  alternieren denVer- 
fahren  von  H.  A.  Schuarß  für  «  ===  4  bewiesen  worden.^^^)  Für  alle  n 
ist  em  Beweis  H.  Ä.  Schwäre  von  K.  Weiersiraß  mitgeteilt  worden  ®*°) 
Ein  vollständiger  Beweis  ist  in  den  Arbeiten  von  L.  Schläfli  und 
E  Fhragmä/i  enthalten."*^)  Einen  anderen  sich  einer  Kontinuitäts- 
methode  bedienenden  Beweis  hat  neuerdmgs  L.  JBieberhach  veröffent- 
licht.^»)   (Vgl  Nr.  46  p  352) 

Eine  zu  (2)  analoge  Formel  gilt  nach  B.  A  Schwäre  fiir  die 
Funktion  z{Z),  durch  deren  Vermittelung  die  Ebene  Z  auf  em 
schliohtartiges  Polyeder  konform  abgebildet  wird.***) 

-EBi^\.e{Z)=cfn{Z—Z,Y^-''dZ+  G'\  unter ä(ZJ(i/=1,...m) 

0 

die  Ecken,  a^TC  die  Summe  der  in  Äf(-Z'J  zusammenstoßenden  Kanten- 

838)  Die  Formel  (2)  gilt  auch,  wenn  der  unendliche  ferae  Punkt  ein  Eck- 
punkt (etwa  z^)  ist  Bind  die  zugehörigen  Polygonseiten  parallel,  so  ist  >li  =  \, 
andernlalls  let  X^]>^  C  Carathcodory,  Ann  de  la  boc.  sc  de  Bruxelles  37  (1918), 
p.  5—14  [p  5— 6J  und  E  Study,  loc  cit.  386),  p  77—83  betrachten  nach  Zu- 
laoBung  des  unendlich  fernen  Eckpunktes  (konvese)  Polygone  mit  weniger  als  drei 
Seiten     In  allen  Fällen  (w  =  2,  1,  0)  gilt  die  Formel  (2). 

388')  Vgl  JS  Ä.  Schwäre,  Ges  Abh.  2,  p  80 

839)  Ygl   S  'A  Schwäre,  Ges.  Abh   2,  p.  77 

340)  Vgl  H  A.  Sdiware,  loc.  cit.  339)  Dieser  Beweis  ist  nicht  verdfFent- 
licht  worden 

341)  Vgl  L  Schldfli,  Jonm.f  Math  78  (1874),  p.  63—80,  E  Fhiagmin,  Acta 
math.  14  (1Ö9Ü),  p  225—232  [p  229—232],  wo  eine  in  den  Betrachtungen  von 
Schläfli  gebliebene  Lücke  auHgei'uUt  ist 

342)  Vgl  L  Bteierbach,  Gött  Nachr  (1913),  p  662—564,  Eend  deL  Circ.Mat. 
dl  Palermo  38  (1914),  p   98—112  [p   102—104] 

848)  S  A  Schwäre,  Ges.  Abh  6,  p  81 — 83  Das  Polyeder  hat  man  sich 
dabei  auf  die  Ebene  e  zu  einem  „Netz"  ausgebreitet  zu  denken  Die  Abbildung 
ist  stetig  und  bis  auf  die  Ecken  konform 

19* 
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Winkel,  C  Tand  C"  komplex^  Konstanten  verstanden.  Entspriclit  Z==  oo 
keiner  Ecke  des  Polyeders,  so  ist  ^  (a^  —  1)  =  —  2 

V 

Einen  voILst'äudigen;  von  dem  alternierenden  Yerfakren  unab- 
h'ängigen  Beweis  fiir  die  Mögbelikeit  der  Konstantenbestimmung  fahrt 
H.  Ä  Schwarz  filr  den  besonderen  Fall  eines  Tetraeders  nach,  einem 
Kontinmtätsverfahren  ans.***)  Handelt  es  sich  insbesondere  um  regu- 
läre Polyeder,  so  lassen  sich  die  Konstanten  vollständig  bestimmen.'*'*) 

36.  Konvexe  Gebiete  RttndnngssoliraiiLfce  Bedingungen  für 
die  Sohliohtheit  einer  Abbildung.  Es  sei  si{Z)  eine  in  dem  Kreis- 
gebiete K,..\Z\<.Il  reguläre  Funktion.  Damit  K  durch  8(^Z)  auf 
em  konvexes  Gebiet  konform  abgebildet  wird,  ist  nach  JE.  Study  not- 
wendig und  hinreich.end,  daß  in  K  die  Funktion 

(1)  i>(Z)^i  +  z±{ioe^) 

sich  regulär  verhalte  und 

(2)  m0(Z)  >  0 

seL    Ist  'diOiZ)  für  |^|<12  nicht  durchweg  >  0,  so  gibt  es  einen 

Wert  Ej  <  JB,  die  „"Rundungsschranke'*  der  Potenzreihe  nacb  E.  Study, 

so  daß  die  Bedingung  (2)  füB  |^l<iJj   erfüllt   ist.     Allen  Kreisen 

l-Z"!  =  JRj<  22^  entsprechen  in  der  Ebene  e  konvexe  (analytische  und 

reguläre)  Kurven.*^^) 

Es  seien  die  (w  -j-  2)  ersten  Koeffizienten  a^  «i  =H  ^;  t%  i 
einer  Potenzreihe  g(Z)  ='2a^Z^  gegeben,  C.  Om-aih4odory  zeigt,  daß 
man  em  und  nur  ein  System  von  Werten  a„+a>  ^«+8?  •  •  •  bestimmen 
kann,  so  daß  K  durch  8{Z)  auf  das  Gebiet  eines  konvexen  Polygons 
mit  nicht  mehr  als  n  Seiten  konform  abgebildet  wird."^  Es  sei  g{Z)  ' 
irgendeme  in  dem  Gebiete  \Z\<,B,  konvergierende  Poteuzreihe  mit 
den  gleichen  (n  -\-  2)  ersten  Koeffizienten,  E  ihre  ßundungsschi-anke. 

844)  B.  Ä.  Schwarg,  Journ.  f  Math  70  (1869),  p    121—186;    Ges   Abh   2, 
p  84—101    Vgl  EBB  Nr.  7b 

845)  JH.  Ä  Schwarg,  öes.  Abt.  2,  p  82  Bome  p.  248—254 

846)  Vgl.  E.  Study,  Proc.  of  the  fifth  int.  CongresB  of  Math,  Cambridge 
1913,  p.  122—125  Bowie  loo  oit  886),  p.  103-121  Study  betrachtet  konvexe 
Gebiete  der  Klasse  C.  Nach  C  GaraiModory,  loc.  cit.  888),  p  5—14  gilt  dieser 
Satz  bei  behehigen  (selbst  sich  ins  Unendliche  erstreckenden)  konvexen  Gebieten 
Nach  a.  E.  Gronwedl,  C  R.  162  (1916),  p  316-318,  ist  für  schhcht  abbildende 

R.  — 

Funktionen  -5-  ^  2  —  j/s     Das  Gleichheitszeichen  gilt  nur  bei  der  Funktion 

847)  0.  CaraÜieoäory,  loo  01t  888) 
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Es  ist  stets  M  ^JR.  Der  Wert  H  =  R  entspndit  der  soeben  er- 
wälmten  Polygonfläche 

Ein  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Scheitel  der  BUdkurven 
lalQ^v)  (q  konstant)  gibt  G.  PicJc  an.»*«) 

Es  sei  g(Z)  =  Z  -{-  a^Z^  -{-  eine  für  |  Z |  <  1  konvergierende 
Potenzreibe  A  HwwiU  hat  hinreichende  Bedingungen  dafür  ange- 
geben, daß  das  durch  g{Z)  entworfene  Bild  des  Kreisgebietes  |Z|<1 
über  der  Ebene  ß  einfach  ausgebreitet  ist»*^)  Eine  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  leitet  neuerdmgs  L  Bieberbach  ab.""") 

37.  Konforme  Ablbildung  mehrfach,  znsanaanenliängender  Ge- 
biete."*^)  Wahrend  zwei  einfach  zusammenhängende  Q-ebiete  etwa  der 
Klasse  J5  in  @  stets  aufeinander  konform  abgebildet  werden  können, 
bedarf  es  hierzu,  wenn  dei  Grad  des  Zusammenhängens  jp  größei  als 
1  ist,  des  Erfülltseins  besonderer  Bedingungen»^^) 

Es  seien T und  jT'  zwei  entsprechend  von  den  Vollkreisen  jS^  und  ;S3; 
6'/  und  S^  begrenzte  Gebiete  in  @.  Damit  T  auf  T'  konfoim  abgebildet 
werden  kann,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  das  Doppelverhält- 
nis der  vier  Punkte,  in  denen  8^  und  S^  von  irgendeinem  Ortho- 
gonalkreise geschnitten  werden,  dem  entsprechend  gebildeten  Wert 
für  8^  und  S^  gleich  sei  Liegen  insbesondere  Kreisrmgflachen  vor, 
so  müssen  diese  ähnlich  sein»"*') 

848)  G.  Fiel,  Kend  del  Circ.  Mat  di  Palermo  87  (1914),  p.  341—844 

849)  A  Hurwite,  Yerh.  d  ersten  mtem  Kongr.  in  Zürich  1898,  p.  109  n  ff. 
Vgl   auch  J  W  Alexander,  Ann  of  Math.  (2)  17  (1915),  p  12—22. 

850)  Ygl.  L.  Bieberbach,  a)  Berl  Sitzungsber.  88  (1916),  p.  940—966.  Bieber- 
bach drückt  die  fraghche  notwendige  und  hinieichende  Bedingung  so  aus  •  Es  gibt 
eine  unendliche  Folge  beschiänktei,  einfach  zusammenhangender  2(J  —  l)-dimen- 
sionaler  Gebiete  JSy(^  =  2,  8,  ),  so  daß  durch  is{Z)  das  Kreisgebiet  |Z|"<1 
dann  und  nur  dann  auf  ein  Bchhchtes  Gebiet  abgebildet  wird,  wenn  der  Punkt 
^i*<*i'?  •  •;  ^j)  "7 (^A  = '**  +  *'''*)  ^^''^  ^^*  3  ^''^  Innern  oder  auf  dem  Rande  von 
Bj  enthalten  ist  Die  Begrenzung  von  Bj  wird  nicht  naher  charakterisiert  Unter 
den  Einzelresultaten  der  Arbeit  sei  zunächst  die  Beziehung  |  Oi  |  ^  2  hervorgehoben 
Die  einzige  das  Gebiet  |  Z  |  ■<  1  schlicht  abbildende  Funktion,  für  die  |  a,  |  den 

Wert  2  hat,  ist  -, —    „    «v,  («  konstaut)     BieberbacJi  vermutet,  daß  überhaupt 

(1  — Ze*'0 
\aji\^K  gilt    [Man  vergleiche  a.  a.  0   sowie  b)  Math  Zeitschr.  2  (1918),  p  158  bis 

170;  c)  ebendort  3  (1Ü19),  wo  verschiedene  weitere  Ergebnisse  abgeleitet  werden]. 
Es  sei  femer  dei  folgende  Satz  genannt  Bildet  die  Funktion  z  -f  ^  ««  -»  ^^^  C^e- 

biet  |«|>.l  auf  ein  schlichtes  Gebiet  ab,  so  ist  2n\an\'^l 

851)  YgLIIBl  Nr.  28  sowie  die  Bemerkungen  am  Schluß  der  Nr  22  des 
vorliegenden  Eeferates 

852)  F  SihottJcy,  Inaugural-Dissertation ,  Berlin  1876,  abgedruckt  in  dem 
J   f.  Math    88  (1877),  p.  800—851 

358)  Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  gab  zueist  F  Schotte  u 
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Zwei  von  jpCj)  ^  2)  Vollkreisen  begrenzte  sclilich.te  Gebiete  Tund 
T'  können,  wenn  überhaupt,  nur  durch  Vennittelung  einer  linearen 
Funktion  aufeinander  konform  abgebildet  werden."") 

Es  sei  jetzt  T  ein  behebiges  p-i&Gk  zusammenhängendes  Gebiet 
etwa  der  Klasse  (7  in  ®.  Nach  F.  Schotthy  kann  man  m  uaendhch 
mamugfaltiger  Weise  Paare  m.  T  -\-  S  stetiger,  in  T  bis  auf  polare 
Unstetigkeiten  regulärer,  eindeutiger,  auf  S  reeller  analytischer  Funk- 
tionen w(j?)  und  v{g)  bestimmen,  so  daß  jede  beUebige  Funktion 
dieser  Art  sich  durch  u  und  v  rational  mit  reellen  Koeffizienten  aus- 
drücken läßt.  Die  Funktionen  u  und  v  sind  durch  eme  algebraische 
Gleichung  vom  Range  p  —  1  mit  reellen  Koeffizienten,  0{u,  v)  =  0, 
verbunden.  Zwei  zu  beliebigen  Funktionenpaaren  w,  v;  w',  v'  der  im 
vorstehenden  gekennzeichneten  Art  gehörige  charakteristische  Glei- 
chungen lassen  sich  durch  eine  reelle  birationale  Transformation  in- 
einander überführen"^)  Zwei  p-fach  zusammenhängende  Gebiete  T^ 
und  Tj  der  Klasse  (7  m®  lassen  sich  dann  und  nur  dann  aufein- 
ander entweder  konform  oder  konform  mit  Umlegung  der  Winkel 
abbilden,  wenn  em  Paar  (und  darum  auch  jedes  behebige  Paar)  cha- 
rakteristischer Gleichungen  von  T^  imd  T^  durch  eine  reelle  biratio- 
nale Transformation  zusammenhängt"^*) 


i  1  JoTim.  f  Math.  88  (1877),  p.  800  —  361  [p  326 -=826]  an     Ebendort  p.  827  —  328 

wird  das  gleiche  Pioblem  für  das  von  zwei  konfokalen  Ellipsen  begrenzte  Gebiet 
|l|i  erledigt    Die  im  Text  mitgeteilte  Fassung  rClhrt  von  Koebe  her    Vgl  P  Eoebe, 

"i,j  Ber  d  Deutschen  Math  Ter   15  (1906),  p  142—168  [p.  142—144]    Eine  auf  me- 

,J'|  thodisohe  Einheitlichkeit  (vgl  Nr.  47)  hinzielende  eingehende  Behandlang  des 

ll  Ereiannggebietea  (auch  der  Fälle,  wenn  einer  der  beiden  Ereise  oder  alle  beide 

,'  '  in  Funkte,  darunter  auch  den  unendlich  fernen  Punkt,  ausarten)  findet  sich  bei 

;i  P  Koehe,  Joum  f  Math.  146  (1Ü14),  p.  177—223  [p  195—200] 

I  354)  Vgl  P.  Koebe,  loc.  oit.  863),  p  145—149.  Werden  nämlich  T  und  T',  die 

i|  beschränkt  vorausgesetzt  werden  können,  an  allen  inneren  Begrenzungskreisen 

l\  \  gespiegelt,    die    sich    ergebenden    erweiterten  Vollkreisgebiete   2\  und  T[  m 

der  gleichen  "Weise  behandelt  und  dieses  Verfahren  ins  Unendliche  fortgesetzt, 
I  j  so  läßt  sich  der  Variabilit&tsbereich  von  8  und  b'  über  die  von  den  äußeren 

!  Kreisen  von   T  und  2"  begrenzten  beschränkten  Gebiete  @  und  0'  mit  Aus- 

'   i  Schluß   je  einer  (für  p  >  2)  nicht  abzählbaren  Punktmenge  (M)  und  {M')  aus- 

\\  •  dehnen.    Die  Punktion  g'{B)  ist  in  0  stetig,  in  0  — (ikf)  regulär     Durch  eine 

'I  1  Anwendung  des  Oauchi/adhen  Integralsatzes  auf  das  durch  j  Spiegelungen  ge- 

I ,  wonnene  Gebiet  Tj  und  durch  Übergang  zur  Grenze,  j  ^  oo  wird  gezeigt,  daß 

jl  i  ä'(^)  in  0  regulär  und   darum  linear  ist     (Man  vergleiche  hierzu  die  Ausfüh- 

!l  1  rangen  der  Nr.  48,  wo  analoge  Unxtätsbe weise  besprochen  werden) 

i;  I  356)  F  SchottJcy,  loc  cit.  368). 

366)  F  Schotthy,  loc  cit  858),  p.  820—828.  Eme  ausfflbrliche  Darstel- 
lung der  (ScÄott% sehen  Arbeit  gibt  B  Le  Vavasseur,  Ann.  de  Toulouse  (2)  4 
(1902),  p    46—100.    Eme  vereinfachte   Ableitung   der    im    Text   besprochenen 
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Weiteres  über  die  fandamentalen  Ergebnisse  von  F  SchotGcy  rer- 
gleiche  Osgood,  HBl  Nr.  23 

Nach  SdioUky  hängt  ein  schlichtes  G-ebiet  T  der  Klasse  ö,  dessen 
Band  q  Komponenten  hat,  von  Zq  —  3  wesentlichen  reellen  Kon- 
stanten ab  '^')  Von  ebenso  vielen  wesentlichen  Parametern  hängt  das 
allgemeinste  von  q  VoUkreisen  begrenzte  Gebiet  Ä  in  @  ab.  Es  ist 
darum  zu  erwarten,  daß  T  auf  ein  Q-ebiet  der  Art  Ä  sich  wird  kon- 
form abbilden  lassen.  ScJiottTcy  formuliert  dieses  neue  Problem  als  ein 
Problem  der  Theorie  huearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
mit  algebraischen  Koeffizienten.^^)  Der  vollständige  Beweis  für  die 
Möglichkeit  der  fraglichen  konformen  Abbildung  ist  erst  in  der 
neueren  Zeit  von  P  Koebe  erbracht  worden  (vgL  Nr  44,  wo  sich  auch 
weiteres  über  die  konforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender 
Gebiete  findet). 

38.  Das  dritte  Bandwertproblem.*^®)  Es  sei  T  ein  Gebiet  der 
Klasse  JB  m  @.  Es  mögen  f{s)  und  g{s)  abteilungsweise  stetige 
Punktionen  auf  S  bezeichnen.^*")  Das  dritte  Randwertproblem  be- 
schäftigt sich  mit  der  Bestimmung  der  etwa  vorhandenen  beschränkten, 
in  T  regulären  Potentialfunktionen ,  die  beschränkte  Ableitung 
^u(x,y)  haben  und  auf  S,  anßer  in  den  Un Stetigkeitspunkten  von/* 

und  g,  der  Beziehimg  -|^  +  f(s)  u(s)  =  g  (s)  genügen,  s")  •''»^) 
Setzt  man 

tkJiotth/Bchen  Eesnltate  findet  sich  bei  J^  Ptcard,  Traitä  2,  p  615 — 516  sowie 
Ann  de  l'^o  Nomale  (3)  30  (1913),  p.  483—487. 

357)  F  Schottky,  loc  oit  852),  p  822.  Das  gleiche  gilt,  wenn  T  ein  be- 
liebiges Bchlichtartiges  Gebiet  in  @^  ist,  dessen  Rand  q  Komponenten  hat. 

868)  F  Schottky,  loc  cit  868),  p  331 — 351  Man  vergleiche  hierzu  dan 
fundamentale  Fragment  von  B.  Hiemann,  Ges  Math.  Werke,  p  440 — 444. 

859)  VgL  H  Burkhardt  und  W  F  Meyer,  UA  7b  Nr.  17  und  18;  Jä  Gow- 
aat,  Cours  8,  p  518—526 

360)  Allgemeiner  kann  man  f(8)  und  g(ß)  beschränkt  und  im  Ltbesgue- 
schen  Sinne  integnerbar  annehmen  Auch  können  gewissen  Bedingungen  ge- 
nugende nicht  beschränkte  Funktionen  zugelassen  werden. 

361)  Sind  f  und  g  der  Fußnote  860)  gemäß  gewählt,  so  ist  eine  gewisse 
NnUmenge  von  Punkten  auf  S  auszuschließen. 

362)  Smd  f  und  g  abteilnngsweise  stetig,  so  konvergiert,  wie  sich  sach- 

träglioh  zeigt,  ^  w  (ic,  ?/)  gegen  auf  jedem  von  Unstetigkeiten  freien  Bogen 

von  8  gleichmäßig 

868)  Der  Fmfachheit  halber  wird  angenommen,  daß  es  keine  einfache  Be- 
legung auf  S  gibt,  deren  Potential  in  T  identisch  verschwindet  Sollte,  wie  beim 


' )  280      n  0  8 .    L  Lichtenetem.    Potentialtheone.    Konfonne  Abbildung. 

1    ^ 

I  j'  so  erhält  man  die  Integralgleidnmg 

(1)  ' 

''  il  s 

I 

I  'Entweder  hat  das  eingangs  gestellte  Problem  eme  und  nnr  eme  Lö- 

,  sung"*),  oder  das  zugehörige  homogene  Problem 

'-0 +  ««)«(»)  =  0 

' ''  hat  eme  endliche  Anzahl  linear  unabhängiger  Lösungen.  Im  ersteren 

1  Falle  existiert  die  zugehörige  Oemsche  Funktion  ®(S,  i?;a;,  y) 

',,  .  Es  ist 

'!  (2)  4^m,T,s)+f{s)&(lr:S)=^0, 

;■ '  '        ®(%;  yu  a?a,  y,)  =  ®(a?s;  2/2;  ^1,  ViV"^ 

Ist  die  homogene  Randwertaufgabe  lösbar,  so  gibt  es  eme  Green- 
i  sehe  Funktion  „im  erweiterten  Sinne  "^^'^ 

I  In  einer  ganz  analogen  Weise  wird  man  im   Räume  vorgehen. 

j  Den  Betrachtungen  der  Nr  21  gemäß  ist 

I  Emheitskreise,  diese  Annahme  nicht  zutroffen,  so  -vTürde  man  zuvörderst  eine 

I  Transformation  a;'  =  aa;,  i/'=ay  (0  <ß"4=l)  vornehmen.    Vgl    L  JUchtenstein 

Ber  d  Berl  Math.  Gea    {)  (1909),  p  19—28  [p.  22] 

864)  Tgl.  ^  JPtcard,  Eend.  del  Circ.  Mat  di  Palermo  22  (1906),  p  241—259 

'  ;  [p  260],  J.  Plmelo,  Monatsh.  f  Math  u.  Phya.  18  (1907),  p.  180—211  [p  199— 

211];  L.  lAchtenst&m,  loo  cit,  868);  JÖ  Ooursat,  Coura  8,  p.  518—519,  T.  Gatle- 

mcm,  loc   cit.  198),  p.  27 — 81    Oa)  leman  betrachtet  Gebiete  der  Klasse  M  (ohne 

'  Spitzen)  in  ®    "Was  die  ältere  Behaudlnngsweise  dös  dritten  Randwertproblems 

j  1  betrifft,  vergleiche  z  B.  A.  Korn,  loc.  cit  56)  o),  Abb  8,  W.  Stekloff,  Ann  de  l'fic 

I  ;  Norm   (8)  19  (1902),  p.  191—269,  p  456- i90  [p  218—232]     Sie  geht  vou  dem 

'  Bandwertproblem 

I  I  ^ — \-lfu  =  g     (X  ein  reeller  Parameter,  /'<0) 

aus  tmd  bedient  sich,  der  im  Anschluß  au  die  Poincard aohe  Falermoarbeit  (loc 
cit  190))  ausgebildeten  Methoden  Explizite  Formeln  für  u{f<CO  konstant)  in 
einem  Ereisgebiete  gibt  T  Boggto,  loo  cit  141)  b)  (in 

866)  Dies  trifft  z  B  zu,  wenn  /'(s)^0,     /^/"(s)  ds-j-Ü  ist 

366)  Genügen  f  und  g  einei  J7ö7derBchen  Bedingung  mit  dem  Exponenten  X, 
so  smd  DjM  auf  iff  vorhanden  und  stetig  und  genügen  ia  T-{-S  einer  jff-Be- 

dingung  mit  dem  gleichen  Exponenten,  Auch  •^— ,   -  -  genügen  in  jedem  (|,  ?]) 

nicht  enthaltenden  Bereiche  derselben  Bedingung  (J>  ^.ichtenstetn,  loc  cit  868), 
p  28) 

867)  L  lAchtenstein,  loc  cit  868),  p.  26 
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(3)       <g,  ^)  =  -  ^fa^it,  r.  0 1^ ^^  -f-  jßifidt, 

darum  ^  ^ 

(4)    u(s)  =  l^f[G^is,  t)m  +  t]  <i)di  -  Ä/<?°(g,  r,  t)9(i)dt 

s  s 

Diese  Integralgleiclnmg  könnte  ebenfalls  zum  Ausgangspunkte  der 
Theorie  genommen  werden."'^) 

Es  möge  jetzt  das  der  Betraclitung  zugrunde  liegende  Gebiet  Tder 
Klasse  D  angehören.  Geht  man  durch  konforme  Abbildung  zu  einem 
Gebiete  T'  der  Klasse  ö  Über,  so  gewinnt  man  für  u  {x' ,y')=u{x,y)  eme 
Randbedingung  von  der  Form  "^f  +  JW**' W  ==  '''(O  ^^^  Funk- 
tionen j(s')  und  7t-(s')  sind,  außer  m  den  Bildpunkten  der  Ecken,  ab- 
teilungsweise  stetig  und  genügen  m  der  Umgebung  der  ausgeschlossenen 
Punkte  §'  Ungleichheiten  von  der  Form  1^(01»  \'k{^)\<G\d —s' ^""^ 
{G  konstant,  an  =  dem  Öflfiiungswmkel  der  Ecke  s).  Auch  jetzt  wird 
man  von  der  Integralgleichung  (1)  ausgehen  und  gelangt  bei  einiger 
Vorsicht  zu  analogen  Existenz-  und  Umtätssatzen.^'^) 

Eme  voUstandige  Behandlung  des  dritten  Randwertproblems  m 
räumhchen  Gebieten  mit  Kanten  und  körperlichen  Ecken  liegt  zur 
Zeit  nicht  vor.  Emen  Weg  zur  Lösung  dürften  unter  geeigneten 
Voraussetzungen  die  Vanationsmethoden  (Nr  4:5)  sowie  die  Unter- 
suchungen von  S  Zaremha,  JR.  Bär  und  T.  Oarleman  bieten.'™) 

868)  Vgl  D  Etlbert,  Gott  Nachr.  1904,  p  218—269  [p  266—256]  Dieser 
Weg  empfiehlt  sich  tiauientlich,  wenn  es  sich  um  nicht  schhchtartige  Gebiete 
handelt. 

869)  Vgl  L  Ltehtetistein,  loo  cit  272)  [p  112 — 119].  Ebenso  wird  man  vor- 
gehen, wenn  em  beliebiges  achlichtarti'ges  Gebiet  der  Klasse  D  m  ®,„  vorliegt  Ist  T 
nicht  schlichtartig,  so  kann  man  sich  mit  Vorteil  der  in  geeignetei  Weise  modifizier- 
ten kombinatorischen  Methode  von  L  Lichtemtein  (Nr  24 j)  bedienen  Das  gleiche 
gilt,  wenn  S  ans  mehreren  Komponenten  besteht,  und  auf  einigen  von  diesen  die  Eand- 

bedingung  m  =  qo,  oder  -5—  =  1/),  auf  den  ubngen  die  Bedingung  = — \-fu  =  g  vor- 
geschrieben ist  Eine  andere  Möglichkeit,  das  dritte  Bandwertproblem  für  Ge- 
biete der  Klasse  M  (ohne  Spitzen)  in  @  aufzulösen,  bietet  die  Methode  von  S.  Za- 
remba  und  E  Bär.  Vgl  B  JBdr,  loc  cit  198),  p.  19—21.  In  gleicher  Weise  laßt 
sich  allgemeiner  das  Ilandweriproblem 

%n^-  +  ^(*) "^''^  +  f^^^^  *) **^*^  ^*  =" ^(*)    (■^('''  *^  =  ^^*' *^  ^^^^S'^ 

behandeln  (B  Bär,  a.  a  0  ,  p  21—22.  S.  auch  T.  Oarleman,  loo  cit  198),  p.  88 
bis  41).  Eine  vollständige  Behandlung  des  dritten  Bandwertproblems  föi  Ge- 
biete der  Klasse  M  (ohne  Spitzen)  in  @  hat  neuerdings  T  Carlemcm  geliefert 
Vgl.  T  Garleman,  loo   cit.  864). 

870)  Vgl  B  Bär,  loc  cit  198)  sovne  namentlich  T  Carleman,  loc  cit.  198), 
p  81—88 
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Eb  sei  T  ein  einfach.  znsammenliängendeB  Gebiet  der  Klasse  B 
m  @.    Wie  m  der  Nr.  241,  möge  8  in  Bögen  S'  und  iS"  zerfallen 
Auf  S'  sei  die  Randbedingung  u(s)  =  g>(s),  auf  5"'  die  Bedingung 

?^  +  f(s)«(s)  =  ,w 

(/,  ^,  (p  abteilungsweise  stetig)  vorgeschrieben.  Man  gewinnt  jetzt 
zur  Bestimmung  ron  u{s)  auf  S"  die  Integr^gleictung 

u{s)  =  Fis)  +  :^ff{t)u(ß)G^s,t)dt  -  ±rg(t)G^{s,t)dt, 

(6)  ^ 

Die  Integralgleichung  (5)  ist  der  Fredhohn  Bch^n  Methode  zugänglich. 
In  ahnKcher  Weise  wird  man  vei fahren,  wenn  T  der  Klasse  D  in 
(S  angehoi-t. 

29.    "Weitere    Bandwortaufgaben.    Die    bis    jetzt    betrachteten 
Randbedingungen  sind  zumeist  als  besondere  Falle  in  der  Formel 

(1)  m^-^  +  f(sMs)  =  gis)        . 

enthalten.  Betreffs  einer  Yerallgemeinenmg  durch  Hmzunahme  eines  Glie- 
des von  derFormJ  E(s,t)u(ß)dt  linker  Hand  vergleiche  die  Fußnote'^"). 

s 
B.  Bar  löst  fdr  einfach  zusammenhängende  Gebiete  der  Klasse  B  m  ^ 
das  Randwertproblem 

=  Länge  von  S)  auf  ^''*-) 
Es  möge  jetzt  T  ein  einfach   zusammenhängendes   Gebiet    der 
Klasse  0  m  ®  bezeichnen   ff  Foincare  bestimmt  diejenige  in  T  -{-  S 
stetige,  in  T  reguläre  Potentialfunktion  u{z,  y\  die  auf  ;Sf  der  Bedingung 

genügt,  unter  l{s),  l{s),  g(s)  analytische  imd  reguläre  Fanktiouen  ver- 
standen.^'*) 

371)  E  Bdr,  loc  cit  198),  p.  22—24   Dort  findet  sich  auch  die  allgemeinere 
Randwertaufgabe 

(Ai8,t)<=A{t,8)  stetig) 
872)  n:  Poinear^,  Sechs  Vortrage  aus  der  reinen  Mathematik  und  mathe- 
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Die  Lösung  wird  als  Potential  emer  emfaclien  Belegung  ange- 
Betzt.    Ihre  Dichte  genügt  einer  Integralgleichung  zweiter  Art,  deren 

Kern  fär  s  =>  ^  wie  7c(s)  ~  4-  l(s)  log  —  unendlich'  wird.    Nach  einer 

Iteration  und  einer  Umfonnung  unter  Benutzung  der  Integrations- 
wege im  Komplexen  gelangt  man  von  hier  aus  zu  einer  der  Fred- 
holm Bchen  Theorie  zugänglichen  Integralgleichung 

B.  Bär  macht  zur  Bestiromung  der  auf  dem  Rande  verschwin- 
denden GVeewschen  Funktion  eines   Gebietes  der  Klasse  Cm®  den 
Ansatz 
(4)  G%ri\  ^,  y)  =  log  I -Jliiß)  log  ^  dt 

8 
t 

und  erhäli  iür  f[i(f)dt  =  ]i(s)    eine    Integralgleichung    zweiter   Art, 

0 

die  im  Anschluß  an  die  soeben  erwähnten  Untersuchungen  von 
Poincar^  gelöst  wird''^") 

Es  sei  T'  ein  einfach  zusammenhangendes  Gebiet  der  Klasse  B 
in  ®,  T  -{-  S  em  Bereich  der  Klasse  B  m  T';  es  sei  ferner  (^,rf)  em 
Punkt  in  T  JE.  Picard  behandelt  das  folgende  Problem  Es  sind  die 
etwa  vorhandenen,  in  jedem  (S,  rf)  nicht  enthaltenden  Bereiche  m 
jt-{-S  und  m  T — T-f-  S'  stetigen,  außer  vielleicht  am  Rande,  regu- 
lären Potentialfiinktionen  u  und  m'  zu  bestimmen,  die  so  beschaffen 
sind,  daß  u  sich  m  (|,  tf)  wie  log  -  verhält  und  folgende  Rand- 
bedingungen  erfüllt  sind: 

matischen  Physik,  Leipzig  1910,  Z-weiter  Vortrag,  p.  15— 19,  Le^ons  demöcanique 
Celeste  S  (1910),  p  251—261  Man  vergleiche  Herzu  Ä  Blondel,  C  R  162  (1911), 
p  1287 — 1290,  wo  speziell  das  Kreisgebiet  betrachtet  wird 

873)  B  Bar,  loc  cit  198),  p   11—18. 

Die  Randwertaufgabe  (8)  läßt  sich,  worauf  auch  Poincard  hinweist,  leicht 
mit  Hilfe  eines  im  Anschluß  an  JD  JStlbert  von  0  D  Kellogg,  loc.  cit  146),  an- 
gegebenen Verfahrens  erledigen  Es  genügt,  T  von  der  Klasse  JB,  die  Funktion 
A(fi)  nebst  ihrer  Ableitung  stetig,  ?(s),  g{s)  etwa  sohlechthin  stetig  vorauszu- 
setzen Randwertaufgaben  verwandtei  Natur  sind  von  2)  Hubert,  Verhandlungen 
des  3  intern  Kongr  in  Heidelberg  1904,  p  288—240,  Gott  Nachr  1906, 
p  1 — 32,  Grundzüge,  p  81—108  und  im  Anschluß  daran  von  Gh  Haseman,  loc. 
cit.  146,  betrachtet  worden  Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Bestimmung  einer 
in  einem  einfach  zusammenhängenden  Gebiete  der  Klasse  C7  in  (£  analytischen 
und  regulären  Funktion  /"(«)  =■  U-\-tV,  wenn  auf  S 
(6)  a  iß)  U(ß)  -I-  &  (s)  Vis)  +  c  (s)  —  0 

gilt,  unter  a,  b,  c  auf  S  erklärte,  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  Punkte,  nebst 
ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  stetige,  gewissen  weiteren  EmschrUnkungen 
unterworfene  Funktionen  verstanden;  f(js)  wird  auf  S  nicht  notwendig  überall 


1 

I  " 


284      nCs.    L  Lichtenstem.    Potentialtlieorie     Konforme  Abbildung 

|^-=Ä(s')«'(s')»'>f  S', 
^'^  _  i^  (,)  |2  =  _  Je,  (,)  1^  =  ä(s)  («'  -  «)  auf  S 

Die  Funktionell  Ä(s'),  ^^(ä),  ^{s),  g[(s)  sind  stetig  nnd  positiv 
Picard  setzt  m  =  log  -  -f-  l  ^^^-  ,   «'==  lli''(S)~~'  ^^<^    erhält    zur 

Bestimmung  von  /t  und  /*'  em  System  von  zwei  der  2'VfitüÄoZm  scheu 
Theorie  zugänghchen  Integralgleichungen  ^^*) 

Probleme  der  mathematischen  Physik  führen  vielfach  auf  die 
Bestimmung  von  Funktionen,  die  m  verschiedenen  Gebieten  denselben 
oder  verschiedenen  Differentialgleichungen  geniigen  und  an  den  ge- 
meinsamen Randkurven  oder  Handflächen  durch  geeignete  Verknüp- 
fongsgleichungen  zusammenhangen.''^^)  *'^)  In  diese  Gi-uppe  von  Auf- 
gaben fallen  die  bereits  Nr.  17  b  erwähnten  Probleme  von  Neumann- 
Pmnccur^  und  Rohin-Poinca/re 

Es  sei  T  ein  einfach  zusammenhangendes  Gebiet  der  Klasse  ö 
im  Räume  JÖ  Le  JRoy  betrachtet  Potentialfunktionen  u  und  u^,  die 
entsprechend  m  T  -\-  8  und  in  dem  Außenbereiche  Tf^-{-S  stetig,  m 
T  und  T^  reguläi'  sind  und  auf  8  den  Bedingungen 

{X  reell,  Ä(s)  >  0,  g{s)  stetig) 

stetig  ansfallen.    Des  weiteren  werden  unter  gewissen  YorauBsetznngen  zwei  iu  T 
analytj.8che  und  reguläre  Punktionen  f{e)  und  /*(?)  bestimmt,  wenn  aut  5 
(6)  a,  0-+  l}^r-\-  a*  ü*  -(-  &/  F*  +  c^  ==  0    (r  «  1,  2) 

gilt  Die  Lösung  wird  unter  Zuhilfenahme  der  m  der  Fußnote  146)  angegebenen 
Umkehrungsformeln  gewonnen.  Auf  Elhnliche  Weise  gelingt  die  Bestimmung 
eines  Paares  iu  T  und  T^  analytischer  und  regulürer  Funktionen  f{z)  und  fa{z\ 
wenn  auf  8  eme  Beziehung  von  der  Form  fa{s) ^^ c(8)  f{a)  {Hilbert  a  a  0,  ver- 
gleiche auch  J.  Plemejj,  loc.  cit.  146),  p  210),  oder  fa(s)  =  c{e)f{a(a))  {Hascmayi 
a.  a  0 )  vorgeschrieben  ist  Durch  einen  weiteren  Ausbau  semer  Methode  ge- 
lingt D  Hilbert  die  Lösung  des  JBie»ian7J sehen  Problems  der  Bestimmung  dei 
Funktionensystomo  mit  vorgeschnebouer  Mouodromiegruppe,  Gült  Nachr.  1905, 
p  1—82;  Gnmdziige  p  81—108  (Man  vergleiche  hierzu  J  JPleincl/,  Monatsh 
f  Math,  u  Phys  19  (1908),  p  211—246  sowie  E.  Hilb,  IIB  5  Nr.  14) 

874)  A  P%card,  C  E  166  (1918),  p.  1119—1124  Es  handelt  sich  hier  um 
das  Problem  des  thermischen  Gleichgewichts  zweier  Medien  mit  Wunneaus- 
strahlung  und  Temperatarsprung  Man  vergleiche  ferner  J£  Picard,  Rend.  dt,l 
Giro  Mafc   di  Palermo  87  (1914),  p  249—261  sowie  C  ß.  142  (1906),  p  861—805. 

875)  Vgl.  die  Bemerkungen  von  Ä  Sommerfeld^  IIA 7c,  p.  505—508 

376)  Man  vergleiche  als  Beispiel  die  Behandlung  des  allgemeinen  elektro- 
stafoBchen  Problems  bei  /  Plemelj,  loc  cit  215)  Weitere  Beispiele  finden  sich 
bei  JS.  Webe/r,  Partielle  Differentialgleichungen,  1,  p  319—627;  2,  p.  168—198  so- 
wie p  488—450     Siehe  ferner  u  a  V  24  Nr  68-  70. 
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gepügen^^')  Diese  und  andere  analoge  Aufgaben,  insbesondere  das 
durch  Einführung  eines  Parameters  erweitei-te  dritte  Randwertproblem 
soUen  in  einem  weiteren  Referat  über  partielle  Differentialgleichungen 
vom  elliptischen  Typus  besprochen  werden. 

Eine  Randwertaufgabe  besonderer  Art  behandelt  0.  SÖlder.  Sind 
f{s)  und  g(s)  beliebige  auf  dem  Emheitskreise  C  erklärte  stetige 
Punktionen,  so  gibt  es  im  allgemeinen  keine  in  einem  Q-ebiete 

0  <  Ä»  <  ic''  +  y«  <  1;  oder  l<x'  +  y^<B^ 
reguläre  Potentialfunktionen,  so  daß  auf  G:  u[s)='f(s),  -j^='9(.s) 

wäre  Holder  gibt  notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  dafür 
an,  daß  in  jedem  der  beiden  Kreisrmggebiete  bei  voigegebenem  B 
eine  Potentialfunktion  dieser  Art  existiert  ^'«)  "^^^ '»'^'") 

877)  JiJ  Le  Boy,  Auii  de  Tlfic.  Kqrm  (8)  16  (1898),  p  9—178  Man  ver- 
gleiche hierzu  S  Zaremba,  Ann.  de  Vtc  Norm.  (8)  20  (1903),  p  9—26  Bowie 
T  Lev*-Gtvita,  BuU  de  l'Ao  de  Cracovie,  1902,  p  268—270, 

878)  0  Holder,  Leipz.  Ber   68  (1911),  p.  477—500 

879)  Weitere  Literatui  T  Garleman,  loc  cifc.  198),  p  88—4:1,  E  A  v  Beckh 
WtdmansteUer,  Monatah  f  Math  u  PLys  28  (1912),  p  240—256,  wo,  m  Yer- 
allgemeinerung  gewisser  Betrachtungen  von  W.  Wirttnge) ,  Ansätze  zur  Behand- 
lung der  Randwertaufgabe    Am««0  m  der  Fläche  des  Binheitakreises, 

auf  seinem  Rande,  angegeben  werden  Unter  P,  §,  JS,  F  werden  stetige,  gewissen 
Bedingungen  genügende  Fanktionen  verstanden.  Man  vergleiche  hierzu  M.  Bot- 
tasso,  Atti  della  R  Acc  delle  So  di  Tonne  60  (1916),  p  417—440 

379»)  0  Blwnenthal  behandelt  neuerdings  das  Gleichgewicht  einer  recht- 
eckigen Membran  T  von  der  Breite  2  &  und  der  Länge  a,  die  an  einer  Breitseite 
festgehalten,  an  der  anderen  frei  ist  und  deren  beide  Längsseiten  von  elastischen, 
durch  stetige  Ki-afte  senkiecht  zur  Membran  beanspruchten  und  in  einem  be- 
liebigen Punkte  (c^a)  gestützten  Balken  gebildet  werden  Das  Problem  wird 
auf  die  Bestimmung  derjenigen  m.  T -j- S  stetigen,  m  T  regulilren  Potential- 
funktion w  zurückgeführt,  die  an  den  Längsseiten  Randbedingungen  von  der 
Form 

dw 

dn 

0 

an   den  Breitseiten   a;  =  0   und   x==a   der  Form  to  =  0   und   =—  =-  0   genügt 

on 

Der  Ausdruck  ^(S,  a;)  ist  eine  stetige,  nicht  symmetrtsche  Funktion,  die  für  alle 
X,  als  Funktion  von  |  aufgefaßt,  eine  aus  zwei  Q-eradenstücken  bestehende  ge- 
brochene Linie  darstellt  Die  Aufgabe,  die  sich  auch  auf  eine  Integralgleichung 
mit  tmsymmetnschem  Kern  zurückführen  ließe,  wiid  durch  einen  JFoiwier- Ansatz 
gelöst  Die  Eigenwerte  werden  als  Wurzeln  einer  transzendenten  Gleichung 
mittels  einer  asymptotischen  Methode  bestimmt     Es  wird  das  Vorhandensein 


a 
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30.  Die  PoisBoiLBOb.e  Oifferentialgleiohtuig.  Es  sei  T  ein  be- 
schranktes Gebiet  der  EHaflse  B  m  ®^f  jp(a!f  y)  eine  m.  T  ■\-  S  stetige, 
m  T  einer  ^-Bedingung  genügende  Funktion  Es  gibt  eine  nnd  nur 
eine  m  T  -{■  S  stetige  Funktion  u,  so  daß  DyU  und  D^u  m  T  stetig 
sind,  in  T  .Aw==jp,  auf  jS  . . .  w(s)  ==  gp(s)  (^(s)  abteilungsweise 
stetig)  gilt.'^)  Man  findet  (m  @  am  einfachsten  Ton  der  öreen  sehen 
Formel  (2)  Nr.  10  ausgehend) 


V' 


(1) 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  auf  S  verschwindende  Lösung 
(2)  üi^,v)-~i;ifp(x,y)G{hr,  x,y)dxdy}^^) 

1   In  3:"  +  iS  ist 

^!a  =  (^1  —  ^iY  +  iVi  —  Vif- 
2.  Gehört  T  der  Klasse  JBh  an  und  ist  X  der  zugehörige  JSolder- 
sche  Exponent,  ist  ferner  m.  T  -{-  S .     |2^(iCj,  ^i)  — jp(^s;  2^s)  |  <  ^clij , 
so  sind  DjjW  in  T  -{-  S  stetig.  Es  gilt  ferner  daselbst 

von  unendlich  vielen  negativen  und  unendlioh  viclun  komplexen  Eigenwerten 
mit  negativem  ßealteil  festgestellt.     Sonstige  Eigenwerte  kUnnen  nur  in  end- 
licher Anzahl  vorhanden  sein     (Ygl  0  JBlumenihal,  Math  Zeitschr  8  (191ü). 
880)  Ist  das  Gebiet  T  schlicht,  so  wird  man  zum  Beweise  am  einfachsten 

1  r  1 

M  C^i  7])  =  —  ^—  1  iJ  (a!,  y)  log  —  dxdy-{-  17(1,  tj)    setzen.     Ist   T  sohlichtartig ,    so 


kaim  man  durch  konforme  Abbildung  zu  einem  schlichten  Gebiete  übergehen 
Andernfalls  wird  man  etwa,  wenn  2'  ixgendeiu  Gebiet  der  Klasse  J3  bezeichnet, 

das  T  +  S  enthdJt,  tt(|,,j)  =  _-L  f p(x,y)Git,V\  a:,y)dxdy-{-  J/(g,Tj)  setzen. 


— ^/^ 


unter  ö^  die  zu  T  gehörige  öVc^Msche  Funktion  verstanden  Der  Existenz-  und 
Unitätssatz  gelten  bei  behebigen  mehrfach  (und  selbst  tineDdlichviellach)  zusammen- 
hangenden beschränkten  Gebieten  in  S,^,  deren  Rand  keine  punktortigun  Kom- 
ponenten hat  (Nr  80  und  15  c) 

381)  Die  Formel  (1)  gilt  unverändert  auch  noch,  wenn  T  der  Klasse  Q  iiri- 
gehöit.  Ein  analoger  Ausdruck  ergibt  sich  boi  einem  Gebiet  der  Klasäc  B  im 
Räume  Die  Formel  (2)  gilt  fQr  alle  bescbrllnkten  einfach  oder  mehrfach  zu- 
sammenhangenden Gebiete  in  @„j,  deren  Rand  komo  punktartigen  Komponenten 
hat.  Vgl.  L  Ltchte^istein,  Ber  d  BerL  Math.  Gee  16  (1S16),  p  92—96.  Dort  wer- 
den besohrinkte,  einfach  zusammenhangende  Gebiete  in  ®  betrachtet. 
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(4)         I  D,u(x„  y,)  -  AtZ(a:„  yj  |<  { ^^  Maoc  |p  |  +  Ä,N]  dl^ 
(J^  >  0,  ^a  >  0  konstant)  »") 

Analoge  Sätze  gelten  für  partielle  Ableitungen  höherer  Ordnung  so- 
wie im  Räume. 

Ist  p  eme  abteilungsweise  stetige,  oder  aUgememer  beschränkte 
imd  im  ie&es^tte sehen  Sinne  integrierbare  Punktion,  so  sind  D^ü,  so- 
fern T  der  Klasse  JB  angehört,  immer  noch  m  T  -\-  8  stetig  und  ge- 
nügen der  Beziehung  (3).  Genügt  p  iu  einem  Punkte  in  T  eiuer  der 
in  der  Nr.  8  angegebenen  Bedingungen,  so  hat  ü  dort  stetige  partielle 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  und  genügt  der  Differentialgleichung  (ö) 
Aw=jp.  Ist  [29(a;,  y)Y  m  T  im  LebesgiAeachen  Sinne  integrierbar,  so 
hat  ü(x,  y)  nach  L  Lichienstein  in  T,  außer  höchstens  auf  emer  gewissen 

Menge  von  Punkten  vom  Maße  Null,  partielle  Ableitungen  k-y>  -ö— t 
und  genügt  der  Differentialgleichung  (5)  (vgl.  Nr.  8)."^^) 

31.  Einzelbetraclitung  besonderer  Gebiete.  Spezielle  Unter- 
suchungen über  die  Kreisfläche,  Kreisringfläche  sowie  den  Kugelkörper 
sind  ihrer  besonderen  Wichtigkeit  wegen  in  den  Abschnitten  Nr  18  und 
14  eingehend  besprochen  worden  (Vgl  überdies  die  Fußnoten  237 
und  254.)  Untersuchungen  über  das  Gebiet  einer  EUipse  sind  m  der 
neueren  Zeit  von  G.  Neumann^^),  E  B.  Neumann^^),  J.  Plernelj^^^), 
G.  Wiarda^^"^,  G.Lery^^'^,  J.  Blumenfeld  und  W  Mayer^^^)  angesteUt 
worden.  Mit  dem  EUipsoidkörpei  beschäftigen  sich  G  Morera,  C,  Somi- 
gliana,  Ä.  Wangenn,  G  Wiarda  und  8.  Broddshy,^^)  Die  Anziehung  und 


Vgl  A  Korn,  loo.  cit  66)  h),  p  81—82;  Ch.H.Münte,  loo  cit.  31) 
[p  9 — 20]    Man  beachte  insbesondere  die  Bemerkung  auf  p  20. 

883)  L.  Lichtenstein,  loo  cit  61),  p.  84—42  Weitere  Literatur.  Ä  Paraf, 
loc.  cit  245);  dort  sowie  bei  il  Ficard,  Acta  math  25  (1902),  p.  121—187,  findet 
sich  insbesondere  die  Darstellung  der  Lösung  ü  im  Kreisgebiet«  durch  tngo- 
aometnsche  Reihen.  Man  vergleiche  fernei  ü  JDim,  loo  cit  137);  L  LichUn- 
itetn,  Math.  Ann  67  (1909),  p.  659—576  [p.  669— 665J,  W  Osten,  ßend  del  Cucolo 
Mat  di  Palenno  88  (1914),  p.  167—179 

384)  G  Neumann,  Leipz  Ber  62  (1910),  p  87—169  [p  108— 108J 

885)  B  B  Neumann,  Beiträge,  p  140 — 161  (a  a  0.\wird  auch  das  Außen- 
^ebiet  einer  EUipse  betrachtet) 

386)  J.  Plemelj,  Untersuchungen,  p  71 — 74;  p  88—90,  p,  95—97. 

887)  G.  Liry,  a)  CR  142  (1906),  p  951—968;  b)  ebendort  p  1406—1407 
jowie  o)  C  R.  J62  (1911),  p  884—844.  Liry  stellt  die  G'rtfensche  Funktion  einer 
HJUipsenfläohe  als  das  Potential  einer  gewissen  unendlichen  Menge  von  Massen- 
Punkten  dar  Dieses  Resultat  ist  später  unabhängig  von  JE  B,  Neumawn,  Bei- 
iräge,  p  125—141  angegeben  worden   (Vgl  auch  G  Wtarda,  loc  cit  287)) 

888)  Ö^  Morera,  Atti  della  R  Acc  della  Sc.  di  Tonne  89,  p  262—258, 
>.  268—261;  41,  p  620—531;  p.  538—541;  Torino  Mem  (2)  55  (1906),  p  1—26; 
^.tti  della  ß  Acc  dei  Linoei,  Rendiconti  (6)  16,  p.  669— 678;  (5)  17,  p  878—390,^ 
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das  Potential  hyperboloidischer  Schalen  bestimmt  E.  Siemita  ^^)  Mit 
der  Anaiehung  eines  homogenen  Körpers,  der  von  zwei  Tripeln  kon- 
fokaler Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  ist,  die  durch  zwei  gegebene 
Punkte  als  Gegenecken  hindurchgehen,  beschäftigt  sich  F.  de  ScUvert^^) , 
mit  der  Anziehung  eines  homogenen  Kugelsegmentes  G.  W.  Hül^^^) 
Das  von  zwei  Kreisbögen  begrenzte  einfach  zusammenhängende  Gebiet 
haben  G  Heumann  und  T.  Ga/rleman  betrachtet.®®*)  Eine  neue  Behand- 
lung des  Potentials   und   der   Anziehung  homogener   Polyeder   gibt 

Über  ebene  Gebiete,  die  von  algebraischen  Kurven  begrenzt  sind, 
K^en  Arbeiten  von  G.  L^^^^)  und  G.  Serglotz^^)  vor.  G.  L^-y  be- 
trachtet die  (?reßwsohe  Funktion  und  weist  u  a.  auf  die  Bedeutung  der 
Brennpunkte  hin.  Herglots  bestimmt  aUgemem  das  logarithmische  Po- 
tential des  mit  homogener  Massesohicht  belegten  Gebietes  und  zeigt, 
daß  sich  dieses  stets  auf  das  Potential  gewisser  einfacher  und  doppelter 
Linienbelegungen  sowie  einzelner  Massenpunkte  zurückführen  läßt.  Die 
Lage  dieser  Massen  hängt  innig  mit  der  Lage  der  ordentlichen  und  außer- 
ordentlichen Brennpunkte  des  algebraischen  Randes  zusammen.  Ins  ein- 
zelne durchgeführt  ist  die  Theorie  für  bizirkulare  Kurven  vierter  Ordnung 
I '    I  Als  GrenzfaRe  ergeben  sich  Sätze  über  Inversionskurven  einer  Ellipse 
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C  Somigkana,  Rend.  del  Cixo  Mat   di  Palermo  81  (1911),  p   887—391,  A  Wan- 
^i'jli'^  grertn,  Ber  d  Deutschen  Math  Ver  28  (1914),  p.  389— 891;  G.  Wiar^,\QQ  cit  237), 

IJj'i'  p  57—63;  S  Brodetaky,  The  quarterly  Joum  ,  46  (1916),  p.  297—817  gibt  eme 

direkte  Ableitung  der  bekannten  Formeln  für  das  Potential  eines  homogenen  EUip- 
Boidkörpers  A  a  0.  finden  sioh  auch  allgemeine  Formeln  fdr  das  Potential  homo« 
gener  konvexer  Körper  mit  einer  Symmetrieebene  Potential  gewisser  nicht  homo- 
gener EUipaoidkBrper  gibt  G  Prasad,  Mess.  of  Math.  80  (1900/01),  p  8—16  an  Es 
sei  zuletzt  auf  die  Behandlung  des  Ellipsoidkürpers  bei  H.  Foincarö,  Figuies  d'öqui- 
liij  |,  libre  d'une  maaae  fluide,  Paris  1902,  p  118—192,  luabea   p.  136—142,  und  bei 

G  Jordan,  Cours  d' Analyse,  Bd.  3,  2  Aufl ,  Paris  1896,  p.  422—436  hingewiesen 
389)  E  StetmtB,  Joum  f  Math    129  (1906),  p.  294—316 

890)  F  da  Sahej-t,  Annales  de  la  soo  sc  de  Brnxelles  21  und  80,  auch  als 
Monographie  bei  Gauthier-Yülara,  Paris,  erschienen  Für  spezielle  Lagen  des  an- 
gezogenen Punktes  werden  explizite  Foi-meln  angegeben 

891)  Q  W.  Etil,  Arner.  Jouin    29  (1907),  p.  845—862 

ijl  I  392)   Vgl  C    Newnann,  Leipz   Bei.  62   (1910),  p    307  —  367,  wo  nament- 

lich die  natürliche  Belegung  bestimmt  wird,  und   T.  CarJeman,  loc.  cit    198), 
p  47—86     Weitere  spezielle  Gebiete  siehe  bei  G.  Neumann,  a  a  0,  p.  868— 
376  sowie  Leipz  Ber  63  (1911),  p  240—248     Man  veigleiche  überhaupt  die  m 
ij]  ;  I  den  Jahren  1906—1917  a  a.  0  yeröffentlichten  Abhandlungen  von  C  Neumann. 

■'Ijl  I  892»)  Vgl   P.  Appellj  Rend   del  Giro.  Mat  di  Palermo  36  (1913),  p  79—81 

I  [!|  I  898)  Vgl  G  iJry,  loc   cit  387)  a)  b)  c)  sowie  Ann  de  l'fio.  Korm  (8)  82 

I  j !  ;  j  (191Ö),  p  49-186 

'  i"  f,|  894)  Ygl  G.  Herglote,  loo  cit  79) 
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sowie  einer  Hyperbel,  die  gewisse  von  G.  Neumcmn  entdeckte  Theo- 
reme umfassen  ^®^)  An  gleicher  Stelle  wird  das  Newtonaohe  Potential 
homogener,  von  biziikulaj'en,  symmetrischen  Flachen  vierter  Ordnung 
begrenzter  llotationsköi-per  behandelt  Das  NewtonBche  Potential  ho- 
mogener Körper,  deren  Begrenzung  aus  Rotationsellipsoiden  durch 
Inveision  an  einem  beliebigen  Punkte  der  TJmdrehungsaehse  entsteht, 
bestimmt  Ä  Wangerm^^^) 

Das  Newtonsche  Potential  einer  homogenen  Ereisscheibe  und 
einer  homogenen  Halbkugel  sowie  gewisser  nichthomogener  Bele- 
gungen der  beiden  Gebiete  hat  T  J  TA  Bromwich  ermittelt.'") 

Das  erste  Randwei-tproblem  fiir  das  von  der  Hälfte  einer  Lemms- 
kate  mit  Doppelpunkt  begrenzte  beschränkte  Gebiet  wird  unter  Zu- 
grundelegung der  Neumann-Ft  GiUiolmsc^&Oi  Theorie  von  J  Blumenfeld 
und  W.  Mayer  erledigt  ^^^) 

Eine  (zweidimensionale)  GoeenBche  Funktion  (im  erweiterten 
Sinne)  der  Kugelflache  hat  M  Zermdo  angegeben""^)  Mit  den  Grcen- 
schen  Funktionen  des  Korpers  emea  unbegrenzten  geraden  Kreis- 
zylmders  beschäftigen  sich  P  Levy  und  G  Bcmhgcmd^^^) 

Eme  Foi-mel  für  die  Grcensche  Punktion  des  zwischen  zwei  paial- 


G  Neumann,  Leipz  Ber   69  (1907),  p  278—312,  CO  (1908),  p  58—50 
sowie  p  240 — 247    Siehe  auch  S  lAebmannj  ebendort,  p  878—386. 

896)  Ä  Wa7ig&iin,  loc  cifc  91)  Dort  werden  noch  weitere  Sonderfalle  be- 
bandelt Durch  Spozialiaierung  werden  Ausdrucke  für  das  Potential  des  Körpers, 
das  durch  Rotation  einei  Kreibflache  um  eine  Tangente  entsteht,  gewonnen 
(zuerst  von  S  Bruns,  Inauguxal-DiBsertation,  Berlin  1871,  bestimmt). 

897)  T  J  l'Ä  Bromwich,  Proc.  of  the  London  Math  Soo  (2)  12  (1912/18), 
p  100—125  Die  Verteilung  der  Elektnzität  auf  einer  leitenden  elhptischon 
Platte,  insbesondere  einer  Kreisschcibe  findet  sich  bei  H  Weber,  Partielle  Diffe- 
rentialgleichungen 1,  p  888—842  Man  vergleiche  mich  R  Gans,  Zeitschrift  f 
Math   und  Phys  63,  p  434—487 

398)  £  Zermelo,  Zoitschi  f  Math  und  Phjs  47  (1902),  p,  201—287  Die 
fragliche  Greenache  Funktion  ist  eine  auf  der  Kugelfiäche,  außer  in  einem  Tor- 
gegebenen  Punkte,  wo  sie  loganthmisch  unendlich  wird,  analytische  und  regu- 
Idje  Lösung  der  Differentialgleichung  Aj«  — Conet.  Man  vergleiche  hierzu 
J.  Hadamard,  Le9ons,  p  60-52,  D  Etlbert,  Gott  Nachr.  1004,  p  241—242, 
Grund Kiige,  p   65—66. 

Die  (zweidifnensionale)  Green  sehe  Funktion  einer  Kugelkalotte  gibt  V  Amato, 
Giomale  di  Mat  44  (1906),  p.  18—24,  an 

399)  P  L4vy,  C  R.  154  (1912),  p.  1405—1407;  Rend  del  Circ  Mat  di  Pa- 
lermo 34  (1912),  p  187—219,  betrachtet  die  Greenache  Funktion  erster  und 
zweiter  Art  G  Bouhgand,  C.  R.  156  (1018),  p  1361—1863,  betrachtet  einige 
Eigenschaften  der  örc^nschen  Funktion  eister  Art,  insbesondere  ihren  Zusammen- 
hang mit  der  Greenadhen  Funktion  des  Normalschnittes.  Man  vergleiche  die 
Bemerkungen  von  J  Sadamard  zu  der  vorstehenden  Note  (C  R  166  (1918), 
p   1364) 

Enoyklop  d  math   WiuenBoh     IIS.  SO 
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lelen  Ebenen  eingesclolossenen  seitlich  unbegrenzten  Körpers  gibt 
T  BoggiOj  fdr  den  Körper  eines  rechteckigen  Parallelepipedons 
L  Orlando  an.*»») 

Mit  dem  Problem  des  elektriachen  Gleichgewichts  eines  Systems 
von  zwei  leitenden  Kugeln  beschäftigen  sich  im  Anschluß  an  eine 
altere  Poissow  sehe  Behandlung  des  gleichen  Gegenstandes  J.  JB.  Goehel, 
M  Lange  und  G  JDarboux  *^^)    Spezielle  m  das  Gebiet  der  Potential- 

400)  T  Boggio,  ßend.  de!  R.  Ist.  Lomb.  (2)  42  (1909),  p  611—624 
L  Orlando,  Rend  del  Giro  Mat.  di  Palermo  19  (1906),  p  62—66  Eine  Anflösuag 
der  beidea  ersten  Randwertprobleme  für  den  Körper  eines  rechteckigen  Parallele- 
pipedons gibt  P  Alibrand%,  Giom  di  Mat  41  (1913),  p  230—241,  an  Es  sei  an 
dieser  Stelle  auf  die  alteren  niofaBsenden  Untersiichnngen  von  P  Ajppell,  loc 
cit,  300),  hingewiesen.  ÄppeU  gibt  allgemein  einen  Ausdruck  für  eine  GteenBcke 
Funktion  zweiter  Axt  des  Körpers  eines  Polyeders  an,  das  so  beschaffen  ist,  daß 
die  durch  unbegrenzt  -wiederholte  Spiegelung  entstehenden  Polyedei  nicht  in- 
einander eindiingen 

Das  elektrische  Feld  m  Systemen  von  legelmüßig  angeordneten  Punkt- 
ladungen  bestimmen  P  P  JEwald,  Inaug-Diss  ,  München  1912;  M  Born,  Dynamik 
der  EnstaUgittei ,  Leipzig  1915  und  E  Mad-eluyig,  Phys  Zeitschrift  19  (1918), 
p.  524—682 

In  diesem  ZuBfanmenhang  sei  ferner  eine  Arbeit  von  M  Hafen,  Math  Ann. 
69  (1910),  p  617—637,  genannt.  Hafen  bestimmt  u  a  für  spezielle  Werte  der 
Randfonktion  die  Lösung  des  ersten  Randwertproblems  1  in  dem  von  einer 
(doppelt  zu  zahlenden)  Kreisfläche  begrenzten  (dreidimensionalen)  Gebiete,  2.  in 
einem  Raumgebiete,  das  von  zwei  doppelt  zu  zahlenden  parallelen  Kreisflächen, 
deren  Mittelpunkte  auf  einer  auf  diesen  Flächen  senkrechten  Geraden  hegen,  begrenzt 
ist  Man  gewinnt  so  insbesondere  eine  strenge  Lösung  des  Kondensatorproblems. 
]'j  i',    ,  401)   J  B    Qoebel,   Jouxn.  f.  Math     124    (1902),   p.  167— 164,    126    (1003), 

ll'l,    ,  p  267—281;  M.  Lomge,  Joum.  f.  Math  182  (1907),  p  69—80;  G  Darboux,  Bull. 

!'    I    .  des  sc  math   (2)  31  (1907),  p  17—28 

l|  I      I  Qoebel  behandelt  insbesondere  den  auch  schon  von  Foisson  betrachteten 

1,1      '  Fall  zweier  sich  berührenden  Kugeln.   Lange  bestimmt  die  Verteilung  der  Elek- 

trizität auf  zwei  einander  nicht  umschließenden  und  nicht  berührenden  leitenden 
Kugeln  in  emem  in  bezug  auf  die  Yerbmdungsgerade  der  Mittelpunkte  sym- 
metnachen  Felde.  Hieran  anschließend  wird  die  elektrische  Verteilung  auf  di-ei 
leitenden  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  auf  emei  Geraden  liegen,  behandelt 

Mit  der  PoMsonschen  Theorie  hat  sich  auch  JS  B  Neumann  beschäftigt 

*  Vgl   Leipz    Ber   48  (1896),  p.  684—648;  Joum   f  Math   120  (1899),  p   60—98, 

p  277—304    In  diesen  Arbeiten  wird  unter  anderem  die  Verteilung  der  Eleknzität 

auf  einer  schliehtartigen  leitenden  Fläche  bestimmt,  die  aus  Teilen  von  drei 

Kugeln  besteht,  von  denen  eine  auf  den  beiden  anderen  orthogonal  ist 

Weitere    Literatur     T  J  I'A  Bronmtdi,    Mess     of   Math   36    (1905/06), 
p  1—12;  S  W.  Barnes,  Quarteily  Joum  86    (1904),  p  155—175,   Ä  Guillet  et 
Aubert,  CR  155  (1912),  p  708—711;   F  Schmidt,  Beiträge  zur  Verteilung  der 
l^ii    I  Elektrizität  auf  zwei  leitenden  Kugebi,  insbesondere  für  den  Fall  der  Berührung, 

; '    I  Inaugural-Diflsertation,  Halle  1912,  p.  1—46     Ältere  Literatur  zum  Problem  der 

1 1    I  zwei  Kugeln  vgl.  V 15  Nr  18. 
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theorie  fallende  Randwertaufgaben  der  mathematischen  Physik  finden 
sich  u  a.  bei  E.  Weber,  Partielle  Differentialgleichnngen,  1,  p,  319 — 527; 
§,  p.  168—198;  p  438—450  sowie  G.  Jordan,  Conrs  d'Analyse,  Bd  3, 
zweite  Auflage,  Paris  1896,  p  380— 458*»^") 

Exphzite  Formeln  für  die  konforme  Abbildung  spezieller  ein- 
fach zusammenhängender  Gebiete  in  (S  auf  ein  Kreisgebiet  sowie 
spezieller  schlichtartiger  Polyeder  auf  eine  Kugel  finden  sich  m  großer 
Zahl  m  den  Abhandlungen  von  H  A.  Scliware  ^^^)  Man  vergleiche  femer 
Q  HoltsmuUer,  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaft 
und  der  konformen  Abbildung  mit  Anwendung  auf  mathematische  Physik, 
Leipzig  1882,  sowie  die  in  der  Literaturübersicht  angeführten  Bücher 
über  konforme  Abbildung  von  L  Lewent,  L.  Bieberbacli  und  E.  Study. 
Verschiedene  Beispiele  sind  von  T  Levi-Civita,  ü  Cksotti  und  H  Villai 
bei  Behandlung  hydrodjruamisoher  Piobleme  betrachtet  worden  *°') 

Explizite  Formeln  für  die  konforme  Abbildung  des  Gebietes,  das 
übrig  bleibt,  wenn  man  aus  einer  Halbebene  eine  unendhche  An- 
zahl von  Halbkreisflächen,  deren  geradlmiges  Randstück  allemal  auf 
der  reeüen  Achse  liegt,  entfernt,  auf  eine  Halbebene  gibt  unter  ge- 
wissen emschiankenden  Voraussetzungen  G  Cassel^^^) 

Mit  der  konformen  Abbildung  des  von  zwei  aufemander  senk- 
rechten geradlinigen  Schlitzen  begrenzten  zweifach  zusammenhängen- 
den Gebietes  in  ©  auf  ein  Kreisnnggebiet  beschäftigen  sich  E  JBähr*^^) 
und  J  Thomae^^^)  ^'^) 

Besondere  durch  'elliptische  Funktionen  ausfuhrbare  konforme 
Abbildungen  vgl  bei  Ä  Fricke,  H  B  3  Nr.  76 


401»)  Weitere  LiterattLr-   H  Petnnt,   Arkiv  fot  Mat    Bd  11  (1916)  Nr  13 

402)  H  Ä  Schwäre,  Ges  AbL.  2,  p  65—88,  p  84—101;  p  102—107;  p  211 
bis  269;  p   320—326 

403)  Vgl  etwa  T  Levt-Ckmta,  Eend  del  Circ  Mat.  di  Palermo  28  (1907), 
p  1—8,  U  Cmth,  ebendort,  26  (1908),  p   146—179;  S  Villat,  loo   cit  160). 

404)  T  Cassd,  Acta  math.  16  (1891),  p  33—44  Der  besondere  Fall,  wenn 
die  Zahl  der  Kreise  endhcli  lat,  ist  bereits  früher  von  H.  Weher,  Qött  Nachr 
1886,  p  859—370.  betrachtet  worden 

406)  JE.  Bahr,  InaugurBl-Dissertation,  Jena  1905 

406)  J  Thomae,  Leipz  Berichte  58  (1906),  p   172—191 

407)  Mit  weiteren  besonderen  Fällen  beschäftigen  sich  F  lAndejncmn,  Münch. 
Ber.  24  (1894),  p  403-422,  25  (1896),  p  219—237;  26  (1896),  p  401— 424;/ ßocWfer, 
Mflnch  Ber.  80,  p  165—186;  F  J  Müller,  Abbildung  eines  Spharoidstreifens  anf 
die  Ebene,  Inangnral-Disaertation,  Wüizburg;  L,  Wayland  JDowhng,  Ann.  of  Math. 
(2)  6,  p  69—86;  J  Nauenlerg,  Die  konforme  Abbildung  emes  Fläohenstückes, 
das  von  einer  algebraischen  Kurve  2m  Ordnung  begrenzt  wird,  Inaugural- 
Dissertation,  Erlangen. 
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32.  Wirkliohe  BeBtimmung  der  Löfning  von  Randwertproble- 
men. Besondere  Ansätze.  Für  die  wirkLche  Bestimmung  der  Lö- 
sung eines  Randwertproblems  kommen  vor  allem  Reihenentwicklungen 
m  Frage-  Für  eine  Anzahl  ebener  und  laumlicher  Gebiete  einfacher 
Natur  gelingt  es,  unendliche  Reihen  aufzustellen,  die  sich  für  die 
Darstellung  der  Lösung  besonders  eignen  und  namentlich  in  der 
mathematischen  Physik  eine  gioße  Rolle  spielen.  Pie  zum  Teil  weit 
ausgebildete  Theorie  bildet  den  Gegenstand  emer  besonderen  Lehre 
von  den  Reihenentwicklungen  der  Potentlaltheofie  *°^)  *'*^)  Eine  ähn- 
liche RoUe,  wie  die  Kugelfunktionen  für  den  Eu'gelkorpei  spielen  bei 
emem  beliebigen  dreidimensionalen  Gebiete  der  Klasse  B  die  wieder- 
holt erwähnten  von  B.  Poincare  eingeführten  Fundamentalfunktionen 

(Nr.l?)^"') 

Für  die  wirkliche   Berechnung   der    Lösung  der  beiden   ersten 

Randwertaufgaben  hat  S  Zaremba  das  folgende  einfache  Verfahien 
angegeben  *^^)  Es  sei  T  ein  beschranktes,  der  Einfachheit  halber  ein- 
fach zusammenhängendes  Gebiet  der  Klasse  J5  in  ®.  Es  sei  (^Cq?  S'o) 
em  beliebig  gewählter  fester  Punkt.  Man  geht  von  der  unendlichen 
Folge  regulärer  Potentialfunktionen 

aA+i 

S/j  +  S  ^^ 

aus,  setzt  >     t        -) 

408)  Es  handelt  siob  hier  vor  aUem  um  Entwicklungen,  die  nach  den 
Kugel-  und  verwandten  Funktionen  fortschreiten  Man  vergleiche  B.  Burkhardt 
und  TT  F  Meyer,  HA  7  b  Nr.  14,  20,  21,  22,  A.  Wangerin,  II  A  10;  Jf  Böcher^ 
Reihenentwicklungen  der  Potentialtheorie,  Leipzig  1894  (weitere  Ausführung  emei 
Göttmger  PreiBschnft,  1898);  E  Hill,  Math  Ann  63  (1907),  p  38—83  sowie  den 
Artikel  über  allgemeine  Reihenentwicklungen  von  B  Hilb  und  0  Sedse 

409)  Man  vergleiche  hierzu  auch  die  in  der  Fußnote  388)  genannten  Ar- 
beiten von  O.  Morera  und  G  Somtgltana 

410)  Ygl  z.  B  J.  Blwnenfeld  und  W.  Mayer,  loc.  cit  205) 

411)  Für  die  wirkliche  Berechnung  der  Lösung  erscheint  es  vom  Vorteil, 
die  Laplace  Bcha  Gleichung  m  besonderen  Fallen  auf  einfachere  Differential- 
gleichungen zurückzuführen  .  Man  vergleiche  in  diesem  Zusammenhang  loo  cit. 
113)  sowie  A  Wa7igenn,  Berl  Monateber  1878,  p.  162—166;  E.  B.  Eaentzschel, 
Inaugural-Dissertation,  Berlin  1893;  F  S  Safford,  Archiv  der  Math  u  Phys  (3) 
13(1906),  p  223—226,  B  Förster,  Archiv  der  Math,  u  Phys  (3)  22  (1914),  p  314 
bis  319  sowie  p  319—322;  0  Tedone,  Atti  del  4  Congr,  Intern  dei  Mat  3  (1909), 
p   168—168. 

412)  S  Zaremba,  BuU.  de  l'Acad  des  Sc  de  Giacovie  1909,  p  126—195.  Die 
Ergebnisse  von  Zaremba  enthalten  als  Spezialfall  die  etwas  spater  veröffentlich- 
ten Resultate  von  S  Beimtetn,  C  R.  148  (1909),  p  1306—1308 
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«1  =  ^.0  +  Ci,iMi,    V*  =»  c,,o  +2<hcjVj  +  c*,*«»      (Ä  =  2,  3,  .  .    ) 

und  bestimmt  c^.  j  so,  daß 

/i;,t?s  =  0,  fv,^ds  =  -  1  (Ä  =  1, 2, . .  ),    /^/|^*^5  =  0  U-HÄ) 

ÄS  ä 

gilt.  Jede  m  T  -{-  S  stetige,  in  T  reguläxe  Potentialfunktion  u,  jdie  so 
beschaffen  ist,  daß  das  DiricJUetsche  Integral  Dt{u)  existiert  (Nr.  46), 
läßt  sieb  in  eine  unendliche  Beihe 

w  =  j  /  uds  —  ^^*  /  u-^ds    (l  =  Länge  von  S) 

S  k        h 

entwickeln  Diese  konvergiert  m  jedem  Bereiche  in  T  unbedingt  und 
gleichmäßig*^^)  und  dürfte  zumindest,  wenn  T  und  die  vorgeschrie- 
benen Randwerte  geeigneten  Stetigkeitsbedingungen  genügen,  eine  prak- 
tisch brauchbare  Darstellung  der  Lösung  bilden.  Li  ähnlicher  Weise 
wird  man  vorgehen,  wenn  T  mehrfach  zusammenhangend  ist  oder  den 
unendlich  fernen  Punkt  enthalt  Auch  gewinnt  man  auf  diesem  Wege 
fast  unmittelbar  eine  Darstellung  der  Losung  des  zweiten  Randwert- 
problems.   Analoge  Entwicklungen  gelten  im  Räume 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  von  Zarettiba  berühren  sich  mit 
einigen  späteren  Ansätzen  von  M.  JBnlloinn.^^^) 

Eine  ganz  andeie  Methode  zur  rechnerischen  Bestimmung  der 
Lösung  von  Randwertaufgaben  ist  von  W  Ritg  vorgeschlagen  worden. 
Wir  kommen  auf  diese  m  einem  anderen  Zusammenhange  weiter 
unten  (Nr  4:6)  zu  sprechen 

Ein  "Verfahren,  das  wenigstens  im  Prinzip  gestattet,  die  konforme 
Abbildung  ausgedehnter  Klassen  einfach  zusammenhängender  be- 
schränkter Gebiete  in  ®  auf  ein  Kieisgebiet  rechuerisch  mit  beliebi- 
ger Annäherung  durchzuführen,  ist  neuerdings  von  L  Bieberhach  an- 
gegeben worden  (Nr  4:7  p  358)  Auch  die  neueien  Quadratwurzelver- 
fahren (Nr.  4:7,  p  363 — 356)  kommen  für  diesen  Zweck  in  Betracht. 

Es  ist  zu  erwarten,  daß,  zumindest  bei  gewissen  speziellen  Ge- 
bieten, die  CauchyBche  Integrationsmethode  (Eisatz  der  Differential- 
gleichung durch  eine  Diffei  enzengleichung  und  Übergang  zur  Grenze) 
sich  auf  die  iapZacesche Differentialgleichung  wird  übertragen  lassen*") 

418)  Ohne  notwandigerweise  m  T-\-S  zu  konvergieren. 

414)  Vgl.  M  JBnlloum,  loo  cit.  327)  sowie  C  B  161  (1916),  p.  776—778 

415)  Vgl.  G  Fübmi,  Rend  del  Circolo  Mat  di  Palermo  17  (1908),  p  222 
biB  235  [p  286],  wo  die  Fläche  eines  Eechtecka  betrachtet  wird,  bowtö 
/  Le  Moux,   C  R    156  (1918),  p.  437—440;  p    670—672   sowie  Joura  de  Math 
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33.   Lösung   m   Abhängigkeit   von    der   Begrenzung.     Es    sei 

T^(n  ==  1,  2,  .  .)  eine  nnendliclie  Folge  beschräiikter  Gebiete  der 
Klasse  5  in  (S,  die  gegen  ein  Gebiet  T  derselben  Natur  konvergieren 
(Ist  d„  Maximum  des  Abstandes  eines  Randponktes  des  Gebietes  T^ 
von  S,  so  ist  lim  d^==0)  Es  sei  K*  ein  Kreisgebiet,  das  T  und 
T^(n  =  1,  2,  . . .)  entliält,  f  eine  in  K"^  erklärte  stetige  Funktion, 
u  und,  M„  die  entspreobend  in.  T  -{-  S  und  T„  +  S„  stetigen,  m  T  oder 
T^  regulären  Potentialfunktionen,  die  auf  S  bzw.  S^  gleicb  f  sind. 

Aus  den  Entwicklungen  der  Nr.  17  läßt  sieh  leicbt  die  Beziebung 
lim  w,  =  M  (der  Grenzübergang  m  jedem  Bereicbe  m  T  gleicbmäßig) 

ableiten:  Die  Losung  des  ersten  Randwertproblems  ändert  sieb  mit 
dem  Gebiete  stetig  Eine  Reibe  sebr  weit  gebender  Sätze  verwandter 
Natur  wird  weiter  unten,  Nr  49  (siebe  aucb  Nr  34),  besprocben.  An 
dieser  Stelle  wollen  wir  zunäcbst  in  aUer  Kürze  auf  gewisse  auf 
J.  Hadamard  zurückgebende  Ansätze  bmweisen,  die  mit  den  bekann- 
ten Betracbtungen  der  VoUerrasch&D.  Tbeorie  der  Funktionen  von 
Linien  zusammenbängen. 

Es  sei  etwa  T  ein  bescbränktes  Gebiet  der  Klasse  JB  m  (§;,  T 
em  variables  Gebiet  derselben  Natur,  das  gegen  T  konvergiert.  Bis 
auf  unendlioli  Meine  Großen  höherer  Ordnung  ist  in  T 

(1)  G^(s^9?;fl;,2/)-6^(|,,?;a;,2/)==^  rA(j(g,^;i)_LGt(^,y.  t^Sn.dt, 

unter  (§,  rj)  und  {x,  y)  beliebige  Punkte  in  T,  unter  Sn^  den  als  un- 
endlicb  klein  vorausgesetzten  Abstand  des  Punktes  t  auf  8  von  E 
verstanden.*^^  Liegt  eine  von  einem  Parameter  a  stetig  abhängende 
Schar  von  Gebieten  der  Klasse  B  vor,  so  ist  nach  (1),  sobald  gewisse 
leicht  angebbare  Bedingungen  erfüllt  sind, 

(2)  l^a{i,r, x,y) i  AL ff(|, n;()^G{x,r,()^^dt 

Ist  die  6?reewsche  Funktion  eines  Gebietes  der  Schar  bekannt, 
so  bietet  die  Formel  (2)  eme  MögKchkeit  dar,  diese  für  ein  behebiges 
Gebiet   der   Schar   zu   bestimmen.    Schaltet   man  etwa  zwischen  ein 

(6)  10  (1914),  p  189—280  Weitere  Literatur-  JS.  E.  Levt,  I  problemi  dei  valori 
b1  eontomo  per  le  eqnaziom  linean  totalmente  ellitticbe  alle  denvate  parziah, 
Mem.  della  Soc.  ital  delle  Science  (3)  16  (1909),  p  1—112  [p  1—16];  Ä  Vtterbt, 
ßend   dol  R  Istit  Lomb   di  So   e  Lett.  (2)  47  (1914/15),  p  768—796. 

416)  Vgl  etwa  J  Hadamard,  Le9ons  sur  le  Calcul  des  Vanations,  Pans 
1910,  p.  808—806    Dort  findet  sich  p.  807—312  eme  Formel  für 

ö"MS.i;^,y)-^°(l,73,aj,y) 
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Kreisgebiet  und  ein  beliebiges  einfach  znsammenliängendes  Q-ebiet  der 
Klasse  5  in  ®  eine  geeignete  stetige  Schar  von  Gebieten  ein,  so  kann 
man  auf  diesem  Wege  u.  a  eine  neue  Auflösung  des  ersten  Rand- 
wertproblems gewinnen*^') 

Der  soeben  skizzierte  methodische  Q-edanke  läßt  sich  auch  wie 
folgt  anders  durchführen. 

Es   sei   T  ein  Gebiet  der  Klasse  Bh  m  @,   T'  das  durch   die 
Transformation 
(3)  l  =  x-\-B^,{x,y),    ^==2^  +  ßSßj,(ar,«/), 

unter  ^ß^  und  ^ßj  beständig  konvergierende  Potenzreihen  verstanden,  'för 
einen  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  kleinen  Wert  des  reellen 
Parameters  s  aus  T  abgeleitete  Gebiet  (der  Klasse  BK).  Die  Diffe- 
rentialgleichung 

geht  vermöge  (3)  in  eine  Differentialgleichung 

(f^\  ^  _1_  ^  SR   /  ^     ^     ^        g*M        g'M        \ 

^^  aa;«"f"  dy^'^^^'V'^'dxf  dy'  dx''  dxdy'   dy^'  */ 

über,  unter  '^^(x,  y,p,  q,  r,  s,  t,  e)  eine  für  hmreichend  kleine  |  £  |,  alle 
(x,  y)  m  T  -{-  8  und  alle  'p,  q,  r,  s,  t  reguläre  Funktion  ihrer  acht  Ar- 
gumente verstanden   Es  sei  f(s')  eine  nebst  ihren  Ableitungen  erster 

und  zweiter  Ordnung  stetige  Funktion  auf  S',  und  es  möge     ^^,V 

emer  jff-Bedingung  genügen.  Der  Funktion  f(s'')  wird  durch  (3)  eine 
Funktion  f(s)  derselben  Natur  auf  S  zugeordnet.  Die  Auflösung  des 
eisten  Randwertproblems  der  Potentialtheone  in  T'  (Randwerte  f{s)) 
ist  der  Bestimmung  derjenigen  m  T  -^  S  stetigen,  in  T  regulären  Lö- 
sung der  Differentialgleichung  (5),  die  auf  S  gleich  f(s)  ist,  äquiva- 
lent. Die  zuletzt  erwähnte  Aufgabe  läßt  sich,  wenn  das  erste  Rand- 
wertproblem der  Potentialtheone  in  T  als  gelöst  angenommen  wird, 
für  hmreichend  kleine  s  etwa  durch  sukzessive  Approximationen  auf- 

417)  Vgl  die  Andeutungen  von  J  Sadamard,  loc.  oit  416),  p  261  sowie 
Beine  eingehenden  Ausführungen  über  die  ö'recnsche  Funktion  der  Gleichung 
AAU'^O  (ff.  Sadamard,  Memoire  bot  le  problfetue  d'analyse  relatif  ä  l'öquihbre 
des  plaques  älastiques  encastr^es,  M^moires  präsentls  par  divers  savants  ä  TAcad 
des  So.  88  (1908),  p  1 — 128)  Man  vergleiche  ferner  P  Lifoy,  Sux  les  dquationa 
int^gro-diff&rentielleB  d^finisaant  des  fonctions  de  hgnes,  Thäse,  Paris  1911, 
p  1—120,  abgedruckt  im  Journ  de  rjfic.  polyt  (2)  17  (1918),  p  1—120;  Send  del 
Cixc  Mat  dl  Palermo  83  (1912),  p.  281—312;  84  (1912),  p.  187—229;  87  (1914), 
p.  113 — 168,  ferner  eme  lange  Reihe  von  Arbeiten  von  F  Vdlterra  und  seinen 
Schülern 
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lösen.*^^    Man  gewinnt  damit  eine  Darstellung  der  Lösung  füi  eine 
Schar  von  Gebieten  in  einer  Umgebung  von  T*") 

Es  ist  zu  erwarten,  daß  man,  wenn  nötig,  nach  einer  mehr- 
fachen Wiederholung  des  soeben  bespiochenen  Verfahrens,  zumindest 
unter  gewissen  VoraussetzuDgen,  beispielsweise  von  einem  Kreisgebiete 
zu  einem  beliebig  vorgegebenen  Gebiete  aUgemeinerer  Natur  gelangen 
wird. 

IV.  Umfassende  Methoden.   Allgemeine  Theorie  der  konformen 

Abbildung. 

34.  Leitgedanken.  Henristis oh.es.  Es  sei  T  em  beschränktes  Ge- 
biet in  (£  ((SJ  oder  im  Räume;  es  sei  f  eine  m  T+  5  stetige  Funktion. 
Es  sei  r^(M  ==  1,  2,  .)  irgendeine  Folge  ineinandergeschachtelter 
Gebiete  der  Blasse  B,  die  gegen  T  konvergieren  (vgl.  Nr.  4,  insb  die 
Fußnote  37)  Es  möge  u„  diejenige  in  T^  +  S„  stetige,  in  T„  reguläre 
Potentialfunktion  bezeichnen,  die  auf  S„  gleich  f  ist  Den  Sätzen  der 
Nr  12  zufolge  kann  es  höchstens  eine  m.  T  -{-  S  stetige,  m  T  regu- 
läre Potontialfunktion  u  geben,  die  auf  S  den  Wert  f  annimmt  Ist 
u  vorhanden,  so  laßt  sich  aus  Stetigkeitsgrdnden  jedem  s  >  0  em  «(«) 
zuordiaeu,  so  daß  für  w  >  n(£)  auf  S^^.  \u  —  f\<s,  daher  m 
j^  _|_  s^^  I  w  —  «„  1  <  f  wird  Es  gilt  mithin 
(1)  u  =  hm  u^ 

n=to 

In  jodem  Bereiche  in  T  ist  der  Grenzübergang  gleichmäßig 

Bei  unendlich  vielblättrigen  Gebieten  (wie  bei  den  zweidimen- 
sionalen GobietfTi  der  allgememsten  Natur  ilberhaupt)  hat  man  sich, 
sofom  es  sich  um  das  erste  Randwertproblem  handelt,  durch  Prage- 
stolliin;^en  der  Theorie  der  konformen  Abbildung  und  der  antomoiphcn 
Funktionen  veranlaßt,  auf  die  Bestimmung  von  Potentialfunktion on 
beschränkt,  dio  m  einem  vorgeschiiebenen  Punkte  (1^,  tj^)  m  T^  eine 

418)  Vcrgloicho  A  Korn,  loc.  cit  56)  h)  so^vie,  Schwarz  Festschrift,  Koilin 
1914,  p  atö— 229;  CA  E  MiMa,  loc.  cit  31)  Siehe  femer  S  Bemstem,  Math 
Ann  62  (190ß),  p  258—271;  69  (1910),  p  82—186,  L  Ltchtenstem,  Monatahoflo 
f  Math    u    Physik  28  (1917),  p.  3—61 

419)  In  dor  in  der  Fußnote  418)  an  zweitei  Stelle  genannten  Arbeit  ffihit 
Korn  das  eiste  ßandwortproblem  für  das  Gebiet  dei  Ellipse 

|«(l-s)-t-7,«=l    (£<1) 

auf  die  Auflösung  der  ersten  Bandweitaufgabe  der  Differentialgleichung 

filr  das  Gebiet  des  Einhoitskreises  zurück    Hier  führen  die  sukzessiven  Approxi- 
mationen iflr  alle  f  <]  1  zum  Ziele. 
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gewisse  vorgegebene  Unstetigkeit  aufweisen  und  am  Rande  verschwin- 
den**")   Angensolieinlich  ist  auch  jetzt  noch,  falls  u  existiert, 

(2)  M  ==  lim  M„, 

n  =  00 

sofern  m„  in  (1^,  tj^)  die  vorgeschriebene  Unstetigkeit  hat  und  auf  S^ 
verschwindet 

Wir  kehi'en  zu  den  eingangs  eingeführten  Annahmen  zurück.  Es 
mögen  überdies  D^f  m  T  stetig  sein  und  es  möge  das  „Dii-ichletsche 

existieren  Für  alle  n  ist  Dt^^u^  vorhanden  und  ^  I^Tnif)  ^  ^rif)- 
Ist  u  vorhanden,  so  folgt  aus  (1)  leicht 

(3)  -D /•„(«)  =  lim  DT,Xun  +  m)]  i)r^(««+  »0  <  Dr« +  „.(««+«»)  ^  ^-rif) 

»1  =  00 

Also  ist  Dr(2*)  vorhanden  und  ^  7)t(/)  Das  Gleichheitszeichen  gilt 
nur,  wenn  u  =  f  ist.^^^) 

Für  die  Auflösung  des  eisten  Randwertproblems  ergeben  sieh 
hiernach  zunächst  die  beiden  folgen deu  Wege 

1.  Man  bestimmt  wie  vorhin  die  approximierenden  Potential- 
fiinktionon  ii^^  Hat  die  Aufgabe  eine  Losung  n,  so  muß  der  Gren/.- 
wei-t  lim  «„  existieren     Es  gilt  w  =  lim  m^,      Es  dürfte  also  möglich 

71  =  00  M  =  00 

soiu,  zumindest  wenn  T  und  /'  gewissen  Voraussetzungen  genügen 
und  dio  Foljfp  T^{ri=l,2,'  •}  in  geeigneter  Weise  gewählt  ist, 
die  BezieJumgen  u  =  lim  ti^  und  u  =  f  auf  S  zu  beweisen. 

n=eo 

2  Es  sei  /'  so  gewählt,  daß  D^/  in  T  stetig  sind  und  Drif)  exi- 
stiert Es  siM  n  irgendeine  m  T  -{-  S  stetige  Funktion,  so  daß  D^ü 
in  T  stt^ti^  sind,  auf  *S*      .  ü  =  f  ist  und  D3'{u)  existiert 

DiL'  niiteio  Gieuze  aller  Werte  Dt{ü)  heiße  d.  Man  geht  von 
einer  Fol/^e  wie  U  beschaffener  Funktionen  u^^\u^^\.  .  .  aus,  so  daß 
Inn  Dj\ii'^"^)  =  d  gilt     Hat  das  Randwertproblem  eine  Lösung,  so  ist 

n  =  oü  ^ 

M.m  Avird  darum  vei suchen,  von  der  Folge  wW,«t(^), ..  durch  ge- 
eignete Opoi.itionen  zu  u  zu  gelangen  (Nr  15). 

Analoge  Ansätze  bieten  sich  bei  der  zweiten  und  der  dritten 
RandAveitanfgfibe  Auch  liegt  es  nahe,  in  manchen  Fallen  Gebiets- 
fol<>en  emzulilhien,  die  das  gegebene  Gebiet  von  außen  approximieren 

420)  Dies  beaafjt,  daß  jedem  tf>0  ein  n{8)  zugeordnet  werden  kann,  so 
daß  tur  alle  ?j  >  ?j  (c^)  in  £  —  r„  . . .  1 1*  |<  d  ist 

421)  Vgl  loc  cit  153),  namentlich  JR.  Cowant,  Joum  f  Math  lU  (1914), 
p  190-211  [p   194-196] 
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Die  Bedeutung  der  betracliteteii  Abhandlung  von  H,  A.  Schwär 0 
beruht  einmal  in  der  scharfen  Trennung  zwischen  dem  Problem  der 
konformen  Abbildung  des  Inneren  eines  Gebietes  auf  das  Innere  emer 
Kreisfläche  und  dem  Problem  des  Anschlusses  dieser  Abbildung  an  den 
Rand,  sodann  m  der  Benutzung  einer  Folge  approximierender  Gebiete. 

Beide  methodischen  Gedanken  kommen  an  dieser  Stelle  zum  er- 
sten Male  vor 

36.  Ergebnisse  von  A.  Hamaok.  Methode  de  balayage  von 
H.  Poincarö.  Es  sei  T  ein  beschränktes,  einfach  zusammenhängendes 
Gebiet  in  @  und  T„(n  =  1,  2,  . .)  eine  Folge  ineinander  geschachtelter 
Polygonflachen,  die  gegen  T  konvergieren.  Es  sei  (^,  ij)  em  Punkt  m 
Ti  und  G„(g,  ?;;  X,  y)  die  zu  T„  gehörige  Gfreenaohe  Funktion.  Offen- 
bar ist  m  T„  .  G„>0,  darum  auf  S,,  für  alle  p  .  a„+^~  G^>0, 
folglich  m  T„+  Ä„. .  a„+p>  G„.  Die  unendliche  Reihe  (G.  —  G,) 
-\-  (6rj  —  Crg)  -|-  ist  dem  JSärnaGJcsohen  Satze  über  positive  Po- 
teutiolfunktiouen  (Nr  16)  zufolge,  wegen  der  Existenz  einei  leicht 
angebbaren  Majorante,  gleichmäßig  konvergent  Gelingt  es  nachzu- 
weisen,   daß   hm  G^{^,rj',x,ij)  =  G{i^,'i]]X,y)    in    T -\~  S,    außer  im 

Punkte  (g,  7j)j  stetig  ist  und  auf  S  verschwindet,  so  ist  G{^,rj;  x,  y)  die 
zu  T  gehörige  ö-reewsche  Funktion     Die  vorstehenden  Überlegungen 
stammen  von  A  Eamath  her*-")    Es  sei  P  em  Paukt  auf  5  und  es 
sei  mdghch,  eme  Polygonfläche   &   anzugeben,   deren   Begrenzung  Z 
mit  r  +  Ä  nur  den  Punkt  P  gemeinsam  hat,  während  T  in  0  hegt 
Ist  r  die  zu  &  gehörige  Greensohe  Funktion  (Nr.  34  b),  so  zeigt  nun- 
mehr Harnack,  daß  G  ^  T,  mithin  in  P        G^O  ist    Damit  ist  bei- 
spielsweise die  Existenz  der  GVei?wschen  Funktion  fiir  alle  Gebiete  der 
Klasse  JV  ohne  nach  innen  gerichtete  Spitzeu,  die  mdössen  duich  eine 
elementare  konfoi-me  Abbildung  leicht  zu  eliminieren  sind,  erwiesen  ^"o) 
Das  Verfahien  laßt  sich  auf  deu  Raum  ausdehnen 
Es  sei  T  em  beschränktes  Gebiet  in  @  oder  im  Räume,  K  em 
KreiBgebiet  (Kngelkorper),  d&s  T -j- S  enthalt,  feine  m  K  ■{- C  stetige 

429)  A  Bamack,  Grundlagen,  p  116-121  Vgl  aucb  A  Harmck,  Lcipz 
Ber  38  (1886),  p  144—169  \.  ^ 

480)  Ist  s  die  (einzige)  nach  innen  gekehrte  Spitze  von  fif,  so  ^ende  man 
z  ß  die  durch  die  Funktion  yT- z,  vermittelte  Abbildung  an  Man  kann  sich 
auch  einer  Polygonfläche  0  bedienen,  die  in  ,,  einen  Winkel  ««>2^  ein- 
schließt Ist  a>-2,  so  überdeckt  0 -f  ^  die  Ebene  teilweise  mehrfach  Majo- 
ranten dieser  Art  benutzt  häufig  P  TCoebe  in  seinen  Arbeiten  zur  Theone  der 
üniformiBierung  A  Pam/"  bedient  sich  dea  von  einer  Ellipse  und  der  Ver- 
('^.wf  r;'  T  "^'\  Brennpunkte  begrenzten  zweifach  znsammenbangenden 
(.ebietes  (vgl   A  JParaf,  loc  cit.  481);  E  FKard,  Traitö  2.  p  100-101) 
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Funktion.  Zur  Bestimmung  derjenigen  m  T  -^  S  stetigen,  m  T  re- 
gulären PotentiaJfunktion  u,  die  auf  S  gleich,  f  ist,  hat  Poincare  zu- 
erst im  Jaluel887  em  bemerkenswertes  Verfahren  angegeben  (R  JBurk- 
hardt  und  W.  F  Meyer,  IIA 7b  Nr.  31)."^  Das  Wesen  der  Methode 
läßt  sich  -wie  folgt  zusammenfassen  Man  darf  vor  allem  in.  K  -^  G 
die  Funktionen  f,  JD^f,  D^f  stetig  und  A/^  0  voraussetzen*^^)  Es  sei: 

in  der  Ebene  0(|,  ri)  =  —  --  /  A/'log—  dxdy, 

K 

im  Räume  0  (g,  -j^,  £;)  =  —  —  /  A/"—  dxdy  de 

k 
In  T  ist  augenacheinheh  A(<t>  —  /^  =  0  Das  Gebiet  T  wird  nun 
durch  abzahlbar  unendlichviele  Kreisflächen  (Kugelkörper)  JE'„(w  =  0, 
1,  2,  ),  die  sich  nur  in  der  Umgebung  des  Randes  taufen,  ausge- 
schöpft Man  ordne  sie  in  eine  Reihe  E^"\n  =  0, 1,  2,  .  .)  so  an, 
daß  jedes  Individuum  unendlich  oft  voikommt,  etwa  Kq,K^,Kq,K^j 
K^,  Kq,  . .  Es  wird  nun  eine  Folge  m  T  stetiger  Funktionen  m('*5(»  ==  0, 
1,2, .  )  durch  die  folgenden  Festsetzungen  bestimmt:  AmW=  0  in^°\ 
u^o)^  O  m  JK:—  Z^o);  AmW=  0  m  KS^\  «(')=  w(oi  m  K—  JT^;  Am«'" 
=  0  m  Z^2),  w(8J  =  w(i)  m  Ä  —  K^^)  usf ««)  Es  ist  mW  ^  n^')  ^  u^^)  >  • 
Die  Folge  «("^(w  =  0,  1,  2,  )  konvergiert  in  jedem  Bereiche  in  T 
gleichmäßig  gegen  eine  daselbst  reguläre  Potentialfunktion  Die 
Funktion  u  =^  lim  u^"^  —  ^  +  f  ist  die  Lösung  der  Randwertaufgabe. 

n  =  ea 

Man  kann  diese,  wie  man  sieht,  gewinnen,  ohne  andere  Hilfsmittel 
als   die  Po*ssowschen  Integrale  zu.   benutzen.    Poincard  faßt,  von  u^^^ 

431)  Vgl  H  Pomcarc,  C  R  104  (1887),  p  44—46,  Amer  Journ  of 
Math  12(1890),  p  211—294  [p  216— 227]^  Potentiel,  p  260—288  Potncare  legt 
seinen  Betrachtungen  das  JVcicftm sehe  Potential  zugrunde-  Auf  das  loganthmiache 
Potential  ist  sein  Verlahren  von  A  Paraf  übertiagen  worden,  Annales  de  Tou- 
louse 6  (1892),  H,  p  1—76,  siehe  auch  ij  Picard,  Tiaitö  2    p.  89—108 

482)  Der  Nr  16  gemäß  darf  man  f  10.  K  ■\-  G  analytisch  und  regulär  voi- 
auaselzen  Es  sei  in  einem  Teile  ©^  von  K .  .  A/"<;0,  in  JT — B^  hingegen 
A/'>0  Wir  setzen  A/"=i/>i  —  T/)j,  i/»i=Af  in  O^,  i^,  =  0  in  K — 6)^ ;  1/»,= 
—  Lf  m  K—  ©1,  ts  =  0  1»!  ®i      Es  sei  (in  (£) 

^^  "  ~  ^J'^^^^'Sjdxdy,    f,  =  -i-jv'.logi-  dx  dy 

K  K 

Es  gilt  A/g  =  A[/'—(/i —/■,)]  =  0  Die  Funktion  f^  kann  als  bekannt  gelten. 
Die  Funktionen  /;,  /j,  DJ^,  D^fy,  D^f^,  D^f^  smd  stetig,  ferner  ist  A/i^O, 
Af,  ^  0  Es  genügt,  das  Randwertproblem  unter  Zugrundelegung  der  Funktionen 
fi  und  /"j  aufzulösen 

483)  In  dieser  Fassung  erscheint  die  Balayage- Methode  nait  dem  alternie- 
renden Verfahren  verwandt 
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?  i  ausgehend,  alle  «^"5  als  Potentiale  gewisser  Massenbelegungen  auf  und 

^  I  geht  von  u^^'>  zu  m("+^5  über,  indem  er  die  m  K^"^  befindlichen  Massen 

I  ,  durch  geeignete  auf  (^"^  verteilte  Massen  ersetzt  („balayage"  von  JT^) 

,!  Die  Balayage-Methode  fahrt  auf  eine  in  T  reguläre  Potentialfunktion, 

j  I '  wie   die  Begrenzung   des   (als   beschränkt   vorausgesetzten)    Gebietes 

1,  (und  damit  zugleich  sem  Zusammenhang)  auch  beschaffen  sei     Ob  u 

I ! '  die  Randbedingung  erfüllt,  bedarf  emei  besonderen  Untersuchung. 
,  I '  Eine  Anwendung  der  Balayage-Methode  auf  unendlichvielblattrige 

1 1 '  Gebiete  vgl  Nr.  40. 

'  I 
'  37.  'H.  Foinoarö,  Stix  un  theoröme  de  la  th^orie  gönärale  des 

, '  fonotions.    Betrachtungen  von  Hamaek  (Nr  86)  berühren  sich  mit 

i  I  den  fundamentalen  Entwicklungen  der  PoincaräsdheTi  Abhandlung,  Sur 

i  I  i  un  theoreme  de  la  thöorie  gönörale  des  fonctions.*^) 

s;  In  VeraUgemeinerung  der  zuerst  von  M.  A  Schwöre  Anfang  der 

i  I  I  achtziger  Jahre  m  mündlichen  Mitteilungen  an  F  Klein  und  H.  Fom- 

j  I  ca/rS  angegebenen  Idee   emer   zu   emer  geschlossenen   Riemanmchen 

'   j  Fläche  gehörigen  Überlagerungsfläche,  führt  Fotncarä  eine  zu  einem 

|i  '  System   beliebiger   analytischer   Funktionen  fi(/},  • '  •,  fm(/)   gehörige 

I   !  Überlagerungsfläche  2)  durch  folgende  Pestsetzungen  em:  Ein  in  der 

j   '  schlichten  Ebene  0  geschlossener  Weg  F,  auf  dem  f^^,     .,  Z",^  sieb  re- 

I  I  gulär  verhalten,  gilt  auf  %  dann  nur  und  nur  dann  als  geschlossen, 

I'  wenn:  1.  alle  Funktionen  /i,       ,/j„  nach  Umlauf  von  P  zu  den  Aus- 

:   I  gangswerten  zurückkehren,  2.  F  durch  stetige  Deformation  auf  emen 

j  Punkt  reduziert  werden  kann,  ohne  daß  unterdessen  die  Eigenschaft 

1.  aufhört  zu  gelten.  Das  Gebiet  5t  ist  einfach  zusammenhängend 
Gelingt  es  %  auf  ein  Gebiet  in  ®  konform  abzubilden,  so  ist  damit, 
wie  zuerst  S  A.  Schwarz  m  dem  einfachsten  PaUe  einer  algebraischen 
Punktion  bemerkt  hat,  eine  Uniformisierung  der  Funktionen  f-j,{p),  , 
fmie)  geleistet *86) 

Es  sei  0  =  8{Z)  irgendeine  automorphe  Funktion  mit  Grenzlcreis 
(Einheitskreis)  in  der  Ebene  Z.  Durch  Vermittlung  der  inversen  Funktion 
Z  =  Z{is)  wird  ein  gewisses  über  der  £f-Ebene  ausgebreitetes  Gebiet  2!^  auf 
die  Fläche  des  Einheitskreiseskonform  abgebildet.  DieFunktion  ?7o=log,  !,. 

484)  Bull  de  la  boc  math  de  France,  11  (1883),  p  112—125 
435)  Vgl  die  hiBtonschen  Bemerkungen  bei  P  Koebe,  Math  Ann.  67  (1909) 
p  145— 224  [p  147]  Bowie  das  Referat  von  J2  Fncfte,  II B  4  Ni  89  [p  456—466] 
Dort  findet  sich  auch  näheres  über  das  Problem  der  Unifonnisiening,  insbesondere 
■über  die  Normierung  der  uniformisierenden  Vanablen.  "Was  die  Konstruktion  der 
Überlagernngsflache  betrifft,  vergleiche  n.  a  P.  Koebe,  Journal  für  Math.  1910 
(188),  p  192—253;  1911  (189),  p.  261—292;  E.Weyl,  loc  cit  560)  p  1-68 
L  Bteherbach,  Math   Ann    78  (1918),  p  312-331 
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ist  eine  in  X^,  außer  in  dem  Punkte  S  =  jer(0),  reguläre  positive  Po- 
tentialfunktion; die  Funktion  g  =  g{Z)  wird  bo  gewählt,  daß  t,  in 
das  Innere  der  zu  /^^ , .  ,  /)„  gehörigen  J2»mawwsohen  Fläche  %  fäUt. 
Es  sei  2!*  eine  zu  ^Tj, . . .,  f^^  Z  gehörige  Üherlagerungsfläche  Als  Oii;s- 
funktion  auf  31*  aufgefaßt,  ist  Z7o  eine,  außer  in  §  =  (|,  i^)  und  im 
aUgemeinen  (abzählbar)  unendlichvielen  hierzu  homologen  Punkten, 
reguläre,  positive  Potentialfunktion. 

Als  Bolcbe  sei  sie  mit  ?7*  bezeichnet. 

Pomcare  bedient  sich  aij  der  betrachteten  Stelle  einer  Funktion 
s{Z),  die  drei  Werte  ausläßt.*"')  Die  Scheitel  des  Fundamentalp oly- 
goss  liegen  sämtlicli  auf  dem  Grenzkreise 

Das  Gebiet  %*  wird  (Nr.  4r)  als  Grenze  einer  Folge  ineinander- 
geschachtelter Gelsiete  T^,T^, .  . .  der  Klasse  D  dargestellt.  Es  sei 
6r^(|,  VW  Xjy)  die  zu  T„  gehörige  klassisclie  (rrcewsche  Funktion  Es 
ist,  da  Ö"*  für  alle  n  auf  S^  positiv^  ist^.Ö^^  <  G^g  <  '  <Ü*  Durch 
Vermittlung   der  Funktion  r  =  e-(ä'*  +  '^*)(ä*=  lim  G^„,  S*  zu   Ö^* 

konjugiert),  wird,  wie  'Pomca/ft  zuletzt  zeigt,  21*  auf  ein  Gebiet  in  @ 
konform  abgebildet  Offenbar  ist  I'pI^I"')  Wird  von  den  diei 
ausgelassenen  Punkten  abgesehen,  so  werden  durch  die  Beziehungen 
^  =  ■Fo(t),  f^{i)  =  2^1  (r),  ,  fjz)  =  J^X^)  die  Funktionen  f^  .,  f^ 
uniformisiert 

Wenngleich  das  Problem  der  üniformisierung  beliebiger  analy- 
tischer (ja  selbst  algebraischer)  Funktionen  in  der  betrachteten  Arbeit 
von  J?<nncare  in  wesentlichen  Stücken  unerledigt  blieb,  so  ist  doch  diese 
Abhandlung,  durch  die  weiten  Perspektiven,  die  sie  der  Forschung  er- 
öffiiet  hatte,  für  die  Folge  von  der  größten  Wichtigkeit  geworden.*"*) 

3S.  Einfach  zusanunenhängende  schliolite  Gebiete.  Greeusolie 
Funktion.  EiozLfornie  Abbüdnug  auf  ein  Ereisgebiet.  Es  sei  T  ein 
beschränktes,  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  m  (S.  Der  erste 
voUständige  Existenzbeweis  der  zu  T  gehörigen  G'reewschen  Funktion 
ist  m  Weiterverfolgung  der  Gedanken  von  lPo%ncare  und  Hcurnach  von 
W.  F.  Osgood  gegeben  worden"^)  Die  Funktion  G{^,'q\x,y)  wird 
ähnlich  wie  bei  Ha/mack  gebildet  Wesentlich  ist  nui  der  Beweis, 
daß  (r(|,  -»?;  x,y)  auf  S  verschwindet. 

Es  seien  a,  h,  c  drei  behebige  Punkte  auf  8  Längs  des  Kreis- 
bogens von  a  über  t  nach  c  denken  wir  uns  m  der  Ebene  0  einen 

486)  Sie  wird  mit  Hilfe  der  elliptischeii  Modulfanktion  gebildet 

487)  Ob  duich.  daa  Bild  von  %*  m  der  Ebene  v  die  Flache  des  Einheits- 
kreisee  ausgefüllt  wird,  -wird  von  PomcarS  nicht  weiter  untersucht. 

438)  Vgl.  die  Fußnote  436). 

489)  W  F  Osgood,  Trans    of  the  Amer   Math   Soc   1  (1900),  p  310—814 
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Schnitt  @  gelegt.  Es  sei  Z^^e)  eine  Funktion,  duicli  deren  Ver- 
mittlung das  von  dem  doppelt  gezahlten  Bogen  ©  begrenzte  (nicht 
beschränkte)  G-ebiet  in  der  e-'Ehen.e  auf  die  Fläche  eines  Kreisbogen- 
vierseits  m  der  Ebene  Zj,  das  aus  einem  Kreisbogendi-eieck  mit  paar- 
weise einander  berdlirenden  Seiten  durch  Spiegelung  an  einer  Seite 
entstellt,  konform  abgebildet  vsard,  so  daß  die  Eckpunkte  einander 
entsprechen  (liTr  25)  Durch  Yeimittlung  der  Funktion  ß{Zj)  wird 
das  Innere  der  dem  Vierseit  umschriebenen  Kreisfläche  K^  auf  das 
Innere  emes  Gebietes  Kq  abgebildet,  das  m  a,  h,  c  sowie  den  unendlichvielen 
durch  fortgesetzte  Spiegelimg  hieraus  entstehenden  Punkten  Win- 
dungspunlite  imendhch  hohei  Ordnung  hat*"^")  Es  sei  ^i(Xi,  Fi) 
=  6^j^(Ei,  H^;  Zj,  Fj)  die  zu  K^  gehörige  GremBche  Funktion  Die 
Funktion  i{x,  y)  =  T^{X^,  Y^  ist  m  St^,  außer  in  (g,  rj),  regulär  und 
positiv  und  wird  m  (1,")?)  wie  log—  unendhch  Ist  {oi^"\  y^"'') 
(n  ==  1,  2,  •  )  ii-gendeme  Folge  von  Punkten,  die  gegen  a,  h  oder  c  kon- 
vergieren, so  ist  lim  t{x^'^\  j/^"))  =  0     Man  sieht  jetzt  leicht  ein,  daß 

«=00 

in  r . . .  G(|,  1?;  X,  y)  ^  t{x,  y),  daium 

lim  Q{i,  7]]  rrC),  ^W)  =  0 

n=ao 

ist  Für  das  Gelingen  des  Beweises  ist  weseuthch  allem,  daß  %q  in 
a  einen  Windungspunkt  unendlich  hoher  Ordnung  hat  und,  wenn 
man  irgendemen  Punkt  m  T  in  ein  bestimmtes  Blatt  von  %q  versetzt, 
T  ganz  m  das  Inneie  von  STq  fällt  Es  genügt  darum,  statt  SEq  die  zu 
log  {js  —  a)  gehörige  Bzemannscke  Fläche  %^  zu  betrachten  und  den 
durch  \0  —  a\<d  (d>  größte  Sehne  von  T)  bestimmten  Teil  von 
%°  auf  die  Flache  eines  Einheitskreises  K'  in  der  Ebene  0'  abzubilden, 
was  durch  elementare  Funktionen  gelingt.  Das  Gebiet  T  wiid  hier- 
durch auf  ein  Gebiet  T'  konform  abgebildet.     Es  gilt 

Gilr,oc,y)==G\^',r]'-x',y') 
Mit  der  emzigen  Ausnahme  desjenigen  Punktes  a',  der  a  entspricht, 
hegt  T'-f-  S'  iii  ^    Der  Punkt  a'  ist  von  außen  geiadlinig  erreich- 
bar    Nach  EamacJc  ist  lim  ^'(1',  v']  ^'i  V)  =  0,  also  ist  auch 

hmö(|,9;;a;,y)==0.<"0 

Damit  ist  die  Existenz  der  G^emschen  Funktion  bewiesen  Durch 
Betrachtungen,  die  den  in  der  Nr.  22  durchgefuhi-ten  analog  sind, 
läßt  sich  jetzt  zeigen,  daß  durch  Vermittlung  der  Funktion  Z==e~^-*" 

440)  Die  Funktion  z{Z^  hängt  mit  dei  von  JPovncari  benutzten  elliptisch en 
Modulfanktion  (Nr.  87)  eng  zueammen 

441)  W.  F.  Osgood,  Funktionentheoxie,  p  690-  703 
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(jff  zu  G  konjugiert)  das  Innere  des  Q-ebietes  T  auf  das  Innere  eines 
Einheitskreises  konform  abgebildet  wird. 

Es  sei  bereits  bekannt,  daß  das  Bild  @  von  T  scbliclit  ist.  Man 
kann  sieb  dann  auch  des  folgenden  schon  früher  von  P.  Koebe  ange- 
gebenen Verfahrens  bedienen**')  (vgl.  Nr.  40b).  Augenscheinlich 
liegt  kein  Punkt  von  &  außerhalb  der  Fläche  K  \Z\-^1.  Daß 
K  von  ®  vollständig  ausgefüllt  wird,  zeigt  Koebe  so.  Es  sei  A 
der  dem  Koordinatenursprung  am  nächsten  liegende  Punkt  des  Ran- 
des S  von  0.  Das  Gebiet  ®  ist  ein  Teil  des  Q-ebietes  II,  das  man 
erhält,  wenn  man  aus  einem  Blatte  der  zu  yz  —  A  gehörigen  Bie- 
mawMsohen  Fläche  eine  über  K  gelegene  Kreisfläche  entfernt.  Ist 
03* (X,  7)  die  zu  IT  gehörige,  im  Punkt  Z  =Q  des  übng  gebbebenen 
Blattes  unendliche,  elementar  darstellbare  6^eß»sche  Funktion,  so  ist 

0  ^  ö(|,  ns  X,  y)  ==  (d(Z,  Y)  £  a>*(X,  Y) 
In  A  ist  mithin  0  =  0.    Darum  ist  ]  ^  |  =  1. 

Weitere  Beweise  des  vorhin  betrachteten  Abbüdungssatzes  vgl. 
Nr.  40  und  45. 

Aus  0^{Xi,  «/i;  as^,  y^)  =  G^„(a;a,  ^g;  a?!,  yj  folgt  durch  Grenzüber- 
gang G(x^,  j^i5  rCg,  ^a)  =  G(Xs,  y^;  x^,y^  Die  Beziehungen  (4)  und 
(8)  Nr  20  gelten  auch  jetzt  noch.**") 

Wir  nehmen  jetzt,  was  kerne  Emsohränkung  der  Allgemeinheit 
bedeutet,  an,  daß  das  Gebiet  T  den  Koordinatenursprung  in  seinem 
Innern  enthält.  Der  Abstand  dieses  Punktes  von  8  sei  d.  Es  sei  P(jffo) 
ein  Punkt  auf  S,  so  daß  |j6fo|  =  ^  ist     Wir  setzen 

GiO,  0;  a;,  2/)  =  log-l  +  a  +  9{x,  y) ,      r«  =  a;«  +  y\      g(0,  0)  «  0. 

Zwischen  a  und  d  besteht  nach  P.  Koebe  ein  Zusammenhang  folgen- 
der Art:  Einer  jeden  Zahl  d^  läßt  sich  em  Wert  a*  zuordnen,  so  daß 
für  alle  d^d^  auch  a^a*  ist.  Ist  d>l,  so  ist  a  >  0.  Ist  T  in 
der  Fläche  K  des  Einheitskreises  enthalten  (und  dabei  von  K  selbst 
verschieden),  so  ist  a  <  0.***) 

442)  P  Zoeie,  Gott  Nachr.  1907,  p  638—699  [jp  644]. 

448)  Durch  die  im  Text  besprochenen  Betrachtungen  von  Osgood  ist,  wie 
man  ohne  Schwierigkeit  sieht,  die  Existenz  der  Cfreenschen  Funktion  für 
beschränkte  mehrfach  und  selbst  unendlichvielfach  zusammenhängende  Gebiete 
in  (S,  die  keine  Punkte  zu  Bandkomponenten  haben,  dargetan 

Die  Gh'eenBche  Funktion  eines  von  unendlichvielen  Kreisen  begrenzten  be- 
schrlLnkten  Gebietes  in  (S  findet  sich  bei  S.  JoJiansson,  Acta  soc  8c  fenn.  Bd  41, 
Nr  2  (1912),  p   1-39  (p.  18—14) 

444)  Vgl  P  Zoebe,  Math  Ann  67  (1909),  p  146—224  [p  208—216],  femer 
B  Fruske  und  F.  Klein,  Automorphe  Funktionen  2,  p  468—464;  W.  F  Osgood, 
Funktionentheorie,  p  726—780;  FI  Study  loo  cit  148),  p  21—26.  Dieser  Satz 
üiLoyklop   d.  mafh  Wluenioli.    HS  21 
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39.  Auflösivag  des  ersten  BandweTtproblems  in  der  Ebene. 
Das  erste  Randwei-tproblem  ist  imter  Zugnmdelegurig  eines  beliebigen 
beschränkten,  einfach,  mehrfach  oder  selbst  unendlich  Tielfach  zu- 
sammenhängenden ebenen  Gebietes,  das  keine  punktförmige  Rand- 
komponenten hat,  zuerst  von  H  Lebesgue  durch  Variationsbetrach- 
tungen gelöst  worden  (Nr.  45  c).**"*) 

Zu  demselben  Resultat  führt  auch  die  folgende  an  die  Methoden 
der  Nr.  38  anknüpfende  Überlegung.**^) 

Es  sei  T  ein  beschränktes,  etwa  emfach  zusammenhängendes  Gebiet 
m  @  oder  im  Räume,  T*  em  Gebiet  der  Klasse  B,  das  T  -^  S  ent- 
hält, f  eine  willkürliche  analytische  und  reguläre  Funktion  in  T*. 
Der  Nr,  16  gemäß  ist  das  erste  Randwertproblem  als  erledigt  zu  be- 
trachten, sobald  es  gelingt,  diejenige  in  T  -j-  S  stetige,  in  T  reguläre 
PotentiaKunktion  u  zu  bestimmen,  die  auf  S  gleich  f  ist.  Wir  bilden 
(Nr  34)  die  Folge  «„(«  =  1,  2,  ..),  setzen  m„==/4.  C/"^  und  erhalten 
AU^=^F Af,    ü;==0_auf  S'«.     Es  seij?' =  F  —  i?',   F  ^  0, 

Für  alle  n  ist  nunmehi 

darum  fü^aUep  in  T,  ..Ü„  —  U,^^^0,  Tf^^-  t^.^^^0.  Die  Fol- 
gen U^,  ü^(n  =  1,  2,  )  smd  nicht  zunehmend.  Man  beweist  leicht, 
daß  sie  in  jedem  Bereiche  in  T  gleichmäßig  konvergieren. 

Hat  das  erste  Randwertproblem  eine  Lösung,  so  ist  diese  (Nr.  34) 
einfach  gleich  f-{-]imÜ^—hm'ü^.    Daß  lim  U^  auf  S  verschwindet, 

flEsoo  nsoa  n  =  Do 

läßt  sich,  wenn  T  ein  ebenes  Gebiet  ist,  wie  in  der  Nr.  38,  durch 
den  Übergang  zu  der  üiemannadhen  Fläche  X**  und  die  konforme  Ab- 
bildung auf  T'  zeigen  **8)  Steht  übrigens  die  Existenz  der  öreewschen 
Funktion  6r(|,  17;  x,y)  einmal  fest,  so  läßt  sich,  wie  bereits  in  Nr.  36 

Bteht  nut  einigen  anderen  von  P.  Koebe  angegebenen  Satzeü,  insbesondere  dem 
wicbtigen  „Verzerrangsaatze"  (Nr  48)  im  Zusammenhang,  Koebe  nimmt  an,  duß 
m  dem  im  Text  zuletzt  erwähnten  Falle  {T<CK)  die  genaue  obere  Schranke  «* 
demjenigen  Gebiete  entsprechen  wird,  jias  man  erhält,  wenn  man  K  lilnga  der 
Normale  von  P  auf  C  aufschneidet  (vgl  hierzu  JE  Study  loo  cit  148),  p  ".»2— 28) 
Die  ZoeJesohe  Vermutung  ist  von  L.  Biebeihach  als  richtig  nachgewiesen  worden 
Vgl   L.  Bieleilach^  Math.  Ann    77  (1916),  p.  158—172. 

445)  Die  Resultate  von  Lebesgue  gelten  mutatis  mutandis  wohl  auch  für 
den  Raum 

446)  Vgl  L  Lichtenst^n,  Berichte  der  Berl.  Math  Qes  15  (1916),  p  92—96 

447)  Die  Funktionen  F  und  F  können  in  r*  -f  S*  stetig  und  abteilungs- 
weise analytisch  angenommen  werden. 
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angedeutet,  diejenige  der  Lösuilg  des  ersten  Randwertproblems  hier- 
aus leiclit  erschließen*^)  **^) 

Im  Räume  erfordert  der  Nachweis,  daß  auf  S      .  lim  E7  =  0  ist, 

nsoo 

andere  Hilfsmittel  (Nr  4öo). 

~  Das  von  Pomcare  in  der  Nr.  37  besprochenen  Abhandlung  be- 
handelte Problem  ist,  nachdem  mittlerweile  Hilberi^^^)  erneut  die  Auf- 
merksamkeit auf  diesen  Gegenstand  hingelenkt  hatte,  nach  Vorberei- 
tungsarbeiten von  T  JBroden^^^)  und  S.  Johansson^^^)  im  Jahre  1907 
unabhängig  voneinander  von  E.  Foincare  und  P.  Koebe  gelöst  worden. 
In  dem  jetzt  folgenden  Abschnitte  werden  wir  vor  allem  die  Er- 
gebnisse von  Fomcare  und  Koche,  soweit  sie  in  das  Gebiet  der  kon- 
formen Abbildung  hmeingehorea,  eingehend  besprechen 

40.  Einfach,  zusammeiihängende  Gebiete  der  aUgemeinsteu  Natnr. 

a)  H.  Poinoarä,  Sur  l'umfonxusation  des  fonotlons  analytiq.uea.*^^) 
In  dem  ersten  Teile  der  vorhegenden  Abhandlung  kehrt  Foincar^  zu 
den  Ideen  seiner  Arbeit  vom  Jahre  1883  zurück  (Nr.  37).  I)as  Fun- 
damentalpolygon der  Funktion  ^(.2)  wird  jetzt  ganz  im  Innern  der 
Fläche  des  Eiubeitskreises  (Grenzkreises)  gewählt  Man  könnte  nun 
wieder  die  Funktionen  (r„  (Nr  37)  bilden  und  wie  in  der  ersten  Ar- 
beit schließen,  daß  m%^    .    hm  G^^  ==■  Cr*  existiert     Poincare  bedient 

n  =  og 

Sich  statt  dessen  der  in  geeigneter  Weise  ausgestalteten  Balayage- 
Methode  (Nr.  36).**'*)  Der  Punkt  g  wird  im  Innern  der  Kreisfläche 
jK:^«^  (Nr.  36)  gewählt,  die  Funktion  mW  wird  außerhalb  K^°^  gleich  0, 
in  JI?W-{-  G°^  gleich  der  in  §  unendlichen,  auf  (^"^  verschwindenden 
GremBcheii  Funktion  gesetzt;  m<°^  ist  das  logarithmisehe  Potential  einer 

448)  Vgl   L  Lichtenstem,  loo   cit  446)  p  95—96 

449)  In  ähnhcher  Weise  gewinnt  man  die  Lösung  des  ersten  Randwert- 
probleniB  für  bescbränkte  mehrfach  und  selbst  tinendhchvielfach  zusammenhün- 
gende  Gebiete  m  (£,„,  die  keine  Funkte  zu  Randkomponenten  haben 

450)  In  seinem  Pariser  Vortrage,  Mathematisohe  Probleme,  Gott.  Nachr. 
1900,  p  258—297  [p  290—291],  abgedruckt  im  Archiv  der  Math  (8)  1  (1901), 
p  44—63,  p.  218—287. 

451)  T  Sroden,  Bemerkung  über  die  üniformisierung  analytischer  Funk- 
tionen, Land  1905 

452)  S  Johansson,    a)  Acta    Soc.    Sc.   Fenn.  83,  Nr.  7  (1906),  p   1—29; 

b)  Math  Ann  62  (1906),  p  177—183;  c)  ebpndort  p.  184—198.  In  diesen  Ar- 
beiten wird  die  ünifoimiBierung  algebraischer  Kurven  angestrebt.  Die  Betrach- 
tungen von  Johansson  sind  a.  a  0  nicht  m  allen  Punkten  stichhaltig.  (Vgl. 
P  Koebe,  Gott  Nachr  1907,  p.  177—190  (p.  189),  loc.  cit  464)  p.  148.) 

458)  Acta  mathematica  81  (1907),  p_l— 63 

454)  Um  jeden  Windungspunkt  in  %*  wird  dabei  ein  von  einer  mehrfach 
umfahrenen  Ereislinie  umschlossenes  Gebiet  abgegrenzt.  Diese  Gebilde  büden 
neben  weitereu  geeigneten  schlichten  Kreisgebieteu  die  Folge  J£'„(nnl,  2, .   .) 

21* 
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punktförmigen  Belegung  =  1  m  g  und  einer  auf  CP^  yerteilten  nega- 
tiven Linienbelegung  "von  der  Gesamtmasse  —  1.  Bei  der  Durchfüh- 
rung  des  Auskehrprozesses  bleibt  die  in  ^  befindlicbe  Masse  unberück- 
sichtigt.   Da  Ü*==  log  r^TTT  durchweg  positiv   ist,  so  ist,  wie  sich 

leicht  zeigen  läßt,  für  alle  m  .  «W^  U*  Die  Folge  u^^\  wW,  . .  kon- 
vergiert     Es    sei    (1)   limM(»)  =  ö*(|,  i/ja;,  y).     Sind   Gr^{^,  tj]  x,  y) 

(n  ==  1,  2,  .)  die  m  analoger  Weise  für  eine  Folge  von  Gebieten 
T„(n  =  1,  2,..  ),  (lim  T^==%%  T„  von  einer  endlichen  Anzahl  Bögen 

der  Kreise  Cß^  begrenzt)  gebildeten  Funktionen,  .so  ergibt  sich  nun- 
mehr leicht  die  Grenzbeziehung  (2)  ö-*  =  lim  Q-^.    Durch  Yermitte- 

n=eo 

lung  der  Funktion  (3)  t  =  e-^*+*^*^  (3*  konjugiert  zu  ^*)  wird 
%*  auf  die  Fläche  des  Eiaheitskreises  in  der  Ebene  r  konform  abge- 
bildet Daß  das  Bild  die  Fläche  |t|  ^  1  voll  ausfüllt,  beweist  Poin- 
carS  einmal  in  Anlehnung  an  Osgood  (Nr.  38),  das  andere  Mal  ohne 
Zuhilfenahme  der  Modulfunktion.  Durch  die  Beziehungen  z  =  i^oC""^); 
AW  =  -P'iW,  •  •  -j/mW  -=  -^«.W  werden  die  Funktionen  /;,  ,  f^ 
uniformisiert,  wobei  Ausnahmestellen  nicht  mehi'  vorkommen 

Die  Punktionen  F^^F^j .    .,  F„  bleiben  bei  linearen  Substitutionen 

einer  gewissen  unendlichen  Gruppe  (t,  """^T  ^  j  {v  =  1,  2,   .  ),  die  den 

Einheitskreis  in  sieh  überfuhren,  invariant.  Der  RiemannBchen  Fläche 
%  der  Funktionen  f^, .  .,  f^  entspricht  in  der  Ebene  t  die  Fläche 
eines  PundamentalpolygonB  J  mit  paarweise  linearer  Zuordnung  der 
Ränder. 

Ist  das  unendliche  Produkt  jTT  r*^  "J^  y\  konvergent,  so  existiert 

die  zu  %  (Nr  37)  gehörige,  in  g  logarithmisoh  unendliche  GVeewsche 
Funktion  0(1,1?;  sc,  y).   Es  ist 

(4)  ailr.cc,y)^lo^        l^ 

Das  vorstehende  (notwendige  und  hinreichende  Kriterium)  kann  auf 
die  Form  gebracht  werden:  die  Reihe  ^y — \—rri  muß  konvergieren 

Oder,  wenn  man  mit  %  den  Flächeninhalt  einer  um  r  m  J"  beschrie- 
benen Kreisfläche,  mit  l^iy  =  1,  2,  . .)  den  Inhalt  der  homologen  Ge- 
biete bezeichnet,  die  Reihe  ^S^\  muß  konvergieren 

Ist  2fhy  konvergent,  so  wirdl;  durch  Yermittlung  der  Funktion 
Q-io+iE)  a^f  die  Mäche  des  Einheitskreises  abgebildet.    Um  auch  den 
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Fall  zu  erledigen,  wenn  die  JR-eihe  ^Y^^  divergiert,  schlägt  PoincarS 
einen  anderen  Weg  ein 

Es  sei  ß  +  ß  ein  Kreisbereich  ia  %,  der  g  nicht  enthalt  Dmch 
direkte  potentialtheoretische  Betrachtungen  beweist  Poincare,  daß  der 
im  vorstehenden  wiedergegebene  Balajage-Prozeß  im  Gebiete  %^=  % 
—  (Ä  +  S)  konvergiert  und  zu  einer  auf  dem  Rande  ^  von  Ä  ver- 
schwindenden (öreewschen)  Funktion  ^1(1,  i;;  x,y)  führt.  Nunmehr  wird 
aus  ST,  durch  einen  von  (S  ausgehenden,  f  nicht  treffenden  Querschnitt 
em  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  X^  abgeleitet.  Das  Balay- 
age -Verfahren  liefert,  auf  2^  angewandt,  eme  bestimmte  Funktion 
yj(^,  1^;  a;,  </)*")  Durch  Vermittlung  der  Funktion  e~^^''+*Xid  (/^^  zu  j/, 
konjugiert)  wird  %^  auf  die  Fläche  des  Einheitskreises  konform  ab- 
gebildet Dem  aus  ©  und  den  beiden  Rändern  der  Schnittlinie  be- 
stehenden Lmienzuge  entspricht  ein  (offener)  Bogen  des  Einheits- 
kreises Ist  dieser  Bogen  <.2%j  so  läßt  sich  2^  auf  die  Fläche  eines 
Kreisringes,  %  auf  diejenige  des  Einheitskreises  konform  abbilden. 
Ist  aber  jener  Bogen  =  2:7r,  so  gevsonnt  man  entsprechend  als  Bild 
von  2^1  eine  Kreisfläche  mit  Ausschluß  des  Mittelpunktes,  als  Bild 
von  %  die  Gesamtebene  mit  Ausschluß  des  unendlich  fernen  Punktes. 
Für  das  SC^  betreffende  Resultat  gibt  Poincare  mehrere  zum  Teil  in- 
direkte Beweise.  Der  Übergang  von  %^  zu  %  wird  mit  jB"  ä  Schwa/re 
durch  gürtelförmige  Verschmelzung  vollzogen.*"*) 

1b)  P.  Koebe,  Über  die  Unifornusierang  beliebiger  anaJytisolier 
Kurven.*"")    Es  sei  %  =  lim  T„  irgendein  über  der  jer-Ebene   ausge- 

breitetes  (nicht  geschlossenes)  einfach  zusammenhängendes  Gebiet.**^) 
Es  sei  P(|,  rj)  em  Punkt  in  Tj,  w„  diejenige  auf  8^  verschwindende 
G^eewsche  Funktion  von  T„,  die  sich  in  der  Umgebung  von  P  wie 

log  7  +  Cn  +       ,  (?'  =  Cl  —  ^)'  +(.n  —  y)')  verhält.    In  T^  ist  für 
alle  n  und  p    ,.  m„>0,  «„+p  — w„>0.    Darum  ist  q<Cj<C8< 
Läßt  %  etwa  drei  Punkte  der  £f-Ebene  unbedeckt,  so  konvergiert  die 
Folge  u^  in  jedem   (|,  tj)  nicht  enthaltenden  Bereiche  T  -\-  8  m  % 


456)  Bei  der  Bildaog  von  y^  wird  j^^  als  Majorante  benutzt 

466)  Der  Gedanke,  Bioh  durch  Heraussolineiden  eines  einfach  zusammenhän- 
genden Teilgebietes  eme  Eandlime  zu  verschaffen,  kommt,  angewandt  auf  eine 
geschlossene  jRiemannBche  Flache,  zuerst  bei  H  Ä  Schwans  vor  (Nr.  24 e)  Ygl 
loc.  cit.  810) 

457)  Gott.  Nachr.  1907,  p.  191—210 

468)  Mit  Koebe  legen  wir  der  Betrachtung  ein  unendlichvielblättriges  Ge- 
biet zugrunde.  Seine  Methode  UQd  ihre  Ergebnisse  gelten  für  beliebige  nicht 
geschlossene  einfach  zusammenhängende  i2tma)msche  Mannigfaltigkeiten 
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gleichmäßig.    Es  sei  « =  lim  m^,  ü  die  zu  w  konjugierte   Potential- 

•  n=eo 

funktion.  Dureli  Yermittelung  der  Funktion  Z=  e~("+"'^  wird  %  auf 
die  Fläelie  eines  Einlieitskreises  konform  abgebildet  (Nr.  37  und  38).*^®) 
Ist  die  Folge  c„  konvergent,  so  konvergiei't  m^  dem  Jäorwac/rscben 
Satze  über  positive  Potentialfonktionen  zufolge  wie  vorbiu  m  T  -{-E 
gleicbmaßig,  auch,  wenn  die  Pojwcarcsclie  Bedingung  nicht  erfüUt  ist 
Auch  jetzt  gilt  der  gleiche  Abbilduugssatz  Auf  einen  Beweis  der 
zuletzt  genannten  Eigenschaft  geht  Koebe  an  der  betrachteten  Stelle 
nicht  näher  em. 

Ist  aber  lim  —  =  0,   so   liißt   sich   %  auf  die  ganze  Ebene  mit 

Ausschluß  des  unendlich  fernen  Punktes  abbilden  Nimmt  man  den 
Fall  einer  geschlossenen  BiemamiBohen  Fläche  (Nr  24  e)  hinzu, 
so  findet  man  wie  vorhin  (Nr.  40  a),  daß  jedes  einfach  zusammen- 
hängende Q-ebiet  entweder:  1.  auf  eine  Kreisfläche  (Kugelkalotte), 
2.  auf  eine  Ebene  mit  Ausschluß  des  unendhch  fernen  Punktes  (punk- 
tieite  Kugel),  oder  sehheßlich  3.  auf  eme  geschlossene  Ebene  (Kugel) 
konform  abgebildet  werden  kann*"'*) 

Das  vorstehende  Kriterium  ist  von  P.  Koebe  angegeben  worden,  der 
den  Abbüdungssatz  unabhängig  von  Poincard  aufgestellt  und  bewiesen 
hat^^^)  (Weitere  Ki-iterien  von  zum  Teil  speziellei  Natur  vgl  die 
Fußnote  4ß9.) 

469)  Das  gleiche  gilt  offenbar,  wenn  es  gelingt,  %  auf  em  Gebiet  E*  kon- 
form abzubilden,  das  die  Potncaresche  Bedingung  erfüllt  In  der  Note,  Zur  Uni- 
formisierung  der  algebraischen  Kurven,  Götfc.  Nachr.  1907,  p  410—414,  beweist 
JP  Koebe  mit  Bezugnahme  auf  die  in  dei  Fußnote  462)  zitierten  Arbeiten  von 
Johansson  auf  diesem  Wege  gewisse  mit  der  üniformisierung  algebraischer 
Kurven  vom  Range  ^2  zusammenhilngende  Abbildungflstttze 

460)  Die  unter  2  und  3  genannten  Gebiete  werden  durch  die  Jüficwiaim- 
schen  Flächen  erschöpft,  die  zu  den  ümkehrimgen  meromorijher  bzw  rationaler 
Punktionen  gehören  (vgl.  E.  SUidy  loo   cit.  148),  p  11—12). 

461)  P.  Koebe,  Über  die  Uniformiaierung  beliebiger  analytischer  Kurven, 
Gott.  Nachr  1907,  p.  191—210,  vorgelegt  am  11  Mai  1907  Die  in  der  Nr  40a 
besprochene  Abhandlung  von  IT  Pomcnre  erschien  im  November  1007  (gednickt 
im  Milrz  1907).  In  späteren  Arbeiten  hat  Koebe  für  den  fiaglichen  Satz  eine 
Reihe  weiterer  Beweise  gegeben  (s  vT^eiter  unten).  Über  die  Bedeutung  dieser 
Untersuchungen  für  die  Theorie  der  Umformisierung  beliebiger,  insbesondere  al- 
gebraischer Funktionen  vergleiche  das  Referat  von  R.  Fncke,  II  B  4  Nr  80  Die 
besonderen,  die  umformisierung  reeller  algebraischer  Kurven  betreffenden  Sitze 
smd  von  Koebe  von  den  vorliegenden  Betrachtungen  unabhängig  schon  früher 
bewiesen  -worden  (Gott,  Nachr  1907,  p.  177—190,  ausführliche  vertiefte  Darstel- 
lung später  Math  Ann.  67  (1909),  p  145—244  [p  206—213]  Daa  Gebiet  Z  (die 
einfach  zusammenhängende  Überlageruugsfläche  der  in   geeigneter  Weise  zer- 
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Es  sei  also  lim  —  =  0  und  es  möge  U„  diejenige,  außer  m  (|,  iy), 
in  T„  und  auf  S^  stetige,  m  T^  reguläre,  auf  5„  verscli-windende  Poten- 
tialfiinktion,   die  m  (|,  tj)   sich  "wie  '3t  -_  ^   verhält,  bezeiclmen.    In 

jedem  Bereiche  m  %,  der  (|,  rj)  nicht  enthält,  ist  die  Folge  ü„  gleich- 
mäßig konvergent  Der  sehr  einfache  Beweis  stützt  sich  wesent- 
lich auf  den  folgenden,  auch  an  sich  wichtigen  Hilfssatz:  Es  sei  @ 
ein  beschränktes  Q-ebiet  m  (S,  das  den  Nullpunkt  enthält,  @  die  Ge- 
samtheit aller  beschränkten  Gebiete  in  @,  die  den  Punkt  g  =  0  ent- 
halten und  auf  @  derart  konform  abgebildet  werden  können,  daß  der 
Nullpunkt  m  sich  selbst  übergeht  und  das  Vergrdßerungsverhältms 
für  8  =  0  den  Wert  1  hat  Es  gibt  dann  eine  EJeisfläche  vom  Halb- 
messer R^  >  0,  die  in  allen  &  enthalten  ist  *'^ 

Bchnittenen  JRieman»  sehen  Flache  der  Kurve)  hat  hier  gewisse  Symmetneeigeu- 
schaften,  wodurch  die  Aufstellung  einer  Majoiante  für  u„  wesenthch  erleichtert 
wird.  Eine  Darstellung  dieser  Betrachtungen  gibt  It  Frtcke,  Automorphe 
Funktionen,  2,  p  469 — 483,  msbes.  2,  p   472—478. 

462J  P  Koebe,  loc  cit  461),  S.  204 — 206;  dort  findet  sich  auch  eme  andere 
Fassung  desselben  Satzes.  Vgl  femei  P  Koebe,  Math  Ann  G7  (1909),  p  146—224 
[p  216—216]  und  loc  cit  682  d)  [p  88 — 96]  Wie  Koebe  femer  (Math  Ann.  69 
(l910),  p  1—81  [„Hilfssatz  III",  p  48—60])  gezeigt  hat,  liegt  das  Bild  S'  eines 
beliebigen  ganz  im  Innern  von  @  enthaltenen  Jbr<2ansohen  Elurvenstüokes  2  bei 
allen  möglichen  Abbildungen  "&  im  Innern  einer  festen  EJreisfläche  vom  Radius 
J?3  Dieser  hängt  nur  von  0  und  S  ab.  Einen  Beweis  des  betrachteten  Satzes 
gibt  auch  S  Johansson,  Acta  soc  sc.  Fenn.,  Bd  40,  Nr  1  (1910),  p.  1 — S2  [p.  4 
bis  9]     Man  veigleiche  femer  JE  Stuch/,  loc  cit  148),  p  122—124. 

Der  „Hilfssatz  HE"  ist  bei  Koebe  a  a  0  ein  Ausgangspunkt  beim  Be- 
weise'des  sog  Yerzerrungssatzes  (Ni  42,  insb  die  Fußnote  494),  er  kann  aber 
anderseits  Tinschwer  aus  jenem  abgelesen  werden  Die  fraglichen  Sätze  hfingon 
mit  den  Untersuchungen,  die  im  Anschluß  an  den  Pjcardschen  Satz  in  den  letz- 
ten 14  Jahren  von  K  Landau,  C  Caratheodory,  F  SclioUhy,  E  Lvndelöf  und  an- 
deren Mathematikern  durchgeführt  woiden  sind,  eng  zusammen.  Vgl  P  Koebe, 
Jahresber  der  Deutschen  Math.-Ver  19  (1910),  p  889—348  [p  847—848]  Wie 
JE  JLandau  neuerdings  gezeigt  hat,  läßt  sich  der  im  Text  genannte  Koebeache 
Satz  aus  dem  Picard-LandauBohen  Satze  nut  Leichtigkeit  ableiten  VgL  E.  Lan- 
dau, Darstellung  und  Begründung  einiger  neuerer  Ergebnisse  der  Fanktionen- 
theone,  Berlin  1916,  p  14—110  [p  100]  J.  PUmelo,  Monatshefte  f  Math  u. 
Phys.  28  (1912),  p  297—804  [p  808—304]  nimmt  speziell  fflr  &  eine  Kieisfläche 

vom  Radius  E  und  findet  jBj  >  —  (s    auch   E.  Landau  a   a   0 ,  p   98—99) 

E  'JFrtcke  findet  JJ^  >  ~         '^    B  (Automorphe  Funktionen,  2,  p  600)     Koebß 

spricht  (Math   Ann.  67  (1909),   p.  216,  Fußnote  ***)   die  Vermutung  aus,   daß 

R 

B,  =  —   sem  dürfte     Diese  Vermutung   ist  von  L.  Bteberbach,  Math  Ann.  77 
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Es  sei  lim  U  ==  U.    Die  Funktion   rr  i    tt»  unter  Y  eme  "zu  U 

7l  =  O0  u-f-iv 

konjugierte  Funktion  verstanden;  liefert  die  gewünschte  Abbildung. 
Der  Beweis  Terläuffc  indirekt  und  stützt  sich,  wie  an  einer  analogen 
Stelle  bei  PomcarS^^^),  auf  die  Resultate  von  Osgood  (Nr.  38). 

Seinem  ersten  Beweise  des  Abbildungssatzes  gab  Koele  später 
eine  ins  einzelne  ausgearbeitete,  teilweise  abgeänderte  Fassung.*^)  In 
dem  ersten  HauptfaUe  wird  der  Horwoc/csche  Satz  über  positive  Po- 
tentialfunktionen  nicht  benutzt  Es  fühlt  vielmehr  eine  vertiefte  Be- 
trachtung der  konvergenten  Folge  c^  <  Cj  <  Cg  <  •  auf  eine  Abschät- 
zung der  Differenz  w^^^ — m^,  durch  die  sowohl  die  gleichmaßige 
Konvergenz  der  Folge  m„  klar  hervortritt,  als  auch  evident  wird,  daß 
durch  Vermittlung  von  e -("+*»)  das  Gebiet  %  auf  die  Fläche  des  Ein- 
heitskreises konform  abgebildet  wird.  Auch  in  dem  zweiten  Haupt- 
faUe wird  der  Beweis  des  Abbildungssatzes  im  emzelnen  durchgeführt 
Die  Resultate  von  Osgood  werden  diesmal  nicht  gebraucht 

Einen  m  Einzelheiten  von  den  vorerwähnten  verschiedenen, 
die  m  der  Fußnote  170)  erwähnten  HiHssätze  weseLtlich  benutzenden 
Beweis  hat  iS^  Johansson  geliefert.**^)    Eine  Modifikation  des  ersten 


,  ,;  (1916),  P  158—172  bestätigt  worden.    Man  vergleiche  femer  L  Bteb&ibach,  loc 

||!'  cit  860;   a  Faber,  Miinch.  Ber    1916,  p  89—42;   G.  JB  Gronwall,  C  R   162 

i'l  (1916),  p  249—252  sowie  p.  816—818;  G.  Pick,  loc   cit.  494)  sowie  Wiener  Ber 

,|  I  126  (1917),  S  247—268    Im  ZnBammenhang  mit  dem  im  Teit  betrachteten  Hilfa- 

j„'j  aatze    atehen   eiüige   Sätze   über  die  konforme  Abbildung  einfach  zusammen- 

]  '  hängender  konvexer  Gebiete  bei  E  Study,  loc   cit.  148),  p  116—121 

i'M  468)  loc.  cit  458)  p  82—86 

|!j'l  464)  Math.  Ann.  67   (1909),   p   146—224  [p.  206—224].     Eme   Darstellung 

|,'|  findet  Bioh  bei  JS  Study,  loc.  cit.  148),  p  27—84.  Em  m  allen  wesentlichen  Punk- 

'  j  ten  auf  KoebeBchen  Methoden  beruhender,  ins  einzelne  ausgearbeiteter  Beweis  des 

I  Fotncard  -  Koebeachen  Satzes  findet  sich  bei  G.  J'm&iw«,  Introduzione  alla  teoria 

dei  gruppi  discontmui  e  delle  funsdoni  automorphe,  Pisa  1908,  p  867—392  und 

W  F.  Osgood,    Punkfcionentheorie,   p    710—747     Eine  eingehende  Darstellung 

widmet  den  speziell  auf  das  Haupt-  und  Qrenztheorem  bezdghchen  KoebeBchea 

Betrachtungen  S  Sncke,  Automorphe  Funktionen,  2,  p.  489—494 

486)  S  JoMnsBOn,  loc  cit  494),  p  9—14    Dort  findet  sich  p  18—82  ein  an- 

j  derer  Beweis  des  Satzes  von  PotncarS  und  Koebe,    Es  sei  (|',  rf)  em  von  (|,  tj) 

I'l  ,  verschiedener  Punkt  in  Tj,  <  die  m  (l'^jj')  logarithmisch  unendhche,  auf's„ 

I  verschvondende  GreenachQ  Punktion  von  T„     Johansson  zeigt,  daß  lim  («  —  m'  ) 

i|  in  allen  Fällen  existiert.  Durch  Vermittlung  der  Funktion  e-(w+<w)  ((B«  lim  (m  — «'), 

w  =  oo 

00  zu  ©  konjugiert)  wird  SC  auf  das  von  einem  doppelt  zu  zählenden  Bogen  des 
Einheitkreises,  der  sich  auch  auf  einen  Punkt  reduzieren  kann,  begrenzte  unend- 
hche  (Jebiet  in  ®  konform  abgebildet 
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KoebeacheR  Beweises  gibt  femer  J.  Flemelj  *®')  In  dem  ersten  Haupt- 
falle findet  Plemelj,  wenn  hm  c„=c  gesetzt  wird,  durch  eine  über- 

ans  einfädle  Betrachtung  die  Ungleichheiten 

ins;-(r„  +  ;S„). 

Die  erste  Ungleichheit  gibt  ein  Maß  dafür,  wie  rasch  w„  gegen  m  kon- 
vergiert Aus  der  zweiten  folgt  leicht,  daß  5t  durch  e-('*+''')  in  der 
Tat  auf  die  Fläche  des  Einheitskreises  konform  abgebildet  wird. 

In  einer  kürzhch  erschienenen  Abhandlung  (loc.  cit  582  d)  [p.  83 — 
95])  teüt  Koebe  eine  neue  auf  funktionentheoretischer  Basis  (unter  Aus- 
schaltung des  Integralbegriffes)  gestellte  Bearbeitung  seines  ersten 
Beweises  mit.  Die  beim  Beweise  gebrauchten  Hilfssätze  werden  sämt- 
lich auf  das  ScTiwa/reache  Lemma  zurückgeführt 

Im  engen  Anschluß  an  die  Potncaresdhe  •Abhandlung  (Nr.  4:0  a) 
gibt  Koebe  in  einer  zweiten  Mitteilung,  Über  die  Uniformisierung  be- 
liebiger analytischer  Kurven^^'^,  einen  zweiten  Beweis  des  Abbildungs- 
satzes. Wie  bei  Poincarä  wird  aus  %  eme  Kreisfläche  Ä  herausge- 
schnitten Sodann  wird  unter  Zuhilfenahme  des  -HcwMOc/cschen  Satzes 
über  positive  Potentialfunktionen  die  Konvergenz  der  Folge  u'^ 
(m^  =  der  zu  T„  —  (^  -h  ®)  gehörigen,  m  g  unendlichen  Greensohen 
Funktion)  in  %'  =%  —  (^  -f-  ©)  auf  indirektem  Wege  erschlossen. 
Es  sei  lim  w„'  =  m'    Nunmehr  wird  zu  der  zu  %'  gehörenden  einfach 

zusammenhängenden  Überlagerungsfiäche  %'  übergegangen.  Ist  ü^ 
(w  =  1,  2, . . .)  eme  der  Folge  w„  (w  =  1,  2, . . .)  des  ersten  JKoebeaGheji 
Beweises  analoge  Folge  von  Greenachen  Funktionen  auf  %\  so  ist 
für  diese  die  Funktion  m'  eine  Majorante  Durch  Vermittlung  der  Funk- 
tion ;^'=  ß-^^'+f"'^,  (M'=limM„',   v    zu  ü'    konjugiert)    wird   %'    auf 

n  =  eo 

die  Fläche  des  Einheitskreises  K'  abgebildet.*"^)  Der  Fläche  X'  ent- 
spricht hierbei  em  einfach  zusammenhängendes  Teilgebiet  II  von  K', 
dessen  Begrenzung  einen  Bogen  ©'  des  Einheitskreises  ö'  sowie  zwei 
durch  eine  K'  in  sich  selbst  überführende  lineare  Substitution  auf- 
einander bezogenen  Linien  enthält  (77  ist  ein  im  Sinne  von  F  Klein 
geschlossener  zweifach  zusammenhängender  Fundamentalbereich) 

Je  nachdem  ©'<   oder   =0'  ist,  ist  jene  Substitution  hyper- 


J  FlemelQ.  loc   cit.  462). 

467)  Gott  Nachr.  1907,  p.  688—669  _  _  _ 

468)  AugenBcheinlioh  liegt  kein  Fnnkt  des  Bildes  ®'  von  %  außerhalb  K' 
Daß  0'  die  Fläche  K  voll  auafiUlt,  zeigt  Koebe  nach  dem  in  der  Nr  88  wieder- 
gegebenen Verfahren 
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',,1 


boliscli  oder  parabolisch  Durch,  geeignete  elementare  Funktionen 
wird  nunmehr  %'  auf  die  Fläche  eines  Kreisringes,  oder  eines  aus 
einer  Kreisfläche  durch  Ausschluß  des  Mittelpunktes  entstandenen  Ge- 
bietes abgebildet  Durch  gürtelförmige  Verschmelzung  gelangt  man 
/^^  endlich  von  hier  aus  wie  bei  JPoincare  (Nr.  iOa)  zu  dem  Hauptsatze 

;:ii,  der  Theorie.-*'"') 

1  Der  Fall  einer  punktierten  Ebene  (Kugel)  erschemt  in  demjenigen 

j|!  einer  Kreisfläche  (Kugelkalotte)  als  Grenzfall  enthalten,  sobald  man 

i'  nicht  den  Halbmesser  des  Kreises,  sondern  das  Vergroßerungsverhält- 

nis  im  Kreismittelpunkt  bei  der  Normierung  festhält,  etwa  gleich  1 
annimmt.     Setzt  man,  unter  w„  die  Potentiale  des  ersten  iToe&fischen 
'!  ?,  Beweises  verstanden,  w*  =  m„  —  c„,  so  ist  die  Folge  u*  stets  konver- 

gent   Durch  Vermittlung  der  Funktion  e"  ("*+*'*)  (w*=limw*,  v*  zu 

n  =  n 

V*  konjugiert)  wird  %  auf  eme  Kreisscheibe  vom  endlichen  oder  un- 
endlich großen  Radius  konform  abgebildet  *''°)  Bei  den  weiter  unten 
besprochenen,  im  Anschluß  an  D.  Hubert  ausgebildeten  Variations- 
methoden erscheinen  die  beiden  HauptfaUe,  dank  der  von  vornherein 
\'  .  zweckmäßig  gewählten  Normierung  stets  als  nur  quantitativ  verschie- 

'I  ,  den  (Nr  42  und  46  d     Man  vergleiche  ferner  die  Ausführungen   der 

', ;  Nr.  41). 

;/i;  Einen  anderen,  an  Poincare  anknüpfenden  Beweis  des  Poincard- 

\\\  Koeheaciheji  Satzes  hat  S  JbJiansson^''^)  gegeben    Bezeichnet  man  mit 


I  ;  469)  Die  Alternative  ©'  ■<  oder  =  (7,  oder,  -was  dasselbe  besagt,  byper- 

,  I  bolische  oder  parabobsche  Substitution  bildet  ein  (fireilich  indirektes)  Kriterium 

||  I  zur  Unterscheidung  .der  beiden  HauptfäUe.    Enthält  der  Band  des  Gebietes  % 

,'  ein  Jor^ansches  Kurvenstück  ©,  so  läßt  sich  %.  stets  auf  eine  Kreisfläche  kon- 

'l  I  form  abbilden,  wobei  @  ein  Kreisbogen  entspncht     Für  diesen  Satz  gibt  Koebe 

i  1  loc  cit.  467)  S  657 — 668  vier  verschiedene  Beweise.   Bei  den  beiden  ersten  wird 

der  Abbildungssatz  als  bekannt  angenommen  und  es  wird  forner  vorausgesetzt, 

daß  @  der  Klasse  JE  angehört  (in  den  Eckpunkten  und  Spitzen  wird  dabei  übrigens 

'  nur  die  Existenz  dor  Tangenton  gefordert).    Koehe  zeigt  insbesondere,  daß  die  die 

!  Abbildung  vermittelnde  Funktion  über  die  leguläron  Stücke  von  ©  hinaus  fortge- 

' ,  setzt  werden  kann     Die  beiden  anderen  Beweise  smd  von  dem  Hauptsatze  un- 

i|t  abhängig  und  liefern  eme  Majorante  lür  die  Funktionen  u„  des  ersten  Koebe- 

^^  sehen  Beweises,  auch  wenn  %  vom  mehrfachen  oder  selbst  unendlichhohen  Zu- 

V  sammenhange  ist     (Einen  Beweis  dieses  Satzes  gibt  auch  H.  Poincar^,  loc   cit. 

■'!,  463),  p  46—48.)    Weitere  Ausfähxungen  über  die  Alternative  —  punktierte  Ku- 

I  gel  odei  Kugelkalotte  —  finden  sich  bei  P  Koebe,  Journ  f.  Math   189  (1911), 

I  p   251 — 292  [p.  280 — 289];   s  hierzu  auch  die  Bemerkungen  bei  if.  Study,  loc 

I'  cit  148),  p.  85—87     Man  vgl   femer  S  Johansson,  loc.  cit  466). 

470)  Vgl    P  Koehe,  loc    cit  457)  p    206—207;   J.Plemelj,  loc.  cit    462), 
p    302—804 

471)  S  Johansson,  Acta  soc   sc   Penn,,  Bd  40,  Nr  2  (1910),  p.  1—29 
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y,  wieder  die  zu  5^   gehörige  GreenBche  Funktion  (Nr.  40  a),  so  gilt 

a  =  -;r-  I  -J^ds  <,1.     Ist  a  <  1,   so  läßt  sicli  %.  auf  das  von  einem 
2«,/  dn      =^  '  ^ 

ft 
Kreise  und  einem  kreisförmigen  Schlitze  um  den  Koordiuatenursprung 

begrenzte  beschränkte  G-ebiet,  oder  auch  auf  die  Flache  emes  Kreis- 
ringes konform  abbilden.  Ist  a  =  1,  so  gehen  jene  Gebiete  m  eine 
punktierte  Kreisfläche  über.  Der  Beweis  stutzt  sich  wesentlich  auf 
einige  von  Johansson  angegebene,  auch  an  sich  interessaute  Hilfssätze. 
Zu  %  wird  wieder  durch  gürtelförmige  Verschmelzung  übergegangen 

41.  ZweidimenBionale  sohllolitartige  Gebiete  der  allgemeinsten 
Natur.  In  einer  dritten  Mitteilung  über  die  Uniformisierung  bebebi- 
ger  analytischer  Kurven*'^)  beweist  Koebe^  daß  ein  beliebiges  schlicht- 
artiges emfach  oder  mehrfach,  auch  unendhchvielfach  zusammenhän- 
gendes Gebiet  der  allgemeinsten  Natur  auf  ein  Gebiet  m  ®  konfoi-m 
abgebildet  werden  kann 

Es  sei  ST  ■=  lim  ^^  (Nr  4)  ein  beliebiges  über  der  a-Woene  aus- 

n-oo 

gebreitetes  schlichtartiges  Gebiet.*")  Es  sei  -^„(.s)  eine  Funktion, 
durch  deren  Vermittlung  T^  auf  ein  Gebiet  -F„  m  der  Ebene  Z  kon- 
form abgebildet  wird.  Es  wird  angenommen,  daß  Z  =  0  außerhalb 
F„  liegt  und  Z^(js)  in   der  Umgebung  eines  bestimmten  Punktes  jefp 

in  2^1  eine  Entwicklung  von  der  Form  — ^ — |-  eine  reg.  Funkt,  gestattet. 

Existenz  beliebig  vieler  Funktionen  dieser  Art  steht  den  Betrachtun- 
gen der  Nr.  24  gemäß  fest.  Aus  der  Folge  Z^(0)  (w  =  1,  2, . . ,)  läßt 
sich  eme  Teilfolge  aussondern,  die  in  jedem  Bereiche  m  %,  der  Sq 
nicht  enthält,  gleichmäßig  konvergiert.  Die  Gienzfunktion  Z^e)  ver- 
mittelt die  Abbildung  von  %  auf  ein  schlichtes  Gebiet  F 

Der  Hilfssatz  der  ersten  Mitteilung  ist  der  folgenden  Aussage 
gleichwertig:  Es  sei  0  irgendein  einfach  zusammenhängendes  Gebiet 
in  der  Ebene  Z,  das  den  Punkt  Z  ==  cxi  enthält.  Der  Punkt  ^  =  0 
soU  außerhalb  Ö  liegen.  Es  sei  <P'  irgendein  Gebiet  von  gleichen 
Eigenschaften,  das  auf  0  konform  abgebildet  werden  kann,  so  daß 

im  Unendlichen  die  Entwicklung  Z'=  Z-}-^(^)  gut  Die  Begren- 
zung von  0'  liegt  dann  m  einer  Kreisfläche  um  den  Koordinaten- 
ursprung, deren  Halbmesser  nur  von  <P  abhängt*''*)    Es  sei  jet^t  K^ 

472)  Gott  Nachr  1908,  p.  S37— 868  Siehe  auch  0  B.  148  (1909),  p  824 
bis  828 

473)  Die  folgenden  Betrachtungen  gelten  mutatis  mutandis  fSr  beliebige 
schliohtartige  Btemann  ßoh.e  Mannigfaltigkeiten.  ^ 

474)  P  Koebe,  loc  cit  472),  p  848 
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ein  Kreisgebiet  um  g^  in  !Z\.  Durch  Z^(/)  möge  K*  auf  Q^,  durch 
Z„{js)  auf  O^  abgebildet  werden.  Dem  soeben  genannten  Hilfssatze 
zufolge  ist  auf  C*  für  alle  n . .  |Z„(ä)|  <fi  (/z-  konstant)  Diese  Be- 
ziehung gilt  offenbar  für  alle  0  in  T„ — (-2*+  G*). 

Der  KouTergenzbeweis  stützt  sich  auf  den  folgenden  zuerst 
von  P.  Montel  angegebenen  und  bewiesenen  Satz:  Aus  jeder  Folge 
von  Funktionen  /"„(«),  die  in  einem  Gebiete  %  regulär  sind  und  einei 
Ungleichheit  \fJ^0)\<.M.  genügen,  läßt  sich  eine  Teilfolge  aussondern, 
die  m  jedem  Bereiche  in  %  gleichmäßig  konvergiei-t  *'^)  Aus  ZJ^b) 
(w  =  1,  2,  .)  laßt  sich  wegen  \Z^(ji)\  <,  yi,  demnach- eine  Teilfolge 
Z^^^(/)  (n  =  1,  2, . . .)  extrahieren,  die,  wie  man  leicht  sieht,  m  jedem 
0Q  nicht  enthaltenden  Bereiche  in  %  gleichmäßig  konvergiert  Die 
örenzfunktion  ist  von  einer  Konstanten  verschieden;  sie  bildet  %  auf 
ein  schlichtes  Gebiet  F  ab. 

Ist  insbesondere  %  einfach  zusammenhängend,  so  wird  F  ent- 
weder aus  der  ganzen  Ebene  mit  Ausschluß  des  einen  Punktes  Z=0, 
odei  eines  Punktkontinuums  bestehen.  In  dem  zuletzt  genannten 
Falle  läßt  sich  F  auf  eine  Kreisfläche  konform  abbilden  (Nr  38). 
Man  gewinnt  so  den  Satz  von  B.  Pomcarö  und  P.  Koebe  (Nr.  40) 
wieder.*''^)  Als  eine  Anwendung  der  vorstehenden  Ergebnisse  gibt 
Koebe  in  aller  Kürze  ein  Verfahren  zur  konformen  Abbildung  der 
Oberfläche  einer  analytischen  körperlichen  Ecke  auf  em  ebenes  Ge- 
biet an.'*''')  Eme  ausführliche,  auf  funktionentheoretische  Basis  ge- 
stellte Darlegung  eines  anderen  Yerfahrens  enthält  eine  spätere  Arbeit 
von  Koebe  (loc  cit.  582  d)  p  95—103    Vgl  Nr  4:7,  p.  360—361) 

42.  Das  StrömungspotentiaL  Eine  Normierung  der  Abbildungs- 
fEmktion  wird  auf  dem  in  der  Nr.  41  skizzierten  Wege  erst  gewon- 
nen, wenn  über  Z^(/)  geeignete  weitere  Beatimmungen  getroffen  wer- 
den    Zu  besonders  bemerkenswerten  Ergebnissen  gelangt  man,  wie 

475)  P  Montel,  Ann.  de  l'lßc.  Norm  (8)  24  (1^07),  p  288—834  [p  298—802]; 
Le^ons  aur  lea  söiies  de  polynomee  ä.  nne  variable  complexe,  Paris  1910,  p  1— 
128  [p  20 — 25]  Für  diesen  oder  vielmehl  einen  tmwesentlicli  allgemeineren 
Satz  gibt  Koebe,  loo.  cit  472),  p  849—868  (vgl  aucb  Math.  Ann.  69  (1910),  p  l 
bis  81  [p  71 — 75])  einen  anderen,  an  ge-wisse  auf  Ascoh  zurückgehende  Konver- 
genzflätze  (Nr.  46)  sich  anlehnenden  Beweis 

476)  loo.  cit  472),  p  854 — 857  gibt  Koebe  noch  eine  andere  mit  dem  Mon- 
tcZschen  Satze  und  der  „gürtelförmigen  Verachmelzung"  operierende  Methode 
Ist  die  Zusammenhangszahl  endlich,  so  laßt  sich,  wie  Koche  a  a  0  zeigt,  der 
AbbildungBsatz  auch  durch  em  geeignetes  kombrnatorisches  Verfahren  aus  den 
Resultaten  der  Nr.  40  b  ableiten 

477)  Gott   Nachr   1908,  p   859—360 
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Koebe,  durch  gewisse  Aufstellungen  von  Sübert"''')  Teranlaßt,  in 
einer  vierten  Mitteilung  über  die  üniformisieruug  beliebiger  analy- 
tischer Kurven*''^  zeigt,  wenn  man  für  Z^=  U^-\-  iV^  diejenige  in 
T„,    außer   in  0q,    reguläre    Funktion    wählt,    die    sich    in    j?q    wie 

■^ f- (Z  —  £fo)^(Z  —  0q)  verhält  und  überdies  so  beschaffen  ist, 

daß  F„  auf  jeder  einzelnen  Randlinie  einen  konstanten  Wert  hat>'*) 
Durch  Vermittlung  von  Z„  wird  T^  auf  ein  schlichtes  Gebiet  ab- 
gebildet, das  von  einer  endlichen  Anzahl  zur  Achse  des  Reellen 
paralleler  Strecken  begrenzt  ist  und  den  unendlich  fernen  Punkt  ent- 
hält (Nr  24  h).  Der  Gedankengang  der  dritten  Mitteilung  laßt  sich 
jetzt  nicht  ohne  weiteres  anwenden.  Indessen  zeigt  Koebe  durch 
elementare  Abschätzungen,  daß  m  T^  —  (S* -\- G*)  für  alle  n 
\Un\<.  (i  (/*'  konstant)  ist ^^^)  Aus  einem  dem  jSfow^eZschen  analogen 
Konvergenzsatze  für  Potentialfunktionen  folgt,  daß  aus  U^  (n  =  1,  2,  .) 
eine  Teilfolge  CT^")  (w  =  1, 2, .  )  extrahiert  werden  kann,  die  in  jedem  Be- 
reiche m%  —  (Z*  -\-  C*)  und  daher  auch  m  jedem  e^  nicht  enthaltenden 
Bereiche  in  %  gleichmäßig  konvergiert    Die  Grenzfunktion  U  verhält 

sich  m  00  wie  3?  (^^^  +  (^ -- i?o)  ^  (^  —  ^o))  ^^^d  erfdUt  die  fol- 
gende, von  nähert  angegebene  Minimumsbeziehung  (Nr  45  d).  Es  sei 
w  irgendeine  in  3!  —  (X*  +  C*)  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetige,  femer  auch  noch  auf  C*  stetige  und  dort  ver- 
schwmdende  Funktion,  die  so  beschaffen  ist,  daß  das  DirichlefachQ 
Integral  Dx-(^k*+c*)(w)  existiert.  Alsdann  ist  JDz-(x*  +  c*)(U -{- w) 
>  Dz-(,K*+(r){ü)  Durch  diese  Eigenschaft,  die  sich  übrigens  zu 
Dsc _ (Ä-.  +  p.) ( Z7 -f  4ü)  =  Dz-(ic-+  c')iU)  +  I)%- {K* + c*) (w)  verschärfen 
läßt,  und  das  vorhin  gekennzeichnete  Verhalten  in  g^  ist  U  vollständig 
bestimmt     Hieraus  folgt  aber,  daß  U  =  lim  Z7„  gesetzt  werden  kann. 

n  =  oo 

Die  Existenz  des  Potentials  U,  des  Strömungspotentials,  ist  durch 
die  im  vorstehenden  angedeuteten  Betrachtungen  für  die  allgemeinsten, 
nicht  notwendig  schlichtartigen  Gebiete  bewiesen.  An  der  gleichen 
Stelle  gibt  Koehe  noch  einen  andern,  von  dem  Montehchen  Satze  un- 
abhängigen Existenzbeweis  des  Strömungspotentials.    Dieser  Beweis 

477»)  Vgl    D  Htlbert,    Gott   Nachr   1909,  p  814—828   (s  Nr  46  d,  p.  838 
bis  889) 

478)  P  Koebe,  Gott   Nachr   1909,  p.  324—361 

OTT 

479)  Auf  S„  ist  -^  —  0     Die  Funktion  U„  ist  durch  diese  Festsetzungen 

völhg  bestimmt  (Nr  24h). 

480)  P  Koebe,  loc   oit.  478),  p  828    Vgl  femer  P  Koebe,  C.  B  148  (1909), 
p  824—828  sowie  Joum    f  Math    188  (1910),  p  192—268  [p.  288—286] 
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geht  von  einer  zweiten  Fassung  des  Uilberiscken  Yariationsproblenis 
(Nr  46  d)  ans  nnd  berührt  sich  vielfach  mit  analogen  Betrachtungen 
von  B.  Gomrant.  Er  findet  seinen  Platz  in  dem  Abschnitt  über  die 
Variationsmethoden  (Nr.  45d)>^^) 

Ist  das  Gebiet  %  schlichtartig,  so  wird  es  durch  Vermittlung  der 
Funktion  Z=  XJ -i-  iV  auf  em  Gebiet  W  der  -Z^Ebene  konform  ab- 
gebildet, das  den  unendlich  fernen  Punkt  enthält  und  von  lauter  zur 
Achse  des  Reellen  parallelen  Strecken  begrenzt  let*^^)  Dies  besagt, 
im  Einklang  mit  den  Ausführungen  der  Nr  4,  daß  W  ==  hm  W^  ge- 

n  =  eo 

setzt  werden  kann,  unter  ^^„('W  =  1,2,  . .)  gewisse  schlichte,  den  un- 
endlich fernen  Punkt  enthaltende  Gebiete  verstanden,  so  daß,  wenn 
man  mit  w„  den  Höchstwert  der  Schwankung  von  V„  auf  den  ein- 
zelnen Randkomponenten  von  ^„  bezeichnet,  limm„=0  ist^^") 

Der  vorstehende  Satz  ist  zuerst  von  D.  Htlbert  ausgesprochen''^) 
und  in  dem  besonderen  FoUe  eines  eudlich  vielfach  zusammenhängenden 
Gebietes  bewiesen  worden.*'^^)  Der  allgemeine  Fall  eines  unendlichviel- 
fach zusammenhängenden  Gebietes  ist  von  P  Koebe  und  B  Gourant 
erledigt  worden  Ihre  Beweise  stützen  sich  wie  derjenige  von  JBilr 
hert  wesentlich  auf  die  Hilh&rlüch.e  Minimumseigenschaft  der  Funktion  U. 
Sie  sollen  weiter  unten  (Nr.  45 d)  bespiochen  werden.  Nach  Koebe 
hat  die  Berandung  des  Gebietes  'J''  den  Inhalt  Null  Sie  läßt  sich 
mit  anderen  Worten  in  eine  endliche  Anzahl  getrennter  einfach  zu- 
sammenhängender Gebiete  der  Klasse  C  von  beliebig  kleinem  Gesamt- 
flächeninhalt  einschließen.*^^) 

In  ahnlicher  Weise  kann  man  nach  Koebe  eine  Abbildung  eines  be- 
hebigen schhchtartigen  Gebietes  %  auf  em  den  unendlich  fernen  Punkt 


481)  Das  gleiclie  gilt  für  eine  spd,tere,  naodiflziette  Faasang  dieses  Beweises 
Vgl.  P.  Koebe,  Jonrn   f,  Math    188  (1910),  p   192—253  [p.  207—242]. 

482)  Jede  einzelne  Strecke  kann  sich,  auf  einen  Fnnkt  reduzieren. 

483)  Vgl.  P  Koebe,  loc  cit  478),  p  348—349  sowie  loo.  cit.  481),  p  207— 
209,  msbes.  p  208  Dort  finden  sich  noch  andere  Fassongen  für  den  Begriff 
eines  „Schlitzgebietes" 

484)  D   Hilbert,  G3tt  Naohr   1909,  p  814-828 
486)  In.  der  im  SommersemeBter  1909  gehaltenen  Vorlesung  über  konforme 

Abbildung  Vgl  P.  Koehe,  Gott.  Nachr  1910,  p  59—74  [p  60J  Für  einfach 
zasammenhängende  Gebiete  hat  schon  früher  P.  Koebe  einen  (indirekten)  Beweis 
gegeben  [loc  eit  457),  p  206—207].  Vgl  die  Ansführnngen  am  Schluß  der 
Nr.  40  b 

486)  P   Koebe,  loc    cit    478),  p   362—358;  loo    cit    481),  p.  211  und  p    241 

biH  242.    Vgl  auch  JB  Courant,  Inaugural-Dissertation,  Göttingen  1910,  p  1-41 

]    j  [p.  83—84];  Math.  Ann    71  (1912),  p   145-183  [p.  169—178]     Eine  charakten- 

stisohe  Eigenschaft  einfach  ynsammenhängeuder  Schlitzgebiete  hat  L  JBieberbach 
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enthaltendes  Gebiet  in  @  gewinnen,  dessen  Band  entweder  aus  lauter 
geradlinigen  Strecken,  die  verlängert  dnrcli  den  KoordinatennrspnLig 
hindnrcligelien,  oder  aus  lauter  Kreisbögen  um  den  Anfangspunkt 
besteht.  Es  seien  O^i^^^f^)  und  Ojdjjiyj)  zwei  von  den  Windungs- 
punkten verschiedene  Punkte  in  %.  In  dem  zuerst  genannten  Falle 
lautet  die  Unstetigkeitsbedingung  für  U  wie  folgt.  In  der  Umgebung 
von  (li,'J7i)   und  (Ig,  1^2)  ^^  C'"=log 1-   eine    reguläre   Potential- 

*  1 

funktion  und  U=  —  log  —  -|-  eine  reguläre  Potentialfanktion  Es 
gilt  ferner  Z{d)  =  e^^^^  In  dem  anderen  Falle  ist  m  (ii,i7i)  und 
(Xii'^i)        ü"  =  arctg  ^-^-^  +    eine    reguläre   Potentialfanktion  und 

U=  —  aictg  _^u  +  öine  reguläre  Potentialfunktion  Es  gilt  fernei 
^(jsf)  =  e'(cf+«f')  *87^  Auch  hier  gilt  der  Satz  von  dem  Verschwinden 
des  Inhaltes  der  Berandung  des  schlichten  Bildbereiches. 

Wie  bereits  erwähnt,  ist  die  Existenz  des  Strömungspotentials  f7 
und  damit  auch  emes  konjugierten  Potentials  Y  für  das  allgemeinste 
nicht  notwendig  schlichtartige  Gebiet  %  sichergestellt  D.  Hilhert 
hat  einen  Satz  über  die  durch  die  Funktion  U  -\-  zV  vermittelte  kon- 
forme Abbildung  angegeben  Neben  den  Randstrecken  endlicher 
Länge  treten  nunmehr,  von  der  negativen  Seite  aus  dem  Unendlichen 
kommend,  Strecken  auf,  deren  Ufer  paarweise  emander  zugeordnet 
sind  Gewisse  diese  Strecken  kreuzende  Wege  sind  unter  Übersprin- 
gen der  eingeschlossenen  Flächenstreifen  fortzusetzen.^^^) 

"  4:3.  Das  iterierende  Verfahren  von  P.  Koebe.**^')  Seit  Anfaug 
1908  hat  Koebe  ein  vielseitiger  Anwendungen  fähiges  Verfahren  ausge- 
bildet, das  sich  rem  fonktionentheoretisch  begründen  läßt  und  von  ihm 
als  ein  „Grenzübergang  durch  iterierendes  Verfahren''  bezeichnet  worden 

augegeben.  Unter  allen  einfach  zusammenhängenden  Qebieten  in  @,  die  den  nn- 
endlich  fernen  Pankt  enthalten  und  aufeinander  durch  Yermlttlung  von  Funk- 
tionen der  Form  f{ß)  =  «  -f  a^  -f-  Oj f-  •    •  konform  abgebildet  werden  können, 

ist  das  Schlitzgebiet  dadurch  ausgezeichnet,  daß  das  Maximum  der  Entfernung 
zweier  Randpunkte  den  höchsten  Wert  hat  Vgl  L  Bteberhcxh,  Math  Ann  77 
(1916),  p  158 — 172     Dort  finden  sich  noch  weitere  Sätze  ähnlicher  Natur 

487)  P  Koehe,  loc.  cit  478),  p  354—860  Bei  Gerieten  der  Klasse  C  m 
(£  ist  diese  Abbildung  zuerst  von  F.  SchotÜky  betrachtet  worden  Siehe  etwa 
loc    cit   165)  passim 

488)  B  Hubert  loc  cit  484),  p  819 — 820  In  dem  besonderen  FaUe  eines 
Gebietes  vom  endlichen  Geschlecht  ist  der  fragliche  Satz  in  vervollständigter 
Gestalt  neuerdings  von  JB.  Courant  bewiesen  worden  Vgl.  B  Courant,  Math 
Zeitschrift  8  (1909). 

488»)  Vgl  B  Fricke,  IIB  4  Nr.  89,  p  459-460. 


i!    i; 


!! 


I  I 


320        HC 3     L  iMhtenstein.    Potentialtheorie    Konforme  Abbil, 

isi*8ö)  Das  Wesen  der  Methode  wollen  wir  an  dem  folj 
Uniformisienrngstlieone  algebraisclier  Kurven  entnommene 
auseinandersetzen.  Es  sei  9fl  eine  geschlossene  Biemmn,^ 
vom  Range  p  >  1  Auf  3fl  möge  ein  System  von  p  einj 
treffender,  SU  nicht  zerstückelnder  Rückkehrsclinitte  -Si.(&  = 
gegeben  sein.*^")  Es  handelt  sich  darum,  das  durch  Aufsei 
Sft  längs  ^;fe(Ä;=  1,.-.  ,iJ)  gebildete  2i)-fach  zusammenhängeri 
artige  Gebiet  0  auf  em  Gebiet  T  m  der  Ebene  Z  derart  Is 
zubilden,  daß  den  doppelt  "zu  zählenden  Kurven  S^  ^^'^^^<^ 
entsprechen,  die  durch  lineare  Substitutionen  aufeinander  be 
den  auf  Sfi  koinzidierenden  Punkten  der  Begrenzung  vo- 
Punktepaare  entsprechen,  die  durch  jene  Imeare  Substitutia 
ander  bezogen  sind*")  Den  Betrachtungen  der  Nr.  34f 
sich  ^  auf  ein  von  p  Km-venpaaren  L^.^,L[.^\  ija?  Aai  ■  » 
begrenztes  2^ -fach  zusammenhängendes  Gebiet  ©^  der  ]B 
der  Ebene  j?,  das  den  unendlich  fernen  Punkt  enthalt,  abl 
Randlinien  von  <&i  smd  einander  paarweise  regulär  analy 
ordnet.  Diese  Zuordnung  ist  also  durch  konforme  Abbildx 
lineare  Zuordnung  umzuwandeln 

Die  die  Abbildung  vermittelnde  Funktion  Z(ß)  ist,    s 
haupt  vorhanden,  bis   auf  eme  lineare  Substitution  volLk: 
stimmt.    Es  sei  Z'{d)  eine  andere  Lösung  des  Problems 
mittlung  von  Z'{2j)  läßt  sich  T  auf  em  weiteres  Gebiet   !2 
arer  Ränderzuordnung  abbilden. 

Unter   Zuhilfenahme   der   noch  unbekannten  Randsu.! 
läßt   sich    der  Variabüitätsbereich   von  Z  auf  die   ganze 
Ausnahme    emer   nicht    abzählbaren  Menge   von   Punktea 
Mächtigkeit  des  Kontmuums  ausdehnen.     Diesem  Gebiete 
em  ebenso  beschaffenes  Gebiet  in  der  Ebene  Z'.     Hierau.! 


P  Koebe    a)  Gott   Naclir   1908,  p  112—116;   b)  Gott, 
p  68—76;   c)  Gott  Nachr.  1910,  p  180—189;   d)  Math  Ann  69(19 
[p,  60—66];  e)  Math   Ann   72  (1912),  p.  487—516;  f)  Jahresb    d   D< 
Ver   19    (1910),  p  339-848;    g)  a   a    0     21    (1912),   p   157—168; 
IV   Congresso  intern   dei  Mat.,  Roma  2  (1909),  p  26—30 

490)  Der  Einfachheit  halber  werden  Sj^  als  Kurven  der  Elasi 


491)  Über  die  Bedeutung  dieses  Problems  fiii  die  Theorie  c 
sierung  algebraisclier  Kurven  vgl  das  Referat  von  J3.  JFWt'fc«,  II  B 
wie  JJ.  FrtcJce  und  F  Klem,  Automorphe  Funktionen,  passim;  fexi 
loo.  cit.  489)  a,  b,  o,  d,  e;  Math  Ann  76  (1914),  p.  42—129;  JR  Cc 
augural-DiBsertation,  Göttingen  1910,  p  1—44  [p.  84—41];  b)  IM 
i!    i     1  (1912),  p   146—188  OP.  174—180]. 
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doroh  geeignete  Benutzung  des  OatidhyBcliQQ  Integralsatzes  folgern, 
daß  Z'(Z)  eine  lineare  Funktion  sein  muß  Das  Verfahren  ist  dem 
in  der  Nr.  27  besprochenen  Xoe&esohen  Unitätsheweise  analog.***) 
Für  sein  Gelingen  ist  der  folgende  von  Koebe  angegebene  fundamen- 
tale „Verzerrungssatz"  wesentlich**') 

Es  sei  q)  (0)  ii*gendeine  im  Gebiete  |  j?  |  <  i2  reguläre,  dieses  auf 
ein  schlichtes,  den  unendlich  fernen  Punkt  nicht  enthaltendes  Gebiet 
abbildende  Funktion.  Smd  g^  und  e^  ^'^^^  beliebige  Funkte  in  dem 
Kreisbereiche  |  jb  |  ^  (>  <  -R,  so  gibt  es  einen  nm*  von  q  abhängigen 
positiven  Wert  q{Q)  >  1,  so  daß 


dg 


<^(q) 


dg 


gilt  Für  die  Kreisfläche  |  ä  [  <  Jf2  kann  man  allgemeiner  irgendein 
beschränktes  Gebiet  @,  fülr  den  Kreisbereich  |  j?  |  ^  (>  <  JR  emen  in  0 
gelegenen   Bereich    ®'   setzen.''^)    Aus   dem   Verzerrungssatze   leitet 

492;  Vgl.  P  Koebe  loc  cit  489)  b)  p,  70—71;  c)  p  186—187;  d)  p.  26 
biB  89;  Journ  f.  Math.  138  (1910),  p  192—253  [p.  247—258].  Erneu  anderen 
ümtatsbeweis  gab  E  Cowrmt,  loc  01t  491)  a)  p  87—40  an  (Vgl.  die  Ansfah- 
rungen  am  Schluß  dieser  Nummer) 

498)  Im  vorliegenden  Falle  genügt  übrigens  bereits  em  Spezialtall  des  Ver- 
zemiHgasatzes  („Verzerrangssatz  fdr  lineare  Funktionen",  vgl  P  Koehe,  loc  cit 
489)  d)  p.  26—27). 

494)  P  Koebe,  loc.  cit  489)  b)  p  78  —  74  leitet  den  Verzerrungssatz  in- 
direkt mit  Hilfe  des  JlfonfeZschen  Eonvergenzsatzea  ab  Einen  dü-ekten  Beweis 
gibt  Koebe  loc.  cit.  489)  d)  p.  46  -62  (dort  sowie  Jonm  f  Math.  188  (1910), 
p  248  finden  sich  einige  wichtige  naheliegende  Folgerungen  des  Verzeimngfl- 
satzes).  für  lineare  Funktionen  a.  a  0  p  26—27  Man  vergleiche  schließlich  P  Koebe, 
loc  cit.  582)  f )  Eine  Darstellung  findet  sich  bei  E  Study  loo  cit.  148),  p  121—127 
Einen  weiteren  Beweis,  zugleich  eine  Schranke  füi  2(p)  geben  8.  Johansson,  Acta 
Boc  so  Fenn.  Bd  40,  Nr  1  (1910),  p  1—82  [p  16—171,  B  Fnche,  Automorphe 
Funktionen,  2,  dritto  Lieferung  (1912),  p  496-618;  L  Bteberbadi,  Konforme  Ab- 
bildung, p.  86-94;  J  Fleme^  (in  emem  Vortrage  auf  der  Wiener  Jahresyersamm- 
lung  der  Deutschen  Math  -Ver.  1918,  nicht  veröffenthcht,  vgl.  hierüber  bei  Q.  Fiel, 
an  dem  weiter  unten  a  0  p  64)  und  ff  Ptck,  Leipz.  Ber  68  (1916),  p.  58—64 
Flcmelij  und  Fick  geben  für  g(p)  Formeln  an,  an  denen  nur  noch  eine  numerische 
Konstante  unbekannt  bleibt  Diese  Konstante  läßt  sich  nach  Bieberbach  aus  seinen 
in  der  Fußnote  860)  besprochenen  Resultaten  ableiten.  Vgl  L.  Bieberbacfi,  loo 
01t  850)  a)  p  946  Fußnote  2)  Die  genauen  Schranken  für  g(p)  smd  unabhängig 
hiervon  von  G  H.  Chronwäll  angegeben  worden,  wobei  eine  Vermutung  von  Pwk 
ihre  Bestätigong  fand  (Vgl.  ff  H  GronwaU,  0.  R.  162  (1916),  p  249—261.)  Qron- 
waJl  beweist  den  folgenden  Satz.  Es  sei  iO'=e  +  a^g*-{- -  eine  för  |«|<1 
reguläre  analytische  Funktion,  durch  deren  Vermittlung  das  Gebiet  des  Binheits- 
kreises  auf  em  sohhchtes  Gebiet  T  konform  abgebildet  wird     Es  gut 


^^     (1+1*1)"- 


dw 


^(l-|5|)»'  (l  +  |«t)*-'''''-(l-|« 


dz 
JAu<7klop  d.  math  WIhuis«!!.    US  22 


n: 
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Ko^e  insbesondere  den  folgenden  bemerkenswerten  Satz  ab:  Anf  der 
Einheitskugel  seien  Tmendliclrviele,  einander  nicbt  überdeckende  Ge- 
biete 0W,  &^^\  ®^^\  . .  .,  die  alle  auf  0<^)  konform  abgebildet  werden 
können,  gegeben  Es  öei  i^^'  irgendein  Stück  einer  rektifizierbaren 
Kurve  ganz  im  Innern  von  ®^^\  Bezeiclinen  l^\  l^*\  .  die  LäDgen 
seiner  Bilder  in  ®^'^\  @^^\  . . .,  so  ist  die  ßeihe  ^Zj^  konvergent  *^^) 

Der  vorstellende  Satz  läßt  sieh  übrigens  auch  aus  dem  in  der  Nr.  46  d 
besprockenen  HUfssatze  von  JR.  Gonrant  und  P.  Koebe  herleiten 

Ist  2>  =  1,  so  laßt  sieh  das  eingangs  gestellte  Abbildungsproblem, 
dem  der  Charakter  einer  Gfrundaufgabe  zukommt,  dm-ch  Veiniittlung 


Die  G-leiohheitszeichen  gelten  nnr  fOr 
lat  T  konvex,  so  ist 


(1  — e*««)* 


dw 


das 


^r.      ^-,^S.  T^fJTi^l«'!^ 


+  |Ä|e-«' 


Die  Gleichiieitszeichen  gelten  hiei  f(ir 

Weitere  Entwicklungen  finden  sich  bei  G  H.  Qrcnwall,  C.  R  162  (1916),  p  816—818 
Einen  Beweis  der  Beziehungen  (*)  und  ^  hat  kürzlich  K.  Lowner  veröffent- 
licht (Leit>z  Ber.  69  (1917),  p.  89— IOC)  Dort  finden  sich  noch  einige  allgemeinere 
Betrachtungen  Sätze  über  die  konforme  Abbildung  einer  Kreisfläche  auf  ein 
Bchlichtea  in  einer  KreiBfläche  oder  einer  Halbebene  gelegenes  Gebiet,  welche 
verscbiedene  im  vorstehenden  sowie  in  der  Fußnote  162)  genannten  Stltze  als 
besondere  Fälle  enthalten,  hat  neuerdings  G  IHck  angegeben  (Wien  Ber  126 
(1917),  p.  247—268) 

Man  vergleiche  weiter  L  Bieberbach,  Arohiv  d  Math.  u.  Physik  (8)  21  (1912), 
p  1B6— 161  [p.  158];  Math  Ann  77  (1916),  p  158—172  und  S  Landau,  loo  cit 
462),  p  98-108  Weitere  Literatur-  W  F  Osgood,  Annais  of  Math  (2)  14  (1918), 
p.  143 — 162     Man  vergleiche  femer  die  Ausfdhrungen  der  Fußnote  462) 

Es  sei  f{e)  eme  Funktion,  durch  deren  Vermittelung  das  Gebiet  |ä|>1 
auf  ein  schlichtes,  den  unendhch  fernen  Punkt  enthaltendes  Gebiet  abgebildet 

■  r(^)  ■ 


wird.   Für  den  Quotienten     '^       leitet  K  Löwner  genaue  Abschätzungsformoln 

ab  Vgl.  K  Löwner,  Math  Zeitschr.  8  (1919).  Eme  Anwendung  der  Verzerrungs- 
sätze  auf  ein  hydrodynamisches  Problem  findet  sich  bei  Ph.  Frank  und  K  Löwner, 
Math   Zeitschr  8  (1919). 

496)  Die  Summe  der  Quadrate  der  Längen  der  Eandkurven  von  @(^)(ä;=1,2,.  ) 
(sofern  diese  rektifizierbar  sind),  kann  dabei  beliebig  stark  divergieren.  Sind 
@(i}  einfach  zusammenhängend,  so  gilt  der  voisteheude  Satz  natürhoh  ohne  jede 
Emsohränkung  Ygl  P  Koebe,  loc.  cit.  489)  b)  p.  74;  d)  p  52—53  Dort  findet 
sich  p  27 — 29  derselbe  Satz  für  Imeare  Abbildungsf unkti onen  Für  den  im  Text 
betrachteten  ünltätsbeweis  genügt  übrigens  dieser  Spezialfall  des  allgemeinen 
Satzes.  Ygl.  femer  P  Koebe,  Journ  f  Math.  188  (1910),  p  248—249;  W  F 
Osgood,  loo.  cit.  494),  p  166—162. 


48.  Das  itenerende  Verfahren.  323 

eines  eUiptisclien  Integrals  erster  Art  und  einer  Exponentialfunktion 
leicht  anflösen.*^^  Auf  das  von  in  und  L^^  begrenzte,  0^  enthal- 
tende zweifach  zusammenhängende  Gebiet  werde  nun  eine  Abbildung 
dieser  Art  angewandt.  Wir  wollen  sie  dadurch  zu  einer  TÖllig  be- 
stimmten machen,  daß  wir  festsetzen,  drei  bestimmte  Punkte  in  Q^ 
behalten  ihre  Lage.  Das  Gebiet  (P^  möge  hierdurch  m  em  Gebiet  0^ 
tibergehen  Seme  Randlinien  heißen  L^i,  igi;  .  .  .;  L^^,  L^^.  Von 
diesen  smd  L^^  und  L^^^  linear,  die  übrigen  Kurvenpaare  analytisch 
aufemander  bezogen.  Man  löst  jetzt  die  Gruudaufgabe  unter  Bevor- 
zugung des  Kurvenpaares  ijj,  L^^  auf  und  gewinnt  das  Gebiet  ^Pj- 
iji,  I/gi;  .  .  .;  ig^,  ig'p  Das  Verfahren  wird  unter  jedesmahger  Be- 
vorzugung eines  anderen  Kurvenpaares  ins  Unendliche  fortgesetzt*^') 
Das  Gebiet  C&„  konvergiert  gegen  em  Gebiet  T,  das  die  Aufgabe  löst 
Der  Beweis  stützt  sich  wesentlich  auf  den  Verzerrungssatz.  Man  findet, 
daß  das  iterierende  Verfahren  wie  eine  geometrische  Reihe  konvergiert.*^^) 
Das  soeben  betrachtete  Abbildungsproblem  gestattet  noch  eine 
andere  Behandlung  Dm-ch  passendes  Zusammenheften  unendlich 
vieler  Exemplare  der  Fläche  &  wird  em  schhchtai-tiges  unendlichviel- 
fach zusammenhangendes  Gebiet  %  gebildet.  Den  Ergebnissen  der 
Nr.  41  zufolge  laßt  sich  dieses  auf  em  schlichtes  Gebiet  W  konform 
abbilden  Dem  Übergang  von  ®  zu  einem  anderen  Exemplare  0j  m 
%  entsprechen  gewisse,  eine  Gruppe  bildende  Abbildungen  von  W  auf 
sich  selbst.  Durch  eine  dem  vorstehend  skizzierten  ünitätsbeweise 
analoge  Überlegung  wird  gezeigt,  daß  die  Abbildungen  der  Gruppe 
durch  lineare  Substitutionen  vermittelt  werden 


Vgl   P  Eoeie,  loo   oit  489)  d)  p  61 

497)  Auf  i^^,  l;^  folgt  i,+i,i,  j:;+i.i 

498)  Vgl.  P  Eoebe,  loo  oit  489)  c)  p.  189  Dort  finden  eich  aucli  Anwendxm- 
gen  des  itenerenden  Verfahrens  auf  einige  weitere  durcli  dieUnifonmsiemngstheorie 
algebraischer  Funktionen  dargebotene  Probleme  der  konformen  Abbildung  Das 
folgende  Problem  sei  hervorgehoben.  Es  sei  em  ^^-fach  zusammenhängendes 
Gebiet  T  der  Klasse  ö  m  (£  gegeben  Auf  jeder  Randkomponente  von  T  wird 
eine  endliohe  Anzahl  Punkte  Aj  willkürlich  markiert.  Jedem  Punkte  A.  ist 
eine  ganze  Zahl  qj'^2  zugeordnet,  sie  kann  auch  <x>  gesetzt  werden  Es  wird 
eme  Abbildung  von  T  auf  ein  jp-fach  zusammenhängendes  Gebiet  T'  in  ©  ge- 
Bucbt,  die  folgende  Eigenschaften  hat  Jede  Komponente  von  T'  ist  em  Ereis- 
bogenpolygon  mit  OrthogonaUnreiB ,  der  in  Ausnahmefiillen  punktförmig  oder 
imaginär  werden  kann     Die  Punkte  A.  sollen  in  die  Eckpunkte  A',  des  Polygons 

übergehen     Der  in  A'j  eingeschlossene  Winkel  loll  gleich  —  sein     Bemerkens- 

ff/ 
wert  hierbei  ist  das  Auftreten  unendlich  vieler  Grenzkreise  bei  Ausübung  des 
SpiegelungsprozesseSjWie  bei  noch  allgemeineren  £7etnschenFxmdamentaltheoremen 
(TgL  B.  Fncke,  IIB  4) 

22* 
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Damit  ist  der  Satz  bewiesen*'^) 

J?.  Courant^^^)  bedient  sich  in  seiner  späteren  Behandlung  des 
Problems  zur  Abbildung  der  Fläche  %  auf  ein  achlichtes  Gebiet 
der  Funktion  Z  =  ü  -\-  tV,  unter  U  das  in  der  Nr.  42  be- 
trachtete Strömungspotöntiul  verstanden. ^**^)  Die  soeben  besprochene 
charakteristische  Eigenschaft  der  Abbildung  wird  aus  der  Tut- 
sache  getolgerb,  daß  es,  bis  auf  einen  koustanton  Summanden,  nur 
eine  in  %,  mit  Ausnahme   des  Punktes  Zq,  reguläre,  sich  in  e^  wie 

[-'^(e  —  .^o)  verhaltende  eindeutige  aurilytiache  Funktion /■=/'j 

+ '^Ta  9^^^>  "woJiii   überdies  vorlangt  wird,  daß  Dz-K'-u(fi)  oino  bo- 
stitnrate  Bedeutung  hat. 

44.  Konforme  Abbildiug  eines  ^-facb.  zusammenhängoudon 
Gebietes  in  (B  auf  eia  VollixeiBgobiet.  Eine  wichtige  Anwendung 
der  in  dw  Nr.  43  bo-sprochenen  Methoden  bildet  der  zuerst  von 
P  Koehe  geführte  Beweis  ftir  die  Moghchkeit,  ein  gegebenes  j)-fach 
(2;  ^  2)  zusammenhüngetidcs  scliliphtuitiges  Gebiet  auf  ein  von  p  VoU- 
kreisen  bogren/tes  Gebiet  in  (£  konform  abzubilden ''"''j  Den  Erg«'h- 
nissen  der  Nr.  40  und  41  üufolgo  bildet  es  keine  Einschrilukuiig  der 
Allgemeinheit,  diis  gegebene  Gebiet  achlicht  und  von  der  KlasMo  D 
vorauszusetzen.''"^)  Bio  Aufgabe  läßt,  wenn  von  omor  lineurt'n  Sub- 
stitution abgesehen  wird,  nicht  mehr  als  eine  Lcisinig  zu  (Nr,  27) 
Der  Fall  p=  2  ist  in  der  Nr.  27  besprochen  wordoii.    Der  bosonderrt 

iü'J)  Soincu  BewciH  hat  Koehe  znm  erstou  Miilo  in  dox  SÜKitiijjf  der  Ufitt 
Math.  Gea  am  26  S.  lOOBlLkiiunt  gfl({obün.  S.  dio  Bor  der  Duiitechcn  Mtitli.-Ver.  17 
(1U08),  Auban{{,  p  50.  AuufiUirliche  Dnrfltelluiiguii  vgl.  P.  Koehe,  !(»•.  cit.  4Hl>) 
b)  p  71—74;  loc.  cit  480)  d)  p  42--Ü0  (a  a  U.  Lp.  tlü--ür>]  Aunfuhunif^cu  (ih.'r 
den  ZuBaniinonbang  dou  itcriorcndeu  Vcifahrens  mit  di>r  Mfthodo  dnr  ülu'i- 
lagerungsfUlcho)  5  oino  kürzere  DarloguDi,' a.  Journ.  f.  Math.  13S  (lUlO),  p  240—24'.» 
Man  vergleiche  fumor  dio  lu  den  Kuizulheiton  abwoiclienden  Dtiiuboitungon  bei 
lt.  Fricle  und  F.  A7cm,  Autoinoipho  Funktionen,  *2,  dritte  LicI'unniK,  p  49r» 
liö  562  und  W.F  Osgood,  loc.  cit  494)  howiü  diu  Aubführinigon  bei  L.  ßicbti- 
lach,  Arch.  d.  Math   u  Phya  (3)  21  (1012),  p.  Ißö— 161  [p   inö— ICO]. 

öOO)  li.  Courant,  Inaugural-DiBaertation,  (uittingon  lUlO,  \t  1—41  [p  ;ii  - 
41],  Math.  Ann.  71  (1^12),  p.  145—183  [p   174— 18ÜJ 

ßOl)  Der  Punkt  ß^  (Nr.  42)  wird  außerhalb  der  Rückkehrflchuittc  auf  W  au- 
gonommon 

502)  Jeder  einzelne  Kreia  kann  sieh  iinf  einen  Punkt  (darunter  den  unend- 
lich fernen  Punkt)  reduzieren. 

60.*))  Jodo  oiu7.elue  Randkouipouente  dos  gegehenou  Gcbiclcd  kann  sich  auf 
ulnon  Punkt  reduzieion  AugouBchomlich  kann  man  indoHaen  piinktiOrmigo  Stüokr^ 
der  Degrenzang  außer  Betracht  lassen 
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Fall  eines  in  beznig  auf  die  Achse  des  Reellen  symmetrischen  Gebietes, 
dessen  Randkomponenten  sämtlich  Punkte  auf  der  Achse  des  Reellen 
haben,  ist  von  Koebe  im  Jahre  1907  noch  yor  dem  Beweise  des 
PoincarS-Koebeschen  AbbildungssHtzes  erledigt  worden^"*)  Jedes  drei- 
fach zusammenhangende  schlichte  Gebiet  der  Klasse  D  läßt  sich  auf 
eine  Ton  drei  Stücken  der  Achse  des  Reellen  begrenzte  Ebene  kon- 
form abbilden.  Damit  ist  dieser  Fdll  auf  den  vorerwähnten  zurückge- 
führt^''*"). Den  aUgeraeinen  Fall  i?  ^  3  erledigt  Koebe  einmal  unter 
Benutzung  einer  Überlagerungsfläche,  das  andere  Mal  durch  iterieren- 
des  Verfahren  Es  möge  der  Einfacliheit  halber  das  in  der  Ebene  3 
gegebene  Gebiet  T  den  unendlich  fernen  Punkt  enthulten  Ist  etwa 
0  das  gesuchte  von  p  Kreisen  begrenzte  Gebiet  m  der  Ebene  Z,  so 
kann  der  Variabihtatsbereich  von  Z  durch  fortgesetzte  Spiegelung 
über  die  ganze  Ebene,  mit  Ausnahme  einer  gewissen  Menge  von 
Punkten,  ausgedehnt  werden.  Der  Veränderlichen  z  wird  dabei  ein 
vollkommen  bestimmtes  schiichtaitij^es  Gebiet  X  zugewiesen,  das  aus 
unendlichvielen  kongruenten  Exemplaren  von  T  besteht,  die  paarweise 
längs  einer  Randkomponente  zusammengeheftet  sind  und  dort  also 
eine  geschlossene  Faltungslinie  bilden.^"*)  Den  Betrachtungen  der 
Nr  4:1  gemäß  läßt  sich  %  auf  ein  schlichtes  Gebiet  11  konform  ab- 
bilden. Dem  Gebiete  T  entspricht  diibei,  wie  unter  Zuhilfenahme  des 
Verzerrungssatzes  durch  Betrachtungen,  die  den  in  der  Nr.  43  ange- 
deuteten analog  sind,  gezeigt  wiid,  ein  von  VoUkreisen  "begrenztes 
Gebiet. 

JR  Cowrant  bildet  zunächst  T  auf  ein  von  p  der  Achse  des  Reellen 
parallelen  Sti-ecken  begrenztes  Gebiet  ab  und  gewinnt  durch  Zusammen- 

604)  Jaliresb  d  Deutsch  Math  Ver  16  (1907),  p  116-130  Die  Aufgabe 
wird  auf  die  Abbildung  eines  m  bezug  auf  die  Achse  des  Reellen  symmetrischen, 
aus  unendlichvielen  aneinander  gehefteten  Halbebenon  be-tehenden  einfach  zu- 
aammenhilngenden  Gebietes  auf  eine  Halbebene  zurückgeführt  Für  die  wie  in 
der  Nr  ^Ob  zu  bildende  ffrecwacbe  Funktion  wird  eine  Majorante  angegeben. 
(Vgl.  die  Fußnote  461)) 

004")  Vgl.  loo  cit.  504),  p.  120  In  der  m  der  Fußnote  582)  an  fflnffcer 
Stelle  zitierten  neuesten  Arbeit  beweist  Koebe  auf  einem  anderen  Wege,  daß 
jedes  dreifach  zusammenhängende  Gebiet  T  m  (5  ohne  punktförmige  Randkom- 
ponenten durch  drei  analytische  und  in  T  reguläre  Querschnitte  in  zwei  zu  em- 
ander  im  analytischen  Smne  m  be^ug  auf  diese  Querschnitte  symmetrische  ein- 
fach zusammenhängenhe  Teile  zerlegt  werden  kann.  Vgl.  den  Schluß  des  §  5. 
Dieser  Satz  ist  von  dem  im  Text  zuletzt  betrachteten  Satz  nicht  wesentlich  ver- 
Bohieden. 

506)  "Wie  Koele  loc  cit  489)  f)  p.  B42— 848  bemerkt,  kann  man  das  Ge- 
biet £  statt  dessen  über  die  beiden  in  geeigneter  Reihenfolge  imendhoh  oft  durch- 
laufenen Seiten  der  Ebene  e  ausbreiten 
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heften  eine  von  B'altungslinien  freie  Übcrlngerungsflüalio."")  Dio  wei- 
teren Eutwioklmigen  sind  den  am  Schluß  der  Nr  43  besprodunion 
Betrachtungen  ähnlicli. 

Es  seien  ^l\  .,  5J-)  die  Eandkomponentou  von  T=  7''^  und 
es  sei  T^^^  daa  von  S^^^  begrenzte  unüiidlicho  Üebiot.  Dfts  „it«'ne- 
rende  Verfahren^'  vou  Koebe  läßt  sich  kurz  ao  büschieibüii.  M«n  hiltl<'t 
!?Y^  auf  ein  von  einem  Kreise  begrenztes  unondliclies  GeJ)it»t  «lenirt 
ab,  daß  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  die  Entwicklung 


Z 


+  >(}) 


gilt  Dabei  geht  T-=  T^^)  m  ein  aebiot  T^^\  ilaa  von  /SV'>,  .. ., 'V** 
begrenzt  ist,  über  Das  Gebiet  T^^^  wird  sodann,  unter  Huvor/iU^'un^ 
der  Randkomponente  S^p,  wie  vorhin  T^^\  buhandelt  Dos  Vorfjihrt'n 
•wird  ms 'Unendliche  fortgesetzt  und  liefert  in  der  Grunzo  dun  ^^•' 
suchte  Vollkreisgebiet. ""^ 

Wie  Eoehe  bemerk!^  ist  das  vorliegende  Problom  dont  m  der 
Nr.  43  betrachteten  nahe  verwandt.  Spiegelt  man  iiiimlich  7'*"  un 
^i'^\  so  gewinnt  man,  wenn,  wie  vorausgesetzt  worden  noll,  T  cIim 
Klasse  C  angehört,  ein  2(p  —  l)-fjich  zusammunhiingendi'fi  («rbiff  nut 
aoialytischer  Ränderzuordnung,  das  auf  ein  Gtebi<«t  mit  liucauu"  UUndt-r- 
zuordnung  abgebildet  werden  soU.'*''^) 

In  den  Untersuchungen  von  P.  Koebe  und  It  Courant  int  außk 
der  folgende  ^oe&esclie  Satz  enthalten.  Läßt  ein  p-fach  zuHaianien- 
hängendes  Gebiet  der  Klasse  (7  in  (5  eiue  unendliche  Folge  analytischor 
Spiegelungen  zu,  die  Spiegelungen  eines  von  Kreisen  begrenzten  OobiotoH 
im  Sinne  der  Analysis  Situs  äquivalent  sind,  so  ist  das  l)utra«ht<'t« 
Gebiet  ein  VoUkreisgebiet.  Ein  analoger  Satz  gilt  für  i?;)-fuch  zu 
sammenhängende  Gebiete  in  ®  mit  analytischer  Zuordnung  v(»n  Haml- 
linienpaaren  ^°^) 

In  dieselbe  Gruppe  von  Sätzen  gehört  auch  der  folgende  Satz.  Läßt 
sich  ein  Jordanadhev  Bereich  T  +  5'  auf  den  zugehoiigen  AußoubtTcich 
T'-{-  S  derart  stetig  und  in  T  konform,  unter  Ümlegung  der  Winkel, 
abbilden,  daß  alle  Punkte  auf  S  in  sich  seibat  übergehen,  ho  ist  T 
ein  Ki-eisgebiet,  die  Abbildung  ist  eine  Transformation  durch  reziproke 
Radien.    Gilt  die  betrachtete  Beziehung  nur  für  eine  gewisse  (lu'ider 

606)  B  Courant,  hiaugnxal-DisHertation,  GöttinROu  1010,  p  4i~44.  Math 
Ann.  71  (1912),  p  145—188. 

507)  P  Koehe,  Joum   f  Math   138  C1910),  p  250—252 

508)  P.  Koebe,  loo  cit.  507)  p  250—251. 
609)  P  Koebe,  loo   cit.  507),  p.  262—268 
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jseitige)  Umgebung  von  8,  so  ist  T  ein  Gebiet  der  Klasse  C,  die  Ab- 
bildung eine  SchwansBohe  Spiegelung  an  Ä"°) 

Als  Desideratum  stellt  Koebe  die  Abbildung  eines  behebigen  un- 
endlicbyielfacli  zusammenhängenden  Gebietes  ©  m  @  auf  ein  von  lauter 
Kreisen  begrenztes  Gebiet  auf.''^*)  Ist  0  insbesondere  ein  von  unend- 
lichvielen  in  bezug  auf  die  Achse  des  Reellen  symmetrischen  Kur- 
ven ^^*),  die  sämtlich  reelle  Punkte  haben,  begrenztes  Gebiet,  so  läßt 
sich  em  Beweis  für  die  Möglichkeit  der  gewünschten  Abbildung  nach 
Angaben  von  Köebe  durch  die  in  der  Nr.  4:0  b  Fußnote  461)  angedeu- 
teten Betrachtungen  gewinnen-''^*)  Eine  Abbildung  der  vorgenannten 
Art  existiert  femer,  wie  neuerdings  bewiesen  worden  ist,  wenn  die  ein- 
zelnen Komponenten  der  Begrenzung  nur  eine  Häufiingskomponente 
und  zwar  einen  Häufungspunkt  haben  und  wenn  überdies  gewisse 
metrische  Bedingungen  erfüllt  sinjd.^") 

46.  VariationametliodenL.  a)  Allgemeines  Es  sei  T  ein  beschränk- 
tes, einfach  zusammenhängendes  Gebiet  in  (S  und  u  diejenige  m  T 
und  auf  8  stetige,  in  T  reguläre  Potentialfunktion,  die  auf  8  gleich 
einer  vorgegebenen  stetigen  Funktion  f(x,  y)  ist  Ist  das  „Dirichlet- 
sohe  Integral" 

T 

vorhanden,  so  ist  Dt(u)  <  Diiu),  unter  m  irgendeine  von  u  verschie- 
dene, in  T  und  auf  8  stetige  Funktion  verstanden,  die  m  T  abtei- 
lungsweise  stetige  partielle   Ableitungen  erster  Ordnung  hat*^),  auf 

510)  P   Koebe,  Joum    f  Math.  145  (1916),  p  177—228  [p   219—221] 

611)  P  Koebe,  loc  cit  489)  h)  p  80.  Jeder  einzelne  Ereis  kann  eich  ini- 
besondeie  anf  einen  Funkt  reduzieren. 

512)  Der  IQasse  JD,  sofern  die  betrachtete  Komponente  der  Berandnng  keine 
HiLufongskomponente  iet 

618)  Vgl  A  Fischer,  Über  die  konforme  Abbildung  symmetrischer  nnend- 
lichvielfach  zusammenhängender  aohlichtez  Bereiche,  Inauguxal-Dissertation,  Jena 
1915,  p   1—33 

514)  Vgl  K  Qeotgz,  Über  die  konforme  Abbildung  gewisser  nicht  symme- 
tnecher  unendlichvielfaoh  zusammenhängender  schlichter  Bereiche  auf  Elreisbe- 
reiche,  Inatigural-Dissertation,  Jena  1915,  p  1 — 44.  _ 

515)  Allgemeiner  könnte  man  voraussetzen,  daß  [w-r]  ,  (^)  ^^  T  im  Le- 
besgueBoiieD.    Sinne    integnerbai    sind,    während    die   unbestimmten   Integrale 

j  -r-dx,  I  «— (iy,  höchstens  mit  Ausnahme  gewisser  Nullmengen  von  Ge- 
raden 2/  =«  j/*,  x=^  X*,  existiereü  und  gleich  u  -}-  Const.  sind  Vgl.  B  Levi,  loc. 
cit   529)  a)  [p.  801— 8Q8];  G   Fübint,  loc   cit.  532)  a)  [p.  65] 
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8  mit  f{x,  y)  übereinstmiint  und  Überdies  so  beschaffen  ist,  daß  Z)r(«) 
existiert  (Nr.  34). 

Die  Funktion  u  ist  somit  die  Lösung  eines  bestimmten  Varia- 
tionsproblems Auch  bei  manchen  anderen  Randwertproblemen  ist  die 
Lösung  zugleich  Lösung  eiuer  gewissen  Aufgabe  der  Variationsrech- 
nung. Auch  wenn  vorgeschriebene  TJnstetigkeiten  vorliegen,  läßt  sich 
nicht  selten  aus  der  Lösung  der  Randwertaufgabe  diejenige  eines  Va- 
riationsproblems  ableiten 

Bekanntlich  glaubte  B.  Biemann  nach  dem  Vorgange  von 
G  F.  Gauß,  W  Thomson  und  P.  G.  L^eune-Dmcfdet  aus  dem  Vorhanden- 
sem  einer  unteren  Grenze  des  Litegrals  Dt{u)  unmittelbar  auf  die 
Existenz  der  Potentialfunktion  u  schheßen  zu  können  (11 A  7  b  Nr.  23 
bis  26)  Nachdem  K.  Weierskaß  nachdrücklich  darauf  hingewiesen 
hat,  daß  diese  meist  mit  dem  Namen  „Z)iricÄ?efeches  Prinzip"  bezeich- 
nete Schluß  weise  nicht  als  beweiskraftig  angesehen  werden  kann*") 
hielt  man  es  lange  Zeit  för  unmöglich,  aus  den  Variationsbeziehungen 
fdr  die  Existenz  der  Lösung  bindende  Schlüsse  zu  ziehen.  Erst 
D.  Hilhert  war  es  am  Anfang  dieses  Jahrhunderts  gelungen,  auf  die 
Mimmalbeziehungen  einen  strengen  Existenzbeweis  der  Lösung  zu 
gründen.  An  die  Arbeiten  von  Hubert  schheßt  eine  lajige  Reihe  von 
Arbeiten  anderer  Mathematiker  an;  heute  gehören  Variationsmethoden 
zu  den  einfachsten  und  weittragendsten  Hilfsmitteln  der  Analysis 

Der  Grundgedanke  der  Vanationsmethoden  läßt  sich  am  einfach- 
sten an  Hand  des  eingangs  betrachteten  Beispiels  eiläutern  Für  aUe 
tJ  ist  1)t{ü)  >  0  Die  Werte  I>t{ü)  haben  also  eine  endliche  untere 
Grenze  d.  Aus  der  Gesamtheit  (ß)  der  Funktionen  ü  wird  eine  Folge 
Mi,Mg,...  ausgesondert,  so  daß  (1)  Bri^ü^j'^d,  (2)  hm  Z>r(Mj  =  rf 
ist.  Jede  Folge  «„  dieser  Art  wird  eine  „MinimaJfölge"  genannt 
N"unmehr  wird  meist  durch  geeignete  Operationen,  unter  wesentlicher 
Benutzung  der  Beziehungen  (1)  und  (2)  eine  neue  Minimalfolgfc 
M„(»  =  1,  2, . .  )  abgeleitet,  die  m  T,  oder  in  T  und  auf  S  gegen 
eine  Punktion  w  gleichmäßig  konvergiert.  Von  dieser  Punktion  wird 
bewiesen,  daß  sie  der  Beziehung  I)t{u)  =  d  genügt,  somit  das  Va- 
riationsproblem auflöst.  In  T  verhält  sich  die  Funktion  u  nebst  ihren 
partieUen  Ableitungen  der  beiden  ersten  Ordnungen  stetig  und  ge- 
nügt der  Diffei-entialgleichung  Aw  =  0  Sie  erfüllt,  zumindest  wenn 
T  gewissen  einschränkenden  Bedingungen  genügt,  die  Randbedingung, 

Ö16)  Vgl.  H  Burkhardt  und  W  F.  Meyer,  HA  7 b  die  Fußnote  157).  Einfache 
Beispiele,  welche  die  Unzulissigljeit  des  „DtrwÄZßfschen  Pi-inzipa'*  beleuchten  gibt 
/.  Hadamard,  Le9onB,  p.  9-11  an    Vgl.  auch  ff.  Fubmt,  loc   cit.  582)  a)  p  68 
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ist  also  die  Lösung  der  Randwertaufgabe  Mitunter  wird  nicht  u(x,y\ 
sondern  ein  Doppelintegral  über  u{x,y)  als  Grenze  einer  gleiclim'äßig 
konvergierenden  Funktionenfolge  abgeleitet  Die  Lösung  ergibt  sich 
zuletzt  etwa  durch  wiederholte  Differentiation. 

Li  analoger  Weise  läßt  sich  eine  Reihe  anderer  sehr  allgemeiner  Rand- 
wertaufgaben der  Potentialtheorie  behandeln.  Je  nach  den  besonderen 
Rand-  oder  UnstetigkiäitsbedingTingen*^'')  wird  das  zugeordnete  Va- 
riationsproblem  und  die  Funktionenklasse  (iß)  verschieden  ausfallen 

Es  wird  auch  heute  noch  manchmal  behauptet,  durch  die  jetzt 
zu  besprechenden  Arbeiten  sei  das  „DzricÄZefeche  Prmzip"  gerettet 
worden.  Dies  ist  natürhch  nicht  der  FaU;  der  TTeiersjIm/Sache  Ein- 
wand besteht  nach  wie  voi  zu  recht.  Es  erschemt  darum  nicht  richtig, 
die  vorhegenden  Verfahren  unter  dem  Namen  „Methoden  des  Birichleb- 
sehen  Prinzips"  zusammenzufassen.  Das  Kennzeichnende  der  betrach- 
teten Methoden  ist  ledighch  die  Benutzung  einer  geeigneten  Minimal- 
folge als  Operationsbasis  und  ein  möglichst  weitgehender  Gebrauch 
der  Beziehungen  (1)  und  (2)  bei  der  Efeweisfuhrung. 

Der  soeben  skizzierte  Gedankengang  laßt  sich  im  emzelnen  m 
verschiedener  Weise  duichftlhren.  Im  allgememen  stellt  das  Vorhan- 
densein einer  Randbedingung  eine  Erschwerung  dar  Wie  schon 
F.  Frym  und  später  J  Hadamard  bemerkt  haben,  hat  das  Dtric7detäch.e 
Integral  Driu),  unter  u  die  Lösung  des  Randwertproblems  verstanden, 
nicht  immer  einen  Sinn'*^*)  Die  Randfunktion  f(sc,y)  muß  demnach, 
damit  i)j>(M)  existiere,  gewissen  über  die  bloße  Stetigkeit  hinausgehen- 
den Binsekränkungen  genügen'*^^)  (Nr.  34r)  Wie  wir  femer  bereits 
gesehen  haben,  hat  bei  beschränkten,  mehrfach  zusammenhangenden 
Gebieten  das  erste  Randwertproblem  nicht  notwendig  eine  Lösung 
(Nr  4:6  c)  So  hat  die  Aufgabe,  eine  in  dem  Gebiete  0<a;^+i/*<l 
reguläre  Potentialfunktion  zu  bestimmen,  die  auf  dem  Einheitskreise 
gleich  1,  für  a;  =  y  «=  0  gleich  0  wäre,  keine  Lösung  ^'°)  Auch  nach 
dieser  Richtung  hin  sind  also  Einschränkungen  nötig  "^)  EndJich 
bedarf  der  Nachweis,  daß  die  Grenzfonktion  w  den  Randbedingungen 
gentigt,  in  der  Regel  einer  besonderen  Untersuchung  Im  Interesse 
der  Einheithchkeit  erscheint  es  wünschenswert,  auch  diesen  Teil  der 

517)  Bei  uaeudlicbvielblättrigen  Gebieten  können  Eandbedingungen  (wie 
Vdi  geschlossenen  Biemamm&ch.ea  Flächen)  auch  ganz  fehlen. 

518)  Vgl.  loc   cit.  151)  und  152) 

519)  Vgl.  p  226  sowie  loc.  cit   153) 

620)  Vgl   8  Zareniba,  loc,  cit.  543)  c)  p.  199—200 
521)  Vgl  H  Lebague,  loc   cit  535)  a)  (vgl.  45  o) 
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Betrachtung  mogliclist  "oiiter   alleiniger  Benutznug  der  Bezielitmgen 
(1)  und  (2)  zu  führen. 

Vom  Standpunkte  der  Methodik  wird  man  natm gemäß  danach 
streben,  die  Betrachtung  in  allen  Einzelheiten  auf  den  Boden  der  Va- 
riationsgedanken zu  stellen.  Man  wird  insbesondere  versuchen,  von 
der  Benutzung  bekannter  Lösungen  des  ersten  Randwertproblems  für 
spezielle  Gebiete  abzusehen.  Die  so  weit  gehende  methodische  Reiu- 
lieit  darf  aUerdinga,  wenn  das  Ergebnis  befriedigen  soll,  nicht  auf 
Kosten  der  Einfachheit  und  tJbersichthchkeit  erkauft  sein  Die  Lö- 
sung w  wird  man  als  Grenze  einer  in  T  oder  noch  besser  in  T  +  jS^ 
gleichmäßig  konvergierenden  Minimalfolge  zu  bestimmen  suchen  Dem- 
gegenüber dürfte  ein  "Übergang  über  die  IntegtalQjüdxdy  mit  nach- 
träglicher Differentiation  als  ein  Umweg  erscheinen. 

Was  die  Existenz  einer  Folge  w„  betrifft,  so  bedarf  diese,  wenn 
man  sich  auf  das  ZermeloBchß  Auswahlpnnzip  stutzt,  keines  Beweises 
Li  manchen  Fällen  gelmgt  es  übrigens,  eine  Folge  ü^  zu  bilden,  ohne 
den  Gedankenkreis  der  Minimalbetrachtungen  zu  verlassen.^^*) 

b)  Die  ersten  Arbeiten  von  D  Silbert.  Die  Grundgedanken  seiner 
Methode  hat  Silbert  zuerst  m  emem  auf  einer  Jahresversammlung  der 
Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  gehaltenen  Vortrage  an  dem 
Beispiele  der  geodätischen  Linie  und  des  ersten  BÄiidw^ertproblems 
für  ein  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  der  Klasse  J5  in  ®  skiz- 
ziert ^^^)    Betrachten  wir  kurz  das  an  zweiter  Stelle  genannte  Beispiel. 

Von  der  Randfonktion  wird  vorausgesetzt,  daß  sie  stetig  ist  und 
stetige  Ableitungen  der  beiden  ersten  Ordnungen  hat  Es  gibt  dann 
eine  Folge  m„  («  =  1,  2, . . .)  m  T  und  auf  S  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  stetiger,  in  T  abteilungs weise  analytischer 
Funktionen,  so  daß  lim  Dt{ü„)  =  d  ist     Nach  Hubert  wird  von  t* 

n=oo  ** 

zu  einer  anderen  Minimalfolge  1^  (w  =  1,  2, . . .)  übergegangen  derart, 
daß  die  Funktionen  \  sich  in  T  und  auf  S  wie  w„  verhalten,  wali- 
rend  füi  aUe  w . . .  (1)  |  D^%  \  <  M^  (M^  konstant),  darum  auch  (2) 
I  M„  I  <  Jfj  (M^  konstant)  gilt. 

Nunmehr  wird  aus  1„  unter  Zuhilfenahme  des  bekannten  Dia- 
gonalverfahrens  eine  Teilfolge  w„(m  =  1,  2, . . .)  ausgesondert,  die  in 
allen  Punkten  in  T  mit  rationalen  Koordinaten  konvergiert.    Aus  (1) 


I  .  '  622)  Vgl    weiter  unten  die  Betrachtungen  von  JB   Gourmt,  F  Koebe  und 

!  ll  1  ,  W  Bite 

I,  '  ]  528)  Jabresb.  d  Deutsch  Math,  Ver.  8  (1900),  p.  184ff.,  abgedruckt  in  dem 

'    ;  '  ;  Joum.  f  Math.  129  (1905),  p.  68—67 
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ergibt  sicli  nacli  einem  auf  ÄscoU  zurückgehenden  Konvergenzsatze, 
daß  die  Folge  m„  in  T  und  auf  8  gleiclunäßig  konvergiert.^*^)  Die 
G-renzfunktion  u  ist  die  Lösung  der  Randwertaufgabe. 

Eine  ,an  em  anderes  Beispiel  anknüpfende  ausfäkrliche  Darlegung 
seines  Yerfahrens  hat  Eühert  in  der  Festschrift  zur  Feier  des  löOjäh- 
rigen  Bestehens  der  Kgl.  Ges  d.  Wiss.  zu  Gröttmgen  im  Jalire  1901 
gegeben.*^) 

Es  sei  ?ft  eine  geschlossene  iJiemaMMSche  Fläche,  ®  ein  aus  Strecken, 
die  teils  der  x-,  teils  der  y- Achse  parallel  sind,  bestehendes  Polygon, 
das  SR  nicht  zerstückelt  und  durch  keinen  Verzweigungspunkt  hin- 
durchgeht. Das  Q-ebiet,  das  entsteht,  •wenn  man  SR  längs  ®  zerschnei- 
det, heiße  SR*.  Gesucht  wird  diejenige  in  SR*  und  auf  dem  (doppelt 
zu  zählenden  Linienzuge  ®)  reguläre  Potentialfunktion,  die  beim  Über- 
gang durch  6  einen  Sprung  gleich  1  erleidet.  Die  Menge  (ü)  be- 
steht hier  aus  der  Gesamtheit  der  m  SR*  +  S  stetigen,  abteilungsweise 
analytischen  Funktionen  ü^  die  beim  Übergang  durch  ®  emen  Sprung 
gleich  1  erleiden.  Die  Funktionen  ü^  werden  nötigenfalls  durch  Hinzu- 
fügung geeigneter  Konstanten  so  normiert,  daß  (3)  jü^ßx  =  0  wird, 

unter  E  eine  feste,  zu  dei  ic-Achse  parallele  Strecke  verstanden 

Es  sei  (X)  die  Gesamtheit  aUer  ein  schlichtes,  beschränktes  Ge- 
biet in  SR*  begrenzenden  Rechtecke,  deren  Ecken  rationale  Koordi- 
naten haben  und  deren  Seiten  den  Koordinatenachsen  parallel  sind. 
Diese  Menge  ist  abzählbar;  sie  kann  also  zu  einer  Folge  X^^  Xjg,... 
gflordnet  werden.  Die  Flächen  dieser  Rechtecke  heißen  A.^,  A^, .  .  . 
Nun  zeigt  Hubert,  daß  für  alle  n 

(4)  \^ü^ßxdy\  <M^  {M^  konstant) 

ist.  Unter  Zuhilfenahme  des  vorhin  erwähnten  O  CantorBchen.  Dia- 
gonalverfahrens kann  man  darum  aus  m„  eine  Teilfolge  ^,  aussondern, 
so  daß  für  alle  Ic  der  Grenzwert 

(5)  lim  Jundxdy 

624)  Der  fiaghclie  Satz  lautet  etwa  so  Es  Bei  T,  ein  bescbxSinktes  Gebiet 
der  Klasse  B  in  (£  und  «„  (n  =»  1, 2, . .  )  eine  Folge  von  Funktionen,  die  in 
Tq  -|-  Sq  nebst  ibien  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind  Für  alle 
jj  sei  femer  |JDit;„|  <  J.  {A  konstant).  Ist  nun  die  Folgß  v„  in  jedem  Punkte 
einer  in  T^  +  S^  überall  dichten  Menge  konvergent,  so  konvergiert  sie  in  ^^  und 
auf  Äj  überall  und  zwar  gleiohmsißig  Siehe  D  Hilbert,  loc.  oit.  626)  p.  165—166 
Man  vergleiche  hierzu  Äscoh,  Memorie  della  K  Acc.  dei  Lincei  18  (1883),  p  621— 
5R6  sowie  Ärzdä,  Memone  delle  R  Acc  dell'  Ist  di  Bologna  (5)  5  (1898),  p.  226—248. 

526)  Abgedruckt  in  den  Math  Ann  69  (1906),  p.  161—186  Man  vergleiche 
hierzu  das  Referat  II A  8  a  von  JS  Zermdo  und  H.  Hahn,  Nr.  6. 
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existiert.  Es  sei  L  irgendein  Rechteck  der  Menge  {L)  und  es  sei 
(a,  &)  einer  seiner  Ectpnakte.  Das  von  L  "begrenzte  beschränkte  Ge- 
biet hejße  A.  Wie  sich  zeigen  läßt,  hegt  der  absolute  Betrag  des 
Integrals  funds,  erstreckt  über  irgendeine  der  x-  oder  der  y-Achse 
parallele  Strecke  in  L,  für  alle  «  unterhalb  einer  endlichen  Schranke 
A.US  dem  J^coZischen  Konvergenzsatze  wiid  darum  geschlossen,  daß 
die  Folge 

(6)  \*  =^ff%Jxdy  (n  =  1,  2,     ) 

a  T> 

im  Innern  und  auf  dem  Rande  von  A  gleichmäßig  konvergiert  Ist 
^7)  u*  B=  lim  u*,  00  ist,  wie  zuletzt  gezeigt  wird, 

Tisea 

die  Lösung  des  Problems.  Eme  wesentliche  RoUe  spielt  bei  der  Ab- 
leitung dieses  Schlußergebnisses  der  Satz:  Ist  g  irgendeine  in  A  und 
auf  L  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetige,  ab- 
teüungB weise  analytische,  auf  L  verschwmdende  Funktion,  so  ist 


(9) 


^/{H'-Ä+Ilw)''"^-^!''  (f'"«)="- 


Diese   Gleichung   entspiieht   der   Forderung   des   Verschwindens   dei 
ersten  Variation^**') 

An  die  Hübertsohe  zweite  Abhandlung  schließt  sich  eine  be- 
trächtlich später  entstandene  Arbeit  von  W.  BiU  an.^*^  Sei  T  ein 
einfach  zusammenhängendes  Gebiet  in  (S.  Die  Gleichung  seinei 
Randkurve  S   heiße  F(x,y)  =  0.     Es   wird   angenommen,   daß   in 

gm  +  nj' 

T-j-S       F  und  g^OTg  „  (m,  w==0,  1,  2)    sich    stetig     verhalten, 

jj  p  a  TP 

ia  T '  •  •  F'^Oisi,  auf  S  schließlich  -5-   und  -5-  nicht  identisch  vei-- 

schwmden.    Das  erste  Randwertproblem  führt  Bztä  zunächst  auf  dit- 
Bestimmung  deqenigen  in  T  -\-  S  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 

626)  Dea  Übergang  vou  (9)  zu  (8)  siehe  JE.  Zennelo-  und  JET.  JSahny  U  A  8  a 
Nr  6     Man  vergleiche  femer  M  Mason,  Math  Ann.  61  (1906),  p  450—452. 

627)  W  Bttg  a)  Gott  Nachr.  1908,  p.  286— 248;  Oeuvres,  p  251  —  264, 
b)  Joum  f  Math  185  (1909),  p.  1—61;  Oeuvies,  p  192—250  Außer  dem  ersten 
Sandwertprohlem  der  Potentialtheone  für  gewisse  beschränkte  Gebiete  in  (S  wer- 
dea  a  a  0.  Aufgaben  der  Elastizitätstheorie  sowie  gewisse  eindimensionale  Va- 
nationsprobleme  betrachtet.  Man  vergleiche  femer  W.  Mttn  c)  AnnaJon  der 
Physik  (4)  28  (1909),  p.  787—786;  Oeuvres,  p  266—816.  Eine  Darstellung  fin- 
det sich  bei  H.  Pomcar^,  Le^ons  de  Möoamque  Cfleste,  Paris  1910,  p.  297—308 
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erster  Ordnung  stetigen;  in  T  regulären^  auf  8  Terscilwindenden  Funk- 
tion w  zurück,  die  den  Ausdruck 

(10)  J*>=Dt{w)  —  2fwf(x,  y)dxdy  (fix,  y\  DJ  m  T  ■\- S  stetig) 

zum  Minimum  macht.    l^Tunmetr  wird  die  Existenz  emer  unendlielien 

Folge    in   T -\- 8  nebst   ihren   Ableitungen    „^„^J  (»i,  n  ==  0, 1,  2) 

stetigen,  auf  8  verschwindenden  Funktionen  i^j  (fc  ==  1,  2,    .  )  postu- 

i .  j» 
iiert,  so  daß  ^»aT/'*  für   a-U©  Pt   ^^^  wenn  0^=0  (ä;  =  1,    .   p)  ist, 

h 

identisch  verschwindet  und  jede  nebst  ihren  Ableitungen  ^  ma  u 
(w,  n  =  0,  1,  2)  in  T  -\-  8  stetige,  auf  8  verschwindende  Funktion  II 

sich  durch  einen  Ausdruck  der  Foim  ^a^p-^j,  beliebig  gleichmäßig 
approximieren  läßt,  wahrend  zugleich  in  T  -|-  S  gleichmäßig 

gilt 

Sodann  wird  in  J*  für  w   der  Ausdruck  ^a^'^i^  emgesetzt  und 

es   wird  dasjenige  System   ajp'^(h=\,    . -tP)  bestimmt,  das  den  ge- 

1  .p 
wonnenen  Ausdruck  «um  Minimum  macht    Die  Folge  Wp'^ ^a^^il;^ 

{l)  =  1,  2, . .  )  ist  eine   Minimalfolge  des   Problems.     Die  Integrale 

X  y 

jWpdx,  jwpdy  konvergieren  m  T -f-  S  gleichmäßig.  Von  hier  aus 
wird  zu  der  Lösung  des  Ausgangsproblems  wie  bei  Hubert  überge- 
gangen Das  wesentliche  und  namenthch  für  die  Anwendungen 
wichtige  der  Uii^Ä sehen  Methode  besteht  in  der  expliziten  Darstellung 
einer  Minimalfdlge.'''^) 

c)  Auflösung  des  ersten  BandweiiproUems  in  der  Ebene  und  im 
Baume    Bei  dem  von   Hubert  m  seiner  zweiten  Arbeit  behandelten 

528)  Das  Yerfabren  von  Bitz  ist  seithei  vielfaclL  zur  angenäherten  Behand- 
lung verschiedener  Probleme  der  Elastizitätatheone  und  der  Festigkeitelehre  her- 
angezogen worden  Em  sich,  mit  der  JZtte  sehen  Methode  beiührendes  Yerfahren 
zur  Auflösung  gewisser  nichtlinearer  ein-  und  mehrdimenäionaler  Ezistenzprobleme 
der Yanationareohnung  hat  L. Ltchtenstein  angegeben.  YgL  L. Lichtenstetn,  CR 
157  (1918),  p  889—672;  Joum  f.  Math  146  (1914),  p.  24—86,  CR  167  (1918), 
p  1508—1611;  Acta  math.  40  (1914),  p.  827—360  Der  Konvergenzbeweis  wird 
a  a  0.  auf  einem  ganz  anderen  Wege  geführt. 
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Problem  lag  eine  eigentliche  Eaaidbedingung  niclit  Yor;  der  in  der 
ersten  Yeröffentlickung  beschrittene  Weg  dürfte  sich  aber  nur  bei  Ge- 
bieten spezieller  Natur  als  ganghar  erweisen.  In  der  Verfolgung  dei 
Ton  Hubert  gegebenen  Anregung  ist  man  iadessen  bald  dazu  gelangt, 
das  erste  Randwertproblem  für  allgemeinere  Klassen  ebener  Gebiete 
und  schließlich  mit  E.  Lebesgue  für  die  schlechthin  allgememsten  be- 
schränkten einfach  und  mehrfach  zusammenhängenden  ebenen  Ge- 
biete durch  Variationsbetrachtungen  aufzulösen 

JB.  Levi  bestimmt  die  Lösung  des  ersten  Randwertproblems  für  em 
beschränites  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  T  in  (£,  dessen  Rand  8 
mit  einer  jeden  Geraden,  die  em  (im  übrigen  beliebig  kleines)  festes 
Kreisgebiet  in  T  trifft,  nur  zwei  Punkte  gemeinsam  hat  '*'^)  Die  Rand- 
kujve  S  ist  rektifizierbar  und  hat  darum,  außer  höchstens  in  einer 
Menge  der  Randpunkte  vom  Maße  NuU,  eine  bestimmte  Tangente. 
Die  vorgeschriebene  Randfunktion  g)(s)  soU  stetig  sein  und  eme  be- 
schrankte Ableitung  erster  Ordnung  haben. 

Aus  der  Minimalfolge  m„  gewinnt  JB  Levi  durch  zweimalige  An- 
wendung eines  geeigneten  Prozesses  der  Mittelwertbildung  eine  jieue 
m  T  und  auf  iS^  gleichmäßig  konyergierende  Minimalfolge  Die  Grenz- 
funktion  ist  die  gesuchte  Potentialfunktion.  Der  Beweis  stützt  sich 
wesentlich  auf  den  seitdem  viel  gebrauchten  B.  imschen  Hüfssatz* 
Sind  MjL  und  Mg  zwei  Funktionen  aus  (£i)  und  ist 

(1)    Da-Cwi)  <d-j-£,  Bt{ü^  <d+6,  bo  ist  (2)  Driü^^  —  ü^)  <  4«  ^^) 

Der  Erfolg  des  B.  Zevisohen  Verfahrens  häägt  ganz  wie  der- 
jenige der  zweiten  HiJberiack&n.  Methode  vor  allem  mit  dem  tlber- 
gange  zu  gewissen  Doppelintegi'alen  über  m„  zusammen  ^^^)  Dieser  Über- 
gang ist  hier  in  einer  anderen  Weise  durchgeführt,  so  daß  das  nach- 
trägliche Differentiieren  vermieden  wird 

Die  Betrachtungen  lassen  sich  vereinfachen,  wenn  man  mit  G.  Fu- 
lim  von  einer  Minunalfolge  ü„  ausgeht,  die  so   beschaffen  ist,  daß, 

wenn  man  JDt(ü^  =•  rf  -|-  -^  setzt,  1  >  fj  >  fg  >  •     ist,  und  die  Reihe 

629)  B.  Lern,  Eend  del  Circ  Mat  di  Palermo  a)  22  (1906),  p.  298  —  860; 
b)  ebendort  p.  387—894 

530)  B  Levt,  loa  cit  529)  a)  p  425-426;  G.  Fuhm,  loc  cit  581)  a)  p  Ü4, 
S.  Zarenriba,  loc  cit  648)  c)  p  241,  J?  Weyl,  Die  Idee  der  Rx&nianmdh&a  Flache, 
Leipzig  1918,  p  101  Die  von  B  Levi  und  Q.  Fubmi  gegebeneu  Beweise  hefern 
übrigens  nur  i?y(Mi  — \)<i^B 

631)  Ygl  Q  Fahim,  loc  cit  532)  a)  p.  70—71  Siehe  ferner  G  Fi^tni, 
Afcti  della  R.  Acc,  dei  Lmcei,  Eendiconti  (6)  19  (1910),  p  796—801  Man  ver- 
gleiche hierzu  die  weiter  unten  besprochene  Methode  von  S  Zaremba. 
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^B^  konvergiert.*"^)  Sowohl  bei  der  von  B  Lern  betracliteten  ßand- 

n 

Wertaufgabe,  als  auch  bei  dem  von  Hühert  in  der  zweiten  Arbeit  un- 
tersuchten Problem  konvei  giert  nunmehr  die  Folge  ü^  in  T  (auf  fft), 
außer  höchstens  in  emer  Menge  von  Punkten,  die  auf  einem  jeden 
Kurvenstücke  der  Klasse  G  m  T  (auf  5R)  vom  Maße  Null  ist,  gegen 
eine  stetige  Funktion  u.     Für  diese  gilt  I)t(u)  =  d. 

Die  Entwicklungen  von  JB.  Levi  und  0-.  Fubmi  lassen  sich  auf 
gewisse  allgemeinere  partielle  DifPerentialgleichungen  vom  elliptischen 
Typus  zweiter  und  höherer  Ordnung  abertragen '*^^) 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Besprechung  der  grundlegenden  Unter- 
suchungen von  H  Lebesgue  über,  durch  die  das  erste  Randwertproblem 
m  der  Ebene  für  emfach,  mehrfach  und  selbst  unendlich- vielfach  zu- 
sammenhängende Gebiete  zum  ersten  Male  vollständig  erledigt  wurde.^^) 
Seme  Methode  dürfte  auch  im  Räume  zu  einer  voUständigen  Lösung 
des  ersten  Randwertproblems  führen.  In  der  Ebene  leistet  übrigens 
das  m  der  Nr  39  besprochene  "Verfahren  das  gleiche  Ldtesgue 
legt  seinen  Betrachtungen**^)  em  beliebiges  beschränktes  emfach, 
mehrfach  oder  unendlich  vielfach  zusammenhangendes  Q-ebiet  T  m 
(£  zugrunde,  das  so  beschaffen  ist,  daß  jeder  Punkt,  um  den  sich 
m  beliebiger  Nähe  Kurven  der  Klasse  G  beschreiben  lassen,  die  ganz 
in  T  liegen,  auch  selbst  T  angehört**^),  und  beweist  vor  allem  den 
folgenden  fruchtbaren  Konvergenzsatz: 

Es  sei  ^  eine  auf  8  erklärte  stetige  Wertfolge;  Z7„  (w  =  1, 2, .  .) 
sei  eme  unendliche  Folge  von  Funktionen,  die  in  7  4"  jS'  stetig  und 

582)  G  Fubini,  Eend.  del  Circ.  Mat.  di  Palermo  a)  28  (1907),  p.  68—84, 
b)  28  (1907),  p  800 — 801.  Diesen  Arbeiten  sind  einige  kürzere  Notizen  voraus- 
gegangen 

In  der  Aibeifc,  Annali  di  Mat.  pura  ed  applioata  (8)  14  (1908),  p.  118—141 
behandelt  jFub%ni  das  zweite  Bandwertproblem  (im  Räume)  Allgemeine  Be- 
merkungen über  die  Vanationsmethoden  vgl  bei  Q-,  Fuhint,  Annali  di  Mat.  pura 
ed  apphcata  (3)  15  (1908),  p.  121—129 

633)  Vgl  B  Levi,  loo.  cit.  629)  b)  p.  890—894;  G.  FubvM,  loo  cit  632)  a) 
p.  78—84 

634)  Eine  andere  sich  ebenfalls  der  Yanationsmethoden  bedienende  Lösung, 
die  mit  der  Lebeague^üh&iy  Berührungspunkte  hat,  hat  später  B  Courant  gegeben 
(siehe  weiter  unten  p  345) 

635)  Ausführbche  Darstellung  a)  Rend  del  Circ  Mat  di  Palermo  24  (1907), 
p  371 — 402;  in  Einzelheiten  abweichende  kurze  Darlegung  b)  C  R  144  (1907) 
p  816 — 818  sowie  c)  p  622 — 628  Weitere  Bemerkungen  zu  dem  ersten  Rand- 
wertproblem, d)  C  R.  164  (1912),  p   886—887,  e)  0  R.  156  (1912),  p  699— 701v 

636)  Gebiete,  die  Punkte  zu  Randkomponenten  haben,  werden  also  von  der 
Betrachtung  ausgeschlossen  Einschränkungen  ähnlicher  Ait  müßte  man  bei  Be^ 
handinng  des  ersten  Randwertprobleme  im  Räume  einführen. 
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monoton  und  auf  5^  gleich  0  sind."^  Es  wird  ferner  vorausgesetzt, 
daß  U^  in  T  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  haben»»«) 
und  so  gewählt  sind,  daß  fü^  aUe  m  . . .  (3)  DtQJ^)  <  JBTq  (Rq  konstant) 
ist.  Alsdann  läßt  sich  aus  U^  eine  Teilfolge  aussondern,  die  in  jr+^ 
(gegen  eine  stetige  Funktion)  gleichmäßig  konvergiert."'') 

Der  Beweis  wird  indirekt  geführt.  Es  wird  mit  Etlhert  aus  Ü^ 
eine  Folge  extrahiei-t,  die  in  allen  rationalen  Punkten  von  T  konver- 
giert. SoUte  diese  Folge  nicht  in  T  -j-  ^  gleichmäßig  konveigieren,  so 
müßte,  wie  durch  eine  einfache  Überlegung  gezeigt  wird,  die  Wertfolge 
Dt{Ü„)  («  =  1,  2, . .  )  bekebig  große  Werte  annehmen  können 

Es  sei  jetzt  (p(x,y)  eme  in  T+  ä  stetige  Funktion,  die  in  T 
stetige  Ableitimgen  erster  Ordnung  hat  und  so  beschaffen  ist,  daß 
das  DiricJüetsche  Integral  Dt{(p)  existiert.  Lebesgue  betrachtet  die 
Öesamtheit  (ü)  der  m.  T  -{-  8  stetigen  und  monotonen  Funktionen  m^ 
die  so  beschaffen  sind,  daß,  höchstens  mit  Ausnahme  gewisser  Null- 
mengen von  Punkten  und  Linien,  D^ü^  sich  in  T  stetig  verhalten, 
auf  Ä  .  w„  =  «p  ist  und  Dt(ü„)  existiert.^*")  Es  sei  \  eine  Folge 
aus  (jß),  so  daß  lim  -DyCwJ    gleich   der  unteren   Grenze   der    Werte 

H  =  ao 

Dt{u)  ist. 

Aus  "u^  läßt  sich,  dem  vorhin  besprochenen  ie&es,^weschen  Hilfs- 
satze  gemäß,  eine  gleichmäßig  konvergierende  Teilfolge  u^  aussondern 
Es  sei  u  =  lim  u^.  Aus  einem  zuvor  bewiesenen  ünitätssatze  folgt,  daß 

i  I  jede  zu  m  analoge  Teilfolge  aus  (ß)  gegen  u  gleichmäßig  konvergiert 

!'i[  Ersetzt   man  jetzt  m„  m  einer  beliebigen  Kreisfläche  Ä  in  T  durch 

l'i  I  diejenige  m  Ä  -f-  ®  stetige,  in  ß  reguläre  Potentialfunktion,  die  auf 

i 
'ii' 

!;  ■  537;  Es  sei  ©-f  2;  irgendein  Bereich  m  T{T-\-S)  Eine  m  T{T-\-S)  ste- 

' ',  1  tigö  Funktion  wird  „in  T  (T  +  S)  monoton"  genannt,  wenn  ihre  obere  und  un- 

,,|  tere  Grenze  m  &-{-S  stets  den  entsprechenden  Werten  auf  27  gleich  sind    Eine 

'i  ia.  T-{-S  stetige,  in  T  monotone  Funktion  ist  in  T-j-6'  monoton.    Offenbar  ist 

,'  j  ;  für  alle  n .    .  I  D'n  |<  H^  (5i  konstant) 

j  I  538)  Gewisse  Mengen  von  Punkten  oder  Kurrenstücken  können  ausgenom- 

!  1  men  werden 

'i  /  '  589)  Ist  für  alle  n     .  (  Ü;  j  <  ^i,  ohne  daß  alle  C7'„  auf  iSf  dieselben  Werte 

Ji  I  annehmen,  so  konvergiert  aach  jetzt  noch  eine  Teilfolge  in  jedem  Bereiche  in  T 

1  '  gleichmäßig     Die  Yoraussetznngen  des  Textes  kann  man  nach  Lebesgue  auch 

jl  dahin  abändern,  daß  Cr„  in  T+  /ff  stetig,  jedoch  nur  m  T„  (lim  T„  «=  T)  monoton 

'i  I  n  =  oa 

1/  Sind,  wenn  darüber  hinaus  angenommen  wird,  daß  für  allen   .   |{7„|-<^i  und 

auf  S. . .  U^=  ^  ist,  ohne  daß  an  der  Aussage  des  Textes  sonst  irgendetwas  zu 
'l'  ändern  wäre. 

j'i  540)  Daß  die  Menge  (p!)  existiert,  wird  besonders  bewiesen. 


I 

i\ 
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i£  gleich  M„  ist,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  u  die  Lösung  des 
Randwertproblems  darstellt. 

Damit  ist  das  erste  Rand-wertproblem  für  die  schlechthin  aUge- 
memsten  beschränkten  G-ebiete  in  @,  die  den  vorhin  erwähnten  Be- 
dingungen genügen,  erledigt  (vgl.  Nr  39)."^)  "*)  Ein  ^anz  analoger 
Satz  gilt  voraussichtlich  im  Räume  von  drei  oder  mehr  Dimensionen. 

Ein  besonders  einfaches  Verfahren  zur  Lösung  des  ersten  Rand- 
wertproblems hat  8.  Zaremha^^)  gegeben.  Es  sei  T  wie  vorhin  ein 
beschränktes  Gebiet  in  ®  und  <p  eine  auf  S  erklärte  stetige  Funktion, 
Es  wird  vorausgesetzt,  daß  es  m  T  -[-  S  stetige  Funktionen  ü  gibt, 
die  m  T  stetige  partielltf  Ableitungen  erster  Ordnung  haben,  auf  S 
mit  (p  übereinstimmen  und  so  beschaffen  sind,  daß  I)t(ü)  existiert. 
Die  Gesamtheit  dieser  Funktionen  bildet  die  Menge  (Sl).  Jedem  Punkte 
(I,  tj)  m  T  wird  nun  ein  Wert  q  wiUkürKch,  jedoch  so  zugeorduet 
daß  die  Kreisfläche  h^  vom  Radius  q  um  (|,  rf)  ganz  in  T  liegt.  Setzt 
man 

641)  Der  Übergang  zu  emei  schlechthin  stetigen  Funktion  9  sowie  zu  Ge- 
bieten, die  den  unendlich  fernen  Punkt  enthalten,  macht  nicht  die  geimgaten 
Schwiengkeiten  (Nr  16). 

542)  Es  möge  in  T  eine  unendliche  Folge  von  Gebieten  T„,  die  der  vorhin 
genannten  Bedingung  genügen  und  so  beschaffen  sind,  daB  jeder  Punkt  von  T 
mindestens  einem  T^  angehört,  gegeben  sem.  Es  wird  vorausgesetzt,  daß  ßand- 
Imien  S^  eine  nirgends  dichte  Punktmenge  bilden,  die  auf  jedem  Kreise  in  T, 
höchstens  mit  Ausnahme  von  abzöJilbar  vielen,  reduzierbar  ist,  sowie  daB  zwei 
beliebige  Randlinien  Sf.  und  Sf  nur  endlich  viele  Punkte  gemeinsam  haben; 
diese  gehören  jedesmal  auch  nur  jenen  beiden  Eandlimen  an.  Es  sei  f  eine  in 
dem  Bereiche  T-\-S  stetige  Funktion  Die  Gebiete  T„  seien  irgendwie  so  in 
eine  Eeihe  T„  geordnet,  daß  jedes  T„  unendlich  oft  vorkommt. 

Es  sei  jetzt  f^  Q,  =  1,  2,  .)  eine  Folge  in  T  -f-  ;S  stetiger  Funktionen,  so  daß 
f,=-fim  T-T\,Af,=0  in  T,,f^=A  ^^  T-T^,Af^=^0  in  2^  usf. 
gilt  Die  Folge  /^  konvergiert  in  jedem  Bereiche  in  T  gleichmäßig  gegen  die- 
jenige in  T  -f  Ä  stetige,  m  T  leguläre  Potentialfunktion,  die  auf  S  gleich  f  ist. 
Dieser  Satz  stellt  eine  weitgehende  Verallgemeinerung  des  Schwareachen  alter- 
nierenden Verfahrens  (Nr  24  a)  dar  Er  steht  femer,  wie  leicht  ersichtlich,  m 
naher  Beziehung  zu  der  JPotncareaohen  Methode  de  balayage  (Nr  86).  Vgl 
H  Lch6ague,  loc.  cit  586)  a)  p  399—402  Das  ie&es^itesche  Ergebnis  enthalt 
gewisse  Resultate  von  S  Zaremha,  loc.  cit.  543)  b)  und  c)  und  B.  Cowrant,  loc. 
cifc.  656)  p  549 — 550  über  das  alternierende  Verfahren  und  die  Methode  de  ba- 
layage In  dem  besondeien  Falle,  wenn  die  Anzahl  der  Teilgebiete  Tj  endlich 
ist,  konvergiert  die  Folge  /x,  in  T-\-  S  gleichmäßig 

548)  5  Zaremha,  a)  Atti  del  4  Congr  Intern  dei  Mat  2  (1909),  p  194— 
199;  b)  Bull  de  l'Acad.  de  Sc  de  Cracovie  1909,,  p.  197—264;  0)  Acta  mat  34 
(1911),  p  293—316  Zaremba  nimmt  T  einfach  oder  mehrfach  zusammenhängend 
und  im  /ordanschen  Sinne  quadrierbar  an  Es  genügen  wohl  die  von  Lebesgue 
eingeführten  Voraussetzungen 

Bnoyklop   d   math.  WisflenBob     IIS  28 
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so  konvergiert  die  Folge  «„  in  jedem  Bereiclie  in  T  gleichmäßig  ge- 
gen eine  in  T  reguläre  Potentialfanktion  u.  Es  gilt  Dt(u)  =  d  Der 
Beweis  stützt  sich  auf  die  B.  Lmsche  Ungleichheit  und  den  Hilfs- 
satz:  Ist  J"  eine  m  r  und  auf  S  stetige,  auf  8  verschwindende  Funk- 
tion, die  m  T,  außer  auf  emer  abzahlbaren  Meuge  von  Kreisen,  die 
sieh  nur  am  Rande  häufen  können,  stetige  Ableitungen  erster  Ord- 
nung hat,  und  ist  Dt(.F)  vorhanden,  so  ist  JFHxdy  ^  L^DxiF) 

T 

unter  L  den  Höchstwert  des  Abstandes  zweier  Punkte  in  T  -\r  S  (den 
Durchmesser  des  Bereiches  T  +  5)  verstanden  Gibt  es  in  (ii)  eine 
Funktion  w,  so  daß  Dt(w)  =  d  gilt,  so  ist  u==w.  Des  weiteren  be- 
weist Zaremla,  daß,  wenn  h  irgendeme  m  T  reguläre  Potentialfunk- 
tion bezeichnet,  so  daß  DtQi)  existiert,  und  /'  u-gendeine  Funktion 
aus  (ß)  ist,  Drif,  h)  =  Dt(u,  h)  gut  Diese  Beziehung  ist  als  Ersatz 
für  die  Randbedingung  gedacht.  Daß  w  diese  tatsächlich  erfüllt,  be- 
weist Zaremba  für  gewisse  spezielle  Gebiete  und  zwar  unter  Zuhilfe- 
nahme einer  Vergleichsfunktion,  so  beispielsweise  im  Räume  in  jedem 
Punkte  des  Randes,  den  man  als  Spitze  eines  Kreiskegels  annehmen 
kann,  der  sonst  ganz  außerhalb  T  liegt 

Daß  u  auf  S  gleich  cp  ist,  ließe  sich  wohl  am  bequemsten  nach 
dem  Verfahren  von  B.  Courant,  loc  cif^''),  von  der  Beziehung 
Dr(M)  =  d  ausgehend,  zeigen. 

d)  Stromungspotenüal  Der  HÜbertsche  Ansäte.  Konforme  Ähl)il- 
dtmg  auf  em  ScMUegebtet.  In  einem  bei  Gelegenheit  der  Anwesenheit 
von  M.  Foincar4  m  der  Göttinger  Math.  Gesellschaft  gehaltenen  Vor- 
trage bat  Sübert  sein  Verfahren  in  einer  modifizierten  Gestalt  auf 
die  Bestimmung  des  Strömungspotentials  angewandt  und  damit  den 
Variationsmethoden  emen  neuen  aussichtsreichen  Weg  gewiesen.^) 

Es  sei  %  ein  behebiges  über  der  Ebene  z  ausgebreitetes  endhch- 
oder  unendlichvielblättnges  Gebiet  Es  sei  £1^  =  Xq-{-  iy^  ein  von 
einem  Windungspunkte  verschiedener  Punkt  m  %  und  K*  das  von 
einem  Ejreise  C*  um  ^^  von  hinreichend  kleinem  Radius  begrenzte  be- 
schränkte Gebiet  Als  Strömungspotential  wird  diejenige  m  %,  außer 
m  e^,  reguläre   Potentialfunktion  TJ  bezeichnet,  die  sich 

644)  D.  Htlbert,  Gott  Nachr   1909,  p  814—328 
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verhält,  wenn  überdies  Bz-K^-c^iTJ)  ^B%^p^a'{'ü^  ist,  unter  TJf, 
eine  beliebige  in  %  tmd  auf  C*  nebst  ibren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordrung  stetige,  auf  C*  mit  U  übereinstimmende  Funktion 
verstanden  ^) 

Die  Bestimmung  des  Strömungspotentials  läßt  sich  nach  Eübert 
auf  die  Lösung  des  folgenden  Variationsproblems  zurückführen  Es 
ist  diejenige  m  %  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetige  Fimktion  U  zu  bestimmen,  die  dem  Doppelmtegral 

den  kleinsten  Wert  eiieilt;  a  und  ß  bezeichnen  bestimmte,  außerhalb 
eines  gewissen  beschränkten  Gebietes  der  Klasse  G  um  e^  identisch 
verschwindende,  in  %  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ord- 
nung stetige  Funktionen  Die  Existenz  der  Losung  und  damit  des 
Strömungspotentials  kann  mit  Utlhert  m  ähnlicher  Weise  wie  m  der 
Nr.  45  b  diejenige  eiues  Ahehchem  Litegrals  erster  Ai-t  erschlossen 
werden  .^*^) 

Es  sei  %  =  lim  T^;  es  sei  e^  ein  Punkt  in  T^  und  ü'^«)  das  zu  * 

n  =  oo 

T^  gehörige,  m  g^  wie  (1)  unendliche  Ström nngspotential.  In  seiner 
Anfang  1910  erschienenen  Dissertation  beweist  B  Courani  den  fol- 
genden Satz: 

Die  Folge  ZJW  (n  =  1,2,  . .)  ist  in  jedem  0^  nicht  enthaltenden 
Bereiche  in  3;  gleichmnßig  konveigent.  Die  Greuzfanktion  ist  das 
zu  %  gehörige  Strömungspotential "')  Der  Beweis  stützt  sich  wesent^ 
lieh  auf  den  folgenden  wichtigen  flilfssatz: 

Es  sei  u{x,y)  eine  für  alle  {x,y)  in  der  Kreisfläche  K{\ii!  —  iZq\<II) 
reguläie  PotentiHlfunktion  Ist  Dk(}(')<ä^  (ä  konstant),  so  ist  fiir 
alle  {x,  y)  im  Gebiete  IC{\z  —  e^\<R'<B) 

646)  Gilt  JD%-K'-0'{TT)<I>%-K*—c*{Uo)  für  eme  spezielle Kreiafläohe  K*, 
so  gilt  sie  für  jedes  beliebige  Kreisgebiet  um  g^  in  K*  Vgl  P  Koele,  loc 
cit   478)  p  Ö33  Fußnote  1) 

646)  Im  engen  Anschluß  an  JBtlhejt  gibt  J?  Eömg  (Qött  Nachr  1910, 
p  180—182,  Math.  Ann  71  (1911),  p  189—205)  ein  Verfahren  znr  konfoiinen 
Abbildung  der  Oberfldcbe  einer  analytischen  körpei liehen  Ecke  auf  ein  ebenes 
Gebiet  (Vgl  Nr  24 e  die  Fußnote  806 )  Der  reelle  Teil  der  die  fragliche  Abr 
bildung  vermittelnden  Funktion  wird,  als  die  Lösung  omes  Vanatioijsproblems, 
das  dem  im  Text  betrachteten  analog  ist,  bestimmt  Durch  eine  besondere  Über- 
legfung  wird  sodann  gezeigt,  daß  die  konjugierte  Lösung  der  Differentialgleichung 
A^U'^O  sich  anoh  noch  in  dem  Eckpunkt  stetig  verhält 

647)  B  Cowant,  a)  Inaugural- Dissertation,  Göttingen  1910,  p  1 — 44  [p.  2G 
bis  29];  b)  Math.  Ann    71  (1912),  p    146—188  [p   166—169] 

23* 
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unter  C(JR',  B)  eine  nur  von  B'  und  B  abhangige  Funktion  verstan- 
den    Für  alle  (Xj^,  y^),  (x^,  y^)  m  K'  ist 

Die  Funktionen  Iß"'^  denkt  sich  dabei  Gou/rant  ganz  wie  vorhin 
U  diircli  eine  aus  den  Variationsmethoden  resultierende  Konstruk- 
tion hestimmt.  Demgegenüber  bestimmt  P.  Eoebe  (loe  cit.*'^)) 
die  approximierenden  Strömungapotentiale  als  Lösungen  einer  ßand- 

Wertaufgabe  -^ —  =  0  (Nr  24 h)  und  gewinnt  unter  Benutzung  des 

soeben  betrachteten  Hilfssatzes  das  gesuchte  Strdmungspotential  durch 
die  Grenzbeziehung  U  =  lim  ZJ^"^    (Man  vergleiche  die  Betrachtungen 

ns:oo 

der  Nr  42  sowie  P.  Koebe,  loo.  cit*™)  passim.) 

Eine  mit  der  vorstehenden  verwandte  Auffassung  vertritt  Ko^e 
m  einer  späteren  DarsteEung.  (Joum.  f  Math.  138  (1910),  p.  192 
bis  253  (p  207 — 229).  Durch  kombinatorische  Methoden  wird 
.  diejenige  m  T^  —  K*  +  S„  stetige,  m  T^  —  E*  —  C*  reguliue 
Potentialfonktion  U^  bestimmt,  die  auf  G*  behebige  vorgeschriebene 
Werte  ftTmim-mt  und   auf  dem  Rest  der  Begrenzung  der  Bedingung 

O  TT* 

—-^  =  0   genügt     In    jedem    Bereiche    in    5^  —  K*  —  G*    ist    die 
Folge  ü^  gleichmäßig  konvergent.    Es  sei  U*  ==  lim  IPf^    Von    IP 

na:  00 

aus  gelangt  man  zu  dem  Strömungspotential  U  durch  gürtelförmige 
Verschmelzung. 

Es  sei  V  eine  zu  U  konjugierte  Potentialfunktion  Betrachten 
wir  die  durch  Z=  U-{-iV  vermittelte  konforme  Abbildung  von  %. 

Ö48)  Ygl.  JB.  Comant,  loo  oit.  647)  a)  p  28—26;  b)  p  625—526  sowie 
P  Koebe,  loc  oit  478),  p  839—840;  loc.  cit  507),  p.  222—223).  Dem  frag- 
hohen Hdfsflatz  gibt  Courant  noch  die  folgende  allgemeinere  Fassung  Es  sei  cp(e) 
irgendeine  m  einem  beschiänkten  Gebiete  &  (m  (£)  regalELre  analytische  Funktion 
Ist  der  innere  Flacheninhalt  des  durch  (p(B)  vermittelten  Bildgebietes  <t,  smd  g^ 
und  «Tj  zwei  Punkte  in  0',  unter  &  ein  nebst  seinem  Rande  in  9  enthaltenes 
Gebiet  verstanden,  so  ist  der  Abstand  (5)  |9)(«i)  — g)(«,)|<yr,  wobei  y  emen 
nui  von  0  und  0'  abh&agenden  Wert  bezeichnet.  Man  vergleiche  femer  T  E 
Gronwall,  Annais  of  Math.  (2)  16  (1914),  p  72—76.  Gronwall  betrachtet  die  zu 
u  gehörige,  in  E  reguläre  analytische  Funktion  f{g)  und  findet,  B=l  gesetzt, 

irW-AOl^l/^^l/logj^.,    Diciu)=f\f'iz)\»dxdy 

JT 

sowie 
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In  semer  -vierten  Mitteilung  über  die  üniformisiening  beliebiger 
analytischer  Kurven  zeigt  Koebe  vor  allem,  daß,  wenn  der  Rand  von 
%  em  Stück  (S  einer  Kurve  der  Klasse  E  enthält,  TJ  sich  auf  dieser 
stetig  und,  Ecken  und  Spitzen  ausgenommen,  regulär  verhält     Auf 

/}  77 

emem  jeden  regulären  Bogen  von  (S  ist  femer  -k-  =  0  In  (isolierten) 

Randpunkten  verhält  sich  U  regulär  "^) 

Durch  Vermittlung  der  Funktion  Z^=  U^-^- lY^  wiid  T^  auf 
ein  von  einer  endlichen  Anzahl  zur  Achse  des  Reellen  paralleler  Strecken 
begrenztes,  den  unendlich  fernen  Punkt  enthaltendes  schlichtes  Gebiet 
abgebildet  (Nr  24:h)     Aus  Z^^mZ^  folgt,  daß  %  durch  Vermitt- 

n  =  aa 

lung  von  Z  auf  ein  Gebiet  ^f  abgebildet  wird,  daß  die  Ebene  nirgends 
mehrfach  bedeckt  Auf  indirektem  Wege  wird  nun,  wie  übrigens 
schon  bei  dem  Beweise  der  zuletzt  genannten  Sätze,  unter  Benutzung 
der  HiTbertQQh.&Q.  Minunumseigenschaffc,  gezeigt,  daß  W  =  hm  W^  und 

n  =  Go 

lim  w„  =  0  (Nr  4:2  p.  318)  ist,  womit  dei  Abbildungseatz  bewiesen 

ist.'"'®)  Die  den  Inhalt  der  Begrenzungsmannigfaltigkeit  betreffende  Eigen- 
schaft der  Abbildung  (Nr,  4:2  p.  318)  wird  einmal  unter  Benutzung  der 
Beziehung  ü'=lim  XJ^,  das  andere  Mal  aus  der  Mmimumseigeuschaffc 

von  TJ  direkt  abgeleitet.*"*^) 

Wahrend  so  die  Haupteigenschaffcen  der  Funktion  Z  durch  eine 
Yerknüpfung  verschiedener  methodischer  Gedanken  erschlossen  wur- 
den, unternimmt  es  Koebe,  im  Anschluß  an  Hubert  an  einer  anderen 
Stelle ^^^),  wie  gleichzeitig  mit  ihm  Gourant  (s  weiter  unten),  diese 
als  eine  Folge  der  fundamentalen  JSübertschen  Minimumsbeziehung  dar- 
zustellen Dies  hat  Koebe  all  gern  em,  Gourant,  ohne  Zurückgreifen  auf 
die  Beziehung   f7  =  lim  ü^,,   in  dem  besonderen   Falle   einfach  und 

mehrfach  zusammenhangender  Gebiete  durchgeführt  Wie  schon  er- 
wähnt (Nr.  4:2),  hat  diesen  Weg  in  dem  besonderen  Falle  einfach  und 
mehrfach  zusammenhangender  Gebiete  bereits  D.  Hubert  in  seiner 
Vorlesung  über  konforme  Abbildung  (Sommersemester  1909)  einge- 
schlagen    Koebe  schließt  wie  folgt: 

'S  TT 

649)  JP  Koebe,  \oc   cit  478)  p  34«— 855.   Die  Beziehung  -^-o-O  gut  übri- 

geiiB  auch  noch,  wenn  @  dei  KlasBe  B  angehOxt  Ygl  hierzu  auch  P  Koebe, 
loc.  cit   607),  p  286—287 

550)  P  Koebe,  loc   cit.  478)  p   847—862 

561)  Vgl  P  Koebe,  loc.  cit  486) 

552)  Vgl  P  Koebe,  Gütt  Nachr  1910,  p  69—74  sowie  loc  cit  481) 
p,  288—242 
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Es  liege  zunäclist  ein  einfacli  zTisammeiiliäiigendeB  Q-ebiet  vor. 
Offenbar  gibt  es  keine  geschlossene  oder  beiderseits  ins  Unend- 
liche mündende  Linie  J7=  CTW  (^7^°^  =  konstant),  die  /Sf^  ^^o^* 
enthält.  Sonst  könnte  bei  einer  geeigneten  Wahl  von  K*  der  Aus- 
druck J)%—K*-.c*{JT)  dadurch  verkleinert  werden,  daß  man  TJ  in  einem 
Teile  von  %  durch  TJ^'"^  ersetzt  Aus  gleichem  Grunde  muß  |  Z7|  in 
%  —  K*  —  G*  eme  endkche  obere  Schranke  haben,  ferner  müssen  viel- 
fache Punkte  auf  T}=  Zß^^  dort  ausgeschlossen  sein  Die  Linien  ?7=  U^^'^ 
I  und  V=  V^^^  (F(°^  konstant)  sind  mithin  in  jedem  Bereiche  in  %, 

J'J  der  ;efo  nicht  enthält,  regulär.    Die  ersteien  veilaufen  von  0q  entweder 

,'l:  I  nach  jer^  zurück  oder  nach  dem  Rande.    Die  Annahme,  daß  eine  Linie 

,1     I  F=  F^**^  emen  sIq  nicht  treffenden  geschlossenen  oder  beiderseits  ms 

'i'     I  Unendliche  verlaufenden  Zug  bildet,  führt,  wie  die  Untersuchung  emer 

ji         ^  geeigneten  speziellen  Variation  zeigt,  auf  einen  Widerspruch.    Durch 

y , '  '  jeden  Punkt  in  %   geht   eine   und  nur  eiue  Linie  V  =  Const ,  die 

||i|  beiderseits  in  0^,  oder  einerseits  in  8q,  anderseits  m  den  Rand  ein- 

mündet.   Die  Untersuchung  einer  speziellen  Variation  zeigt,  daß  die 
i'l[    '  Annahme,  es  gebe  mehr  als  zwei  Linien  V  =  Const.  der  zuletzt  ge- 

i'i  nannten  Art,  widersmmg  ist.     Das  Bild  des  Gebietes  %  ist  demnach 

:]    ■  die  von   einer  endlichen  Strecke  paraEel  zu  der  Achse   des  Reellen 

V,  oder  von  einem  Punkte  begrenzte  Ebene. 

,;,|  In  ähnhcher  Weise   wird   von  Koehe  der  allgemeine  Fall  eines 

,'  mehrfach  oder  unendhchvielfach  zusammenhängenden  schlichtartigen 

|!,i    ,  Gebietes  behandelt     Mit  Hilhert  wird  dabei  aus  den  Variationsbezie- 

'1 1    \  hungen  selbst  erschlossen,  daß  F  eindeutig  ist,  was  bei  einem  einfach 

' '  '  1  zusammenhängenden  G-ebiete  selbstverständlich  ist. 

V!    [  Wie  bereits  erwähnt,  ist  die  Abbildungseigenschaft  der  Funktion 

jjl  'ü-\-iV  auch  von  B.  Courcmt  als  direkte  Folge  der  Minimumseigen- 

I  Schaft  nachgewiesen  worden.^**)     öourant  betrachtet  zunächst  ein  be- 

schränktes  einfach  zusammenhängendes  G-ebiet  T  in  ®  und  beweist 
unter  Zuhilfenahme  spezieller  Variationen  direkt,  daß 
(6)  \V{Pt)-V(P,)\<g(s\    \ung{8)  =  0 

a  =  0 

gilt,  unter  P,  und  Pj  zwei  behebige  Punkte  in  T,  deren  Abstand  von 
S  kleiner  ist  als  s,  verstanden.  Da  die  Funktion  F  eindeutig  und 
das  Bildgebiet  schlicht  ist,  so  besteht  dieses  aus  der  gesamten  von 
einer  zu  der  Achse  des  Reellen  parallelen  Strecke  begrenzten  Ebene."^"**) 
Bildet  man  dieses  auf  die  Fläche  des  Einheitskreises  ab,  so  gewinnt 


563)  B   Coi*rant,  loo   cit  547) 

554)  Der  Band  kann  Bich  hier  nicht  auf  einen  Punkt  redazieien,  da  sonst 
die  Punktion  b{Z)  konstant  sein  würde 
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man  das  Osgoodsaho  Resultat  (N"r.  38).  Den  allgemeineren  Fall  eines 
beliebigen  mehrfach  zusammenhängenden  scHichtartigen  Gebietes  er- 
ledigt Goitrcmt  durch  Betrachtung  der  Linien  U  =  Const  Im  Gegen- 
satz zu  Koebe,  der  bei  diesen  Betrachtungen  eine  Zurückfühning  ad 
absurdum  bevorzugt,  wird  Tvie  vorhin  durcb  geeignete  spezielle  Va- 
riationen direkt  gezeigt,  daß  V  auf  jeder  B.andkomponente  konstant 
isi  Ist  das  Gebiet  insbesondere  einfach  zusammenhängend,  so  ge- 
winnt man  den  Abbildungssatz  von  H  Foinca/rd  und  P.  Koebe.  Den 
Fall  eines  unendlichvielfach  zusammenhängenden  Gebietes  erledigt  Cou- 
rant  in  ähnlicher  Weise  unter  Zuhilfenahme  der  Beziehung  %  =»  lim  T . 

'  M  =  00 

Die  Ungleichheit  (6)  wird  m  geeigneter  Weise  auf  die  zu  T„  gehören- 
den Potentiale  F^")  angewendet.  Durch  einen  Grenzübergang  erhalt 
man  eine  analoge  Ungleichheit  filr  F  und  damit  den  zu  beweisenden 
Satz  5^) 

Es  sei  T  ein  den  unendbch  fernen  Punkt  enthaltendes  Gebiet 
m  ®,  dessen  samthche  Randkomponenten  aus  Strecken  bestehen,  die 
der  Achse  des  Reellen  parallel  smd  Jede  einzelne  Strecke  kann  sich 
auch  auf  einen  Punkt  reduzieren. 

Zwei  Gebiete  dieser  Art  kann  man,  wenn  sie  von  endhchem  Zu- 
sammenhang smd,  nur  dann  durch  Vermittlung  emer  Funktion,  die 
im  Unendlichen  sich  wie 

(*)  ,.«  =  .  +  isp(i) 

verhält,  aufemander  abbilden,  wenn  sie  zusammenfallen  (e^iß)  =  z) 
Ein  analoger  Satz  gilt,  ^e  Koebe  durch  em  Beispiel  zeigt,  für  un- 
endlich vielfach  zusammenhängende  Gebiete  nicht  (VgL  P.  Koebe, 
Gott  Nachr.  1918,  voigelegt  am  17.  12.  1917)  Dort  wird  em  von 
Strecken,  die  zu  der  Achse  des  Reellen  parallel  und  in  bezug  auf 
diese  symmetrisch  sind  sowie  von  gewissen  Punkten  auf  der  2/- Achse 
begrenztes  unendlich  vielfach  zusammenhängendes  Gebiet  T^  durch  Ver- 
mittlung emer  sich  im  Unendlichen  wie  (*)  verhaltender  Funktion 
auf  ein  Gebiet  T^  abgebildet,  dessen  Berandung  aus  emer  nicht  ab- 
zählbaren Menge  von  Punkten  auf  der  y-Achse  besteht.  Der  Inhalt 
der  beiden  Begrenzungsmanmgfaltigkeiten  S^  und  S^  hat  den  Wert 
NuU.  Der  lineare  äußere  Inhalt  von  S^  ist  von  Null  verschieden, 
derjenige  der  Projektion  von  S-^  auf  die  ^/-Achse  ist  gleich  NuU 

Aus  der  Gesamtheit  der  Schutzgebiete  hebt  Koebe  die  Klasse  der 

556)  Bei  F  Koebe,  loc  01t  552)  wiid,  wie  bereits  erwähnt,  das  Zunick- 
greifen auf  die  Beziehung  D'-{-*F=  lim  (ZJ^+iFJ  auch  in  dem  Falle  eines 

m  =  eo 

iinendhchTielfach  zusammenhängenden  Gebietes  vermieden 
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„minimalen"  Schutzgebiete  durch,  folgende  Festsetzungen  heraus.  Es 
sei  (@)  irgendein  Ö-ebiet  der  Klasse  C,  das  S  enthält  Das  von  S 
\mä  S  begrenzte  Teilgebiet  von  T  heiße  T*.  Es  sei  w  irgendeine  in 
jedem  Bereiche  in  T*  -\-  2  abteilungsweise  analytische,  auf  2  ver- 
schwindende Funktion,  die  überdies  so  beschaffen  ist,  daß  Dt^  to) 
existiert.    Dann  ist  T  em  minimales  Schlitzgebiet,  wenn 

(**)  Dt*(x  +  w;)  ^  I)t-(p)  =  F* 

gilt,  unter  F*  den  inneren  Flächemnhalt  von  T*  verstanden.  Ist 
T*  {n  =  l,2f  .)  eme  Folge  von  Gebieten  der  Klasse  C,  die  gegen 
T*  konvergieren,  so  läßt  sich  die  Bedingung  ("''*)  auf  die  Form 
bringen 

lim  /  wdy  =  0 

Zwei  minimale  Schutzgebiete  lassen  sich  aufemander  durch 
Vermittlung  einer  Funktion,  die  sich  im  Unendlichen  wie  (*)  verhält, 
nur  dann  abbilden,  wenn  sie  zusammenfallen  Jedes  Gebiet,  das  durch 
ein  Strömungspotential  entworfen  wird,  ist  em  minimales  Schlitzgebiet 
Jedes  Schutzgebiet  T  hat  die  Eigenschaft,  daß  seine  Beiandimg  de^ 
Inhalt  Null  hat.  Diese  Bedingung  genügt  mdessen  nicht,  um  em 
minimales  Schlitzgebiet  zu  charakterisieren  Eine  hinreichende  (und 
wahrscheinhch  auch  notwendige)  Bedingung  bildet  die  Forderung, 
daß  die  Projektion  von  S  auf  die  y- Achse  überdies  den  lineaien  In- 
halt Null  haben  soll  Das  vorhin  betrachtete  Gebiet  T^  ist  em  mini- 
males Schutzgebiet,  das  Gebiet  Tg  ist  es  mcht. 

In  seiner  1912  erschienenen  Habilitationsschrift  hat  Courant  em 
neues  Verfahren  zur  Lösung  der  Randwertaufgaben  der  Potential- 
theorie  für  Gebiete  allgemeiner  Natur  angegeben.^^")  Es  möge  sich 
etwa  um  das  erste  Randwertproblem  m  einem  von  emer  endUchen 
Anzahl  Strecken  parallel  der  x-  oder  der  y-Aehse  begi-enzten  einfach 
zusammenhängenden  Gebiete  T  m^  handeln.  Es  sei  Z*  eine  T  -f  S 
enthaltende  Kreisfläche,  y  eine  in  K*  erkläi-te  analytische  und  regu- 
läre Funktion  Die  Menge  (ß)  besteht  aus  allen  Funktionen,  die  m 
T  -y  8  stetig  smd,  auf  Ä  mit  qp  überemstimmen  und  emer  Reihe 
weiterer  Bedingungen  genügen,  durch  die  insbesondere  die  Existenz 
von  Dt{U)  gewährleistet  wird.  Das  Gebiet  T  wird  nun  in  passender 
Weise  in  eme  endUche  Anzahl  Rechteckgebiete  zerlegt  Es  sei  jetzt 
«n  (^  =  1;  2j      0   öiiie  Müiimalfolge.     Gmtrant  ersetzt  m„  im  Innern 

Ö66)  Vgl.  B   Cotirattt,  Math.  Ann   72  (1912),  p.  517—550  (Voranzeige  Gott 
,  Nachr.  1910,  p  154—160). 
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emes  jeden  Rechteckgebietes  A  durcli  diejenige  m  A -\-  L  stetige,  in 
A  regiQare  Potentialfunktion,  die  auf  dem  Rande  L  von  A  mit  w„ 
übereinstimmt.  Aus  der  neuen  „normierten"  Folge  1^  wird  endlicli 
durch  einen  Auswahlprozeß  eine  gegen  die  gesuckte  Potentialfonktion 
konvergieiende  Minimalfolge  extrahiert  Zu  allgemeineren  Gebieten 
gelangt  mau  über  eine  Folge  approximierender  Q-ebiete  durch  einen 
geeigneten  Grenzübergang 

Eine  wesentlich  vereinfachte  Gestalt  eihielt  die  vorstehende  Methode 
in  emer  zwei  Jahre  später  erschienenen  Arbeit  von  Cowra/nt}^'^)  Es 
sei  T  irgendem  beschranktes  Gebiet  in  (£  und  y  eine  in  T  und  auf  S 
stetige  Funktion,  die  im  Innern  von  T  abteilungsweise  stetige  par- 
tielle Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  hat;  die  etwa  vorhan- 
denen Unstetigkeitsünien  sind  der  x-  oder  der  y- Achse  parallel;  das 
J!)incAZfifeche  Integral  Dii^tp)  existiert.  Das  Gebiet  T  wird  irgendwie 
m  abzahlbai"  unendUchviele  Rechteck  flächen  A,  deren  Seiten  den  Ko- 
ordinatenachsen parallel  sind,  zerlegt,  so  daß  die  Eckpunkte  sich  nui 
am  Rande  häufen  Die  Menge  (ß)  besteht  aus  der  Gesamtheit  der 
Funktionen,  die  m  J'  -|-  5f  sich  wie  cp  verhalten  und  auf  S  gleich  tp 
sind  Ist  M„  (w  =  1,  2,  .  )  eine  Minimalfolge,  so  wird  wie  vorhin  zu 
einer  normierten  Folge  übergegangen  Diese  ist  m  jedem  m  einer 
Rechteckfläche  A  enthaltenen  Bereiche  gleichmäßig  konvergent 
Die  einzelnen  Grenzfunktionen  schließen  sich  zu  einer  m*  T  regulären 
Potentialfunktion  u  zusammen  Es  ist  Bt{u)  ==  d  Nunmehr  zeigt 
Gowrard  durch  Betrachtung  des  Integrals  I)t(u)  auf  direktem  Wege, 
daß  M  m  jT  +  jS^  stetig  ist  und  auf  einer  jeden  Randkomponente,  die 
aus  mehr  als  einem  Punkte  besteht,  den  WjBit  cp  annimmt  Damit 
ist  das  I^eöes^fWösche  Resultat  (Nr  46  c)  noch  einmal  gewonnen.  Zu- 
gleich eigibt  sich  eme  interessante  Abschätzung  für  die  Geschwindig- 
keit, mit  der  u  gegen  den  Randwert  konvergiert.^^) 

Wie  das  Lebesg-uesc^Q  Verfahren  (Nr  45  c),  so  liefert  auch  die 
vorliegende  Methode  voraussichtlich  die  vollständige  Lösung  des  ersten 
Randwei-tproblems  für  die  allgemeinsten  beschränkten  Gebiete  im 
Räume  von  drei  und  mehr  Dimensionen  In  ähnlicher  Weise  lassen 
sich  Existenzsatze  der  Eiemawwschen  Theorie  algebraischei  Punktionen 
sowie  die  Existenz  des  Strömungspotentials  beweisen.^^') 

Wie  H.  Weyl  gezeigt  hat,  laßt  sich  das  Verfahren  von  Zaremha 


557)  B.  Courant,  Joxim  f.  Math    144  (1914),  p  190—211 

558)  B.  Gourcmt,  loo.  cit   567)  p.  203 

659)  In  der  zuletzt  betrachteten  Abhandlung  bedient  sich  dabei  Coiwow-i 
des  von  H  Weyl  angegebenen  Ansatzes  (s.  weiter  unten) 
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(Nr.  4:5  c)  auf  die  Bestimmung  des  Strömungspotentials  anwenden.^**) 
Den  H%üiert3ch.&ü  Ansatz  ersetzt  Weyl  durcli  den  folgenden  einfacheren 
Ansatz: 

Es  sei  jEq  eine  schlichte  Kreisfläche  um  e^  vom  Halbmesser  «q; 
ihr  Band  heiße  Gq.  Es  sei  (Ä)  die  Gesamtheit  der  Funktionen  ü,  die 
in,  Kq  +  Cq  und  m  jedem  Bereiche  in  ^  —  K^  stetig  smd^  auf  C^  einen 

Sprung  gleich  (7)  0=,  ^^_--j^^^_-,  +  '-:^'  erleiden,  m  SE  st^ 

tige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  haben  und  überdies  so  be- 
schaffen smd,  daß  -Da:(w)  existiert 

Unter  den  Funktionen  ü  ist  nun  diejenige  zu  bestimmen,  die 
D^(u)  den  kleinsten  Wert  erteilt     Ist  u  diese  Funktion,  so  ist 

(8)  ^  Z7={"  "^^-^0, 

das  in  ^f^  unendliche  StrömungspotentiaL 

Ein  ganz  analoger  Ansatz  fahrt  zum  Beweise  der  BtemannBchen. 
Ezistenzs'ätze. 

Wie  0  Haupt  gezeigt  hat,  läßt  sich  in  ähnlicher  Weise  die 
Theorie  der  Prymscken  Funktionen  begründen"'^) 

Zum  Schluß  des  Abschnittes  über  Variationsmethoden  sei  der 
folgende  kürzlich  Yon  T  Garlemcm  bewiesene  Satz  erwähnt  Unter 
allen  unbegrenzten  Zylinderkondensatoren,  deren  beide  Randflächen 
vorgegebenen  Inhalt  des  Normalschnittes  haben,  hat  derjenige  die 
klemste  Kapazität,  der  aus  zwei  konzentrischen  geraden  Kreiszylindem 
besteht.    (YgL  T  Garleman,  Math  Zeitschrift  1  (.1918),  p.  208— 212) 

46.  Eontinuitätsnietliode  im  Gebiete  der  konformen  Abbildung. 
Es  seien  Sl'  und  Sl"  zwei  Mengen  zweidimensionaler  Gebiete,  die  so 
beschaffen  smd,  daß  1,  em  beliebiges  Gebiet  T'  aus  iß'  auf  em  und  nur 
em  Gebiet  der  Menge  ü",  etwa  auf  T",  vorgegebenen  Bedingungen 
gemäß  konform  abgebildet  werden  kann,  2.  em  beliebiges  Gebiet  aus 
Sl",  wenn  überhaupt,  dann  höchstens  auf  em  Gebiet  der  Menge  £1' 
konform  abgebildet  werden  kann.  Hangen  sowohl  Sl'  als  auch  9!' 
von  jp  reellen  Parametern  stetig  ab"^,  so  wird  man  erwarten,  daß 
die  Aussage  2.  sich  zur  Behauptung  der  Möglichkeit,  em  behebiges 
Gebiet  aus  Sl"  auf  em  Gebiet  der  Mannigfaltigkeit  9/  konform  abzu- 


660)  E  Weyl,  Die  Idee  der  BiemaMtsoh&a.  Flache,  Leipzig  1913,  p  78—107 

561)  Siehe   O  Saupt,  Math,  Ann   77  (1915),  p   24—64  [p   44—48  sowie 
p  69—60].    YgL  die  Fnßnote  816 ) 

562)  Die  Menge  ß'  hkngt  von  den  Parametern  stetig  ab,  heißt  nichtfl  an- 
deres, als  daß  die  Jndinduen  von  ß'  aioh  nut  den  Parametern  stetig  lindem. 
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bilden,  wird  steigern  lassen.  Diese  im  wesentiiclien  auf  einer  Abzahlung 
der  Konstanten  beruhende  heuristische  Schlußweise  bedarf  natürlich  in 
jedem  Falle  erst  einer  strengen  Begiündung 

Im  aUgememen  wird  sich,  was  Tor  allem  m  jedem  besonderen 
Faüe  festgestellt  werden  muß;  T"  mit  T  stetig  ändern  Da  auch 
Sl'  und  iÄ"  von  ihren  Parametern  stetig  abhängen,  so  wird  man 
versuchen,  von  der  Analogie  zu  der  bekannten  Eigenschaft  stetiger 
Funktionen  geleitet,  zu  zeigen,  daß  umgekehrt  jedem  beliebigen  Ge- 
biete T"  em  T'  entspricht.  Dieser  Kernpunkt  der  ganzen  Betrach- 
tung wird,  je  nach  der  besonderen  Natur  von  £1'  und  ß",  auf  verschie- 
denen Wegen  zu  erweisen  sem. 

Es  mögen  jetzt  Sl'  und  Sl"  Gebiete  sein,^*^)  Eine  besondere  Rolle 
wird,  wie  zunächst  zu  erwarten  ist,  ihrer  Berandung  zufallen, 
wobei  in  jedem  besonderen  FaUe  zu  entscheiden  ist,  ob  auch  den 
Randpunkten  bestimmte  Individuen  entsprechen  odei  nicht,  somit  ob 
man  mit  abgeschlossenen  oder  offenen  Kontinuen  m  dem  p-dimen- 
sionalen  Räume  H^  zu  tun  hat 

Auf  Kontmuitätsbetrachtungen  beruhende  Beweisordnungen  im 
Gebiete  der  konformen  Abbildung  sind  bereits  von  K  Weierstraß  und 
H.  Ä.  Schwa/ra  (Nr.  26)  angewandt  worden.^^) 

Von  der  größten  Bedeutung  wurde  die  von  F  Klein  so  benannte 
Kontinuitätsmethode  jedoch  erst,  seitdem  F  Klein  und  J2".  Poincarä 
diese  zum  Beweise  der  Fundamentaltheoreme  der  Uniformisierungs- 
theone  algebraischer  Funktionen  herangezogen  haben,^^'*)    Der  Grund- 

568)  Unter  ß'  und  ß"  werden  die  als  Gebiete  vorausgesetzten  Mengen  der 
in  Betracht  kommenden  Parameterwerte  im  Räume  Mp  von  p  Dimensionen  ver- 
standen 

564)  Man  vorgleicbe  ferner  die  Betrachtungen  von  L  Schlaflt  und  E  Fh  ag- 
mcn,  loc   cifc   341) 

565)  Vgl  das  Referat  über  automorphe  Punktionen  und  Modulfonktionen 
von  Jf2  JFncÄ.c,  nB4  Nr  87.  Dort  finden  sich  nähere  Angaben  über  die  Arbeiten  von 
L  E  J  Brouwer  und  die  eisten  Arbeiten  von  P.  Koebe.  Siehe  L  E  J  Brouwer, 
Gott  Nachr  1912,  p  603—604;  p  808—806,  P.  Koebe,  Gott  Nachr  1912, 
p  879—886  Man  vergleiche  ferner  die  Untersuchungen  von  JE?  Bitter,  loc  cit 
315);  E  Fncke,  Automorphe  Funktionen  2,  p  283—488;  Verhandl,  über  auto- 
morphe Funktionen  auf  der  Jahresvers  Deutsch  Naturforsch  u  Arzte  in  Karls- 
ruhe 1911  (Ber  d  Deutsch  Math  Ver.  21  (1912),  p  163—164)  sowie  die  histo- 
rischen und  kritischen  Bemerkungen  bei  P  Koebe,  Math  Ann  75  (1914),  p.  42 
bis  129  [p  43 — 51]  Über  weitere  mit  dei  Kontmmtätsmethode  zusammen- 
hängende Fragen  der  Theorie  linearer  Differentialgleiohungen  und  automorpher 
Funktionen  vergleiche  das  Referat  HB  6  von  JS  Biß»,  namentlich  Nr.  14b  und 
Nr  17  [an  der  zuerst  genannten  Stelle  finden  sich  Angaben  über  die  ein- 
schlägigen Arbeiten  von  L  Schlesinger]-^  F.  Klein,  Ausgewählte  Kapitel  aus  der 
Theorie  der  hneaien  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  II   Vorlesungen, 
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gedanke  der  von  den  beiden  Autoren  in  Aussicht  genommenen  Me- 
thoden sowie  der  neuerdings  von  Erfolg  gekrönten  Untersuchungen 
von  L.  E  J  Brouwer  und  JP.-Koehe  läßt  sich  mit  Koele  bequem  an 
der  folgenden,,  auf  Potncard  zurückgehenden  Aufgabe  erläutern  ^®®) 

Die  Fläche  des  Einheitskreises  |Z[  <  1  soll  derart  auf  die  Flache 
eines  von  vier  Orthogonalkreisen  des  Einheitskreises  l^e^l  <  1  gebilde- 
ten Vierseits  JT  konform   abgebildet   werden^   daß   den  Spitzen  —  1, 

—  i, -{•  1,  ß  =  er'  (0  <  CD  <  3t)  die  Punkte  —  1,  —  *',  -|-  1,  a  =  e"' 
(0  <  V  <  ä)  entsprechen.  Der  Punkt  a  ist  vorgegeben,  ß  ist  natili-- 
lich,  falls  die  Abbildung  sich  überhaupt  als  moghch  erweist,  erst  zu 
bestimmen 

Einem  irgendwie  vorgegebenen  /3  (0  <  03  <  ä)  entspricht  gewiß 
ein  und  nur  ein  «  (0  <  v  <  x) 

Man  zeigt,  daß  a  sich  mit  ß  stetig  ändeit,  sowie  daß  zu  einem 
«  höchstens  em  ß  gehört.  Dem  (offenen)  Halbkreis  0  <  cd  <  n;  ent- 
spricht also  em  (offener)  Bogen  des  Halbkreises  0  <  v  <  jr.  Um  zu 
zeigen,  daß  dieser  den  Halbkreis  0<v<ä  ganz  ausfüllt,  womit  das 
Problem  gelöst  sein  wird,  betrachtet  JPoincard  die  beiden  GienzfäUe 
ß  =  1  und  ß  =  —  1,  d.  h   das  spitzwinklige  Dreieck  mit  den  Ecken 

—  1,  —  i,  -\~  1,  denen  offenbar  «  =  1  und  a  ==  —  1  entspricht,  und 
beweist,  daß  a(ß)  sieh  noch  in  den  Endpunkten  des  Halbkreises 
0  <  ra  <  sr  stetig  verhält.  Hier  werden  abgeschlossene  Kontinuen  der 
Betrachtung  zugrunde  gelegt.  Bei  der  Anwendung  auf  das  allgemeine 
Q-renzkreistheorem"*^  führt  dieses  Verfahren  wegen  der  Notwendigkeit, 
den  ßand  der  Polygonmannigfaltigkeit  (Öienzpolygone)  zu  erforschen^ 
auf  beträchtliche  Schwierigkeiten. 

Im  Gegensatz  zu  H  Poincard  sucht  F  Klem  aus  dem  Verhalten 
der  Abbildung  im  Innern  der  beiden  Manmgfaltigkeiten  allein  zwm- 
gende  Schlüsse  zu  ziehen  (Methode  der  offenen  Kontmuen '*'*)).  Diese 
Methode,  welche  von  der  von  Potncate  als  unentbehrlich  hingestellten 
Erforschung  des  Randes  von  Sl'  und  iß"  absieht,  wurde  erst  in  neueier 
Zeit  von  P.  Koebe  volbg  herausgearbeitet  und  im  vollen  Umfange  zur 

gehalten  im  Sommersemester  1891  (lith ,  mcht  im  Buchhandel),  Über  Lmeare- 
Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung,  Göttingen  1894  (lith);  E  Htlb, 
Gm  Nachr  1908,  p  281—236;  1909,  p.  230—234;  Math.  Ann  66  (1908),  p  21fr 
bis  266,  68  (1910),  p.  24—74;  Schwarz  Festschrift,  1904,  p  98—116 

566)  Vgl.  H  Pmncari,  Acta  Math  4  (1884),  p  201—312,  L  Schlmngn, 
Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Leipzig  1808,  Bd  II 2, 
p  266—268;  P  Koebe,  loc  cit  666  d),  p  44—46. 

667)  Das  übngens  von  H  Potncare  allem  betrachtet  wurde 

668)  F.  Klein,  Math  Ann  21  (1888),  p  141—218  Die  Andeutungen  von 
Klein  erstrecken  sich  auf  alle  von  ihm  aufgestellten  Fundamentaltheoreme 
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Durchfiilinuig  gebracht  Als  ein  wesentliclies  HilfBmittel  benutzt  Koebe 
den  von  ihm  entdeckten  Verzernaigssatz  (Nr  43,  p  321).'^^^)  In  dem  vorhin 
betrachteten  Pomcor^chen  Beispiele  gestattet  dieser  Satz  den  Schluß, 
daß,  wenn  den  m  einem  (offenen)  Intervalle  0  <.v^<iv  <C.v^<.n  ent- 
haltenen Werten  von  v  überhaupt  Werte  von  o  entsprechen,  diese  m 
einem  gewissen  (offenen)  Intervalle  0<(Di<a)<a)2<3i;  enthalten 
sein  müssen.  Hieraus  folgt  aber  leicht,  ohne  daß  maji  es  nötig  hat,  die 
Randpunkte  überhaupt  zu  beti  achten,  daß  die  Aufgabe  eine  (und  nur 
eine)  Lösung  hat 

In  der  m  der  Fußnote  569)  unter  d)  zitierten  Ai-beit  gibt  Koebe 
eme  ausführliche  Darstellung  seiner  Methode  für  alle  KleinBchen  Fun- 
damentaltheoreme derlJnifoimisierungstheone  der  algebraischen  Flächen 
unter  Voranstellung  des  bereits  Nr.  43  betrachteten  Problems  der 
konformen  Abbildung  eines  2jp-fach  zusammenhängenden  Q-ebietes  0 
der  Klasse  0  in  @  mit  analytischer  und  regulärer  Eänderzuordnung 
auf  ein  ebensolches  Q-ebiet  mit  linearer  Ränderzuordnung. ''''') 

Die  Hauptpimkte  der  j2Eoe&cschen  Beweisfühiung  sind:  Jedes  In- 
dividuum 0  der  Menge  Sl"  aller  2^-fach  zusammenhängenden  Gebiete 
der  Xlasse  (7  in  ®  (mit  analytischer  und  regulärer  Ränderzuordnung) 
läßt  sich  durch  eme  stetige  Änderung  der  Randkurven  und  der  Be- 
grenzungssubstitutionen, ohne  lö"  zu  verlassen,  m  jedes  beliebige  an- 
dere Individuum  der  Menge  iß"  Überführen  (Existenz  einer  „Überfüh- 
rungslinie")  Es  sei  tp  dasjenige  p-fach  zusammenhängende  Q-ebiet 
das  aus  O  entsteht,  wenn  man  jedes  Paar  zusammengehöriger  Rand- 
kurven durch  emen  Querschnitt  verbmdet.  Durch  ein  geeignetes 
Ahelachea  Integral  erster  Art  wird  go  auf  ein  gewisses  p-£&ch  zusam- 
menhängendes mehrblättriges  Gebiet  JU  abgebildet,  das  (2p  —  2)  Wm- 

569)  Vgl  P  Kode,  a)  Jabrosb.  d  Deutsch.  Math  -Ver  21  (1912),  p  167— 
1Ö3;  b)  Gott  Nacbr  1912,  p  879—886,  c)  Leipz.  Ber  64  (1912),  p.  59—62, 
wo  das  Wesen  der  Methode  an  dem  besonders  einfachen  Beispiele  der  kon- 
formen Abbildung  eines  Bechteckes  auf  eine  Halbebene  auseinandergesetzt  wird ; 
d)  Math  Ann  76  (1914),  p.  42—129;  e)  Qött  Nachr  1916,  vorgelegt  am  9  12. 
1916;  f)  Gott  Nachr  1917,  vorgelegt  am  7  12  1917;  g)  Math  Zeitsohnffc  2 
(1918),  p  198—236;  h)  Gott  Nachr.  1917,  vorgelegt  am  26.  10  1917  ffier  wprd 
ein  Kontinuitätsbeweis  für  den  Fundamentalsatz  der  Algebra  gehefert 

570)  Diese  Aufgabe  stellt  eine  besondere  Einkleidung  des  Problems  dar, 
eine  algebraische  Kurve  nach  Vorgabe  eines  Schnittsystems  dei  zugehörigen  Bie- 
TTianwBöhen  Fläche  durch  automorphe  Punktionen  des  Schottkyadhen  Typus  zu 
uniformiBieron  („Ruckkehischnittheorem",  vgl.  B  FncJce,  IIB 4  Nr  86)  Die 
Grundgedanken  der  Methode  finden  sich  in  der  loc.  cit.  569)  unter  b)  genannten 
Arbeit  zusammengefaßt 

Der  Emfachheit  halber  wird  angenommen,  daß  alle  #  den  unendlich  fernen 
Punkt  enthalten. 
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dungspunldie  erster  Ordnung  hat.  Von  diesen  liegt  einer  im  Koordi- 
natennrsprung.  Die  Begrenzung  von  77  besteht  ans  p  parallelogramm- 
artigen Rahmen,  deren  je  vier  Seiten  überkienz  durch  p  feste  und  p 
mit  ^  ver'änderüche  Substitutionen  der  Form  (js,  e  -\-  a)  (a  konstant) 
Terbunden  sind  (j,RiemamiBQh.e  Parallelogrammfigur")  Das  Gebiet  n 
hängt  in  einer  Umgebung  der  betrachteten  Lage  von  O  von  Qp  —  6 
reellen  Parametern  stetig  ab  und  ändert  sich  mit  0  zugleich  eben- 
falls stetig. 

Es  sei  ^P"  ein  ,^ormiertes"  Gebiet  der  Art  O,  dessen  ßandkom- 
ponenten  paarweise  durch  Substitutionen  der  Form 

zusammenhangen  (ein  Individuum  der  Menge  £1').  Ist  ®  die  zu  V-*" 
gehörige  Riemann^Ghe  ParaUelogrammfigur,  so  hängen  deren  Para- 
meter von  den  Qp  —  6  reellen  Parametern  der  Substitutionen  m  der 
Umgebung  der  betrachteten  Lage  stetig  ab.  Aus  dem  Unitätssatze 
(Nr.  43)  wird  geschlossen,  daß  die  beiderseitigen  Pai-ameter  einander 
umkehrbar  eindeutig  zugeordnet  sind 

Aus  dem  fimdamentalen,  als  Desideiatum  fllr  den  Kontinuitats- 
beweis  von  JR  Fncke  auf  dem  3  intern.  Math-Kongr.  zu  Heidelberg 
1904  formuliei-ten  Satze  von  L  JE.  J.  Brouw&r  über  die  Invananz  des 
Gebietes  folgt  nunmehr,  daß  emer  allseitigen  Umgebung  von  W  eine 
allseitige  Umgebung  von  ©  entspricht"*") 

Es  sei  jetzt  C&o(=  ^o)  ^^  Gebiet  aus  ß".  Wir  denken  uns 
dieses  mit  ^  durch  eine  Uberführuagslioie  Sl  verbunden  Ist  (^*  ein 
Gebiet  auf  ü,  das  auf  ein  Gebiet  W*  der  Menge  H'  konform  abge- 
bildet werden  kann,  so  haben  alle  Gebiete  auf  Si,  m  emer  Umgebung 
von  O*  dieselbe  Eigenschaft.  Dies  eigibt  sich  aus  dem  zuletzt  betrach- 
teten Satze  durch  einen  Übergang  von  3*"*  und  0*  zu  den  zugehoii- 
gen  (im  wesentlichen  identischen)  iJ^ewmwwschen  Parallelogrammfigu- 
ren Da  0Q  =  3*"o  ist,  so  müßte  es  nunmehr,  falls  der  zu  beweisende 
Abbildungssatz  mcht  richtig  sein  sollte,  auf  Sl  ein  Gebiet  <^  geben, 
m  dessen  beliebiger  Nähe  auf  ß  Gebiete  (in  ß")  liegen,  die  auf  ge- 
eignete Gebiete  in  ß'  abbildbar  sind,  während  das  gleiche  für  ^  selbst 
nicht  gilt.  Dieses  ist  indessen,  wie  unter  wesentlicher  Benutzung  des 
Verzerrungssatzes  gezeigt  wird,  nicht  möglich.  Damit  ist  der  Beweis 
erbracht  Nachträglich  wird  gezeigt,  daß  auch  zwei  Individuen  dei 
Menge  £1'  durch  eme  Überführungslime  in  9!  verbunden  werden  kön- 

671)  Koebe  zeigt  übrigenB,  daß  sich  mengentheoretiBcLe  Betrachtungen  an 
dieser  Stelle  tungehen  lassen  (loc.  cit  669  d)  p,  82),  indem  er  die  von  F  Klein 
poBfculierte  analytische  Abhängigkeit  der  Parameter  nach-weist. 
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nen,  so  daß  auch  ß'  ein  Gebiet  (in  emem  Räume  von  6  p  —  6  Di- 
mensionen) darstellt. 

An  gleicher  Stelle  hehandelt  Koebe  eingehend  unter  anderem  das 
Hauptkreistheorem  sowie  die  allgemeinen  Kleimch&n.  Fundamental- 
theoreme (vgl.  R  Fncke,  IIB  4  Nr.  36  und  87)  "2)  in  der  in  der  Fuß- 
note 569)  unter  b)  genannten  Note  skizziert  Koebe  emen  auf  Kontmüi- 
tätsbetrachtungen  beruhenden  Beweis  einer  Yerallgememerung  des 
ParaüelschLtztheorems  fiir  mehrfach  zusammenhängende  Gebiete  m  (£ 
(Nr  24 h),  dahingehend,  daß  jeder  emzehie  Schlitz  nunmehr  eine  vor- 
gegebene Richtung  erhält.^''®)  Ausführliche  Darlegung  bringt  die  m  der 
Fußnote  569)  unter  g)  zitierte  vor  kurzem  veröffentlichte  Abhandlung 
von  Koebe  Wesentliche  Verallgemeinerungen  des  zuletzt  genannten  Äb- 
bildungssatzes  finden  sich  in  den  in  der  Fußnote  569)  unter  e)  und  f) 
zitierten  Arbeiten  von  Koebe  angedeutet  Hier  handelt  es  sich  um  die 
konforme  Abbildung  eines  mehrfach  zusammenhängenden  Gebietes  in  @ 
auf  ein  ebensolches  Gebiet,  wobei  eme  jede  Randkomponente  m  ein 
gevpisses  sternförmiges  (geradliniges  oder  spiralhniges),  allgemeiner 
baumartig  verästeltes  Lmienaystem  übergeht  Man  vei  gleiche  femer 
P  Koebe,  Leipziger  Berichte  1914,  p.  67—75,  wo  (p  73—74)  ein 
Beweis  für  die  Möglichkeit  der  konformen  Abbildung  einer  geschlos- 
senen schlichtaitigen  i?«emaww  sehen  Fläche  auf  eine  Kugel  durch  Kon- 
tinuitätsbetrachtungen (auf  rein  funktionentheoretischem  Wege,  unter 
Ausschaltung  des  Integralbegriffes)  angegeben  wird  ^''^^) 

Einen  auf  Kontinuitätsbetrachtungen  gegründeten  Beweis  des  Satzes, 
daß  jedes  einfach  zusammenhängende  Polygongebiet  m  (S  auf  ein  Kreis- 
gebiet  konform  abgebildet  werden  kann,  gibt  L.  Bieberhach''''^)  (Nr  25). 

Die  Mannigfaltigkeit  lö'  aller  schlichten  Polygonflachen,  &,uf  die  eine 
KJreisfldche  vom  Halbmesser  R  um  den  Punkt  Z  =  0  durch  die  Funktion 

^l      n 

^(^)=//7(l-|3"''*^^;^+  •  +A„=l,|ZJ  =  i2(Ä=l,  n), 
0        * 

672)  P  Koebe,  loc   cit   669)  d)  p  98—129 

678)  Dieser  Abbildungssatz  läßt  sich  übrigens  auch,  worauf  Koebe  a  a  0 
zum  Schluß  ebenfalls  hinweist,  durch  kombiiiatonBche  Methoden  (im  allgemeinen 
Falle  unter  Heranziehung  gewisser  von  JPrym  hemlhrenden  Gedanken)  erledigen 

673")  Aus  denn  der  Fußnote  569)  untere)  genannten  Note  von  Zioc&e  sei  noch 
die  Verallgemeinerung  der  Grenzkreisuniformierung  zu  dem  Problem  der  konformen 
Abbildung  einer  beliebigen  einfach  oder  mehrfach  zusammenhängenden  berandeten, 
oder  auch  einer  geschlossenen  iZtezuannechen. ^Fläche  auf  ein  konvexes  Grenzkreis- 
polygon hervorgehoben,  wobei  jetzt  die  Winkelsummen  der  einzelnen  Eckenzyklen 
nicht  mehr  wie  im  IJmformierungsfalle  genaue  Teile  von  2  st  zu  sein  brauchen 

674:)  Vgl  L.  Bieberbach,  Gott.  Naehr  1913,  p  662—564,  Rend  del  Cir- 
eolo  Mat  di  Palermo,  38  (1914),  p  98—112  [p,  102—104]. 
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(2^~Z,^0  nur  für  i5  =  Ä)  (^(o)  =  0,  ^  =  l)  konform  ab- 
gebildet wird  (Fonnelpolygonfläclien),  hängt  bei  Torgegebenen  Außen- 
■winkeln  2äAi,  .  .,2xX„  und  variablem  B  Ton  (w  +  1)  reellen  Para- 
metern stetig  ab  Yon  ebenso  vielen  reellen  Parametern  hängt  die 
Menge  ß"  der  nicht  degenerierten  Polygonflächen  in  ©,  die  2!Jtlj^, 
2jcX^  zu  Außenwinkeln  haben  und  0  =  0  enthalten,  stetig  ab.  Augen- 
scheinlich sind  ß'  und  <Ji"..,  (m- +  l)-dimensionale  Gebiete  uud  es 
gilt  ß'^ß".  Sollte  iß'<<ß"  sein,  so  müßte  Ä'  m  Sl"  mindestens 
einen  GreDzpunkt  haben  Diesem  entspricht  kein  Formelpolygon,  da 
die  gegenteih'ge  Annahme  im  Widerspruch  mit  dem  L  E  J.Brouwer- 
schen  Satze  von  der  Invarianz  des  Gebietes  stehen  "würde  Wendet  man 
jetzt  den  Garatiheodorysöheji  Satz  über  Folgen  beschrankter  Gebiete  mit 
von  Null  verschiedenem  Kern  (Nr  47)  an,  so  kommt  man  wieder  zu 
einen  Widerspruch  Offenbar  steht  auch  dieser  (den  "Verzerrungssatz  nicht 
benutzende)  Beweis  auf  dem  Boden  der  Methode  der  offenen  Kontmuen. 

47.  Funktioiientheoretisolie  Hlohtfung.  Es  sei  T  em  einfach  zu- 
sammenhängendes Gebiet  der  Klasse  B  in  der  Ebene  0,  das  den  Ko- 
ordinatenursprung enthält  Die  Bestimmung  emei'  m  T  regulären, 
für  4f  =  0  verschwindenden  Funktion  Z{e)f  dui-ch  deren  Vermittlung 
T  auf  die  Fläche  K  des  Einheitakreises  G  konform  abgebildet  wer- 
den kann,  wird  in  der  Potentialtheorie  auf  ein  Randwertproblem  zu- 
rückgeführt (Nr  22). 

In   der  neueren  Zeit  ist   die  Theorie  der  konformen  Abbildunff 

D 

durch  Methoden  bereichert  worden,  die  sich  ausschließlich  der  funk- 
tionentheoietischen  Hilfsmittel  bedienen,  so  daß  von  emem  Übergang 
durch  ein  Randwertproblem  abgesehen  werden  kann. 

Es  ist  vor  allem  einleuchtend,  daß  die  Potentialtheone  in  der 
Ebene  sich  ohne  weiteres  in  die  Funktionentheorie  emordnen  läßt. 
Die  meisten  Randwertaufgaben  der  Theorie  des  logarithmischen  Po- 
tentials lassen  sich  auf  die  Bestimmung  gewisser  regulärer  oder  mit 
vorgeschriebenen  Unstetigkeiten  behafteter  analytischer  Funktionen, 
deien  reeller  und  imaginärer  Teil  auf  dem  Rande  des  Definitions- 
gebietes vorgegebenen  Bedmgungen  genügen,  zurückfdhren. 

Aus  dem  CaMCÄ2/Bchen  Integralsatze  folgt  in  der  einfachsten  Weise 
der  Gaußsche  Mittelwertsatz,  aus  diesem  durch  eine  lineare  Substi- 
tution,   die  eine  vorgegebene  Kreisfläche  m  sich  selbst  zurückführt, 

das  PöW50»sche  Integral.^^^) 

« 
ß76)  Emen  anderen  von  W  Blasckke  angegebenen  Weg,  der  ebenfalls  von 
dem  Ga'UchysQkeQ.  Integralsatze  zu  dem  PoiSflowschen  Integral  führt,  teüt  Q  Pick, 
Math   Ann    77  (1915),  p  7—28  [p.  8—10]  mit     Dort  findet  Bich  auch  eine  von 
G.  Pick  angegebene  YeraUgememerung  des  PoMJOwschen  Integrals 
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Von  hier  aus  fahrt  der  Weg  über  die  Schioar03c}ieii  Resultate 
zu  den  Ergebnissen  Ton  Koebe,  obne  daß  von  den  partiellen  Ablei- 
tungen zweiter  Ordnung  und  der  Differentialgleioliung  Aw  =  0  Ge- 
brauch gemacht  wird.  Auch  läßt  sich,  von  dem  Cauchyadhea  Inte- 
gralsatze ausgehend,  für  S  (~^)  ^^  /^  ohne  weiteres  eme  Imeare  In- 
tegralgleichung ableiten,  die  der  bei  der  Behandlung  des  zweiten  Rand- 
wertproblems m  der  klassischen  Theorie  (Nr.  17  d)  auftretenden  Inte- 
gralgleichung adjungiert  ist^'^) 

Neuerdings  sind  von  G  CoA-aihdodory,  P.  Koebe  sowie  L  Bieber- 
bacli  Methoden  ausgearbeitet  worden,  bei  denen  von  dm  Ansateen  -der 
Tlieone  der  Randzvertpy-obletne,  selbst  %n  einer  funMionenfheoretischer^ 
Emldetdung,  Tcem  Gebrauch  gemacht  wird  ^^"*)  Das  Gebiet  T  wird  durch 
eme  Folge  von  Gebieten  T„  (w  =  1,  2, .  )  approximiert,  die  durch 
spezielle  elementare  Funktionen  (z  B.  eme  Folge  von  Quadratwurzel- 
operationen  oder  elliptische  Funktionen)  auf  die  Fläche  des  Emheits- 
kreises  konform  abgebildet  werden  können.  Zu  Z(i3)  wird  sodann  durch 
einen  Ghrenzprozeß  übergegangen  Die  wesenthchen  Hilfsmittel  von 
CaratJieodory  smd  der  Satz  von  P.  Montel  (Nr  41)  und  der  (7attc%sohe 
Integralsatz  Demgegenüber  bedient  sich  Koebe  in  strenger  Durch- 
führung der  Weierstraßachen  Ideen  lediglich  potenzreihentheoretischer 
Hilfsmittel  unter  gänzlicher  Ausschaltung  des  Integralbegnffes 

Es  sei  T„(n  =  1,  2, . . .)  eine  Folge  von  Gebieten  m  (S,  die  sämt- 
lich in  einer  Kreisfläche  \e\^M  enthalten  sind  und  den  Punkt  g=>0 
enÜi alten.  Gibt  es  keine  Kreisfläche  um  0  =  0,  die  von  emem  be- 
stimmten w  an  m  allen  T„  enthalten  ist,  so  sagen  wir  mit  C  Gara- 
theodory,  der  Kern  der  Gebietsfolge  besteht  aus  dem  einzigen  Punkte 
^  =  0  Andernfalls  ist  der  Kern  das  größte  8  =  0  enthaltende  Ge- 
biet, das  die  Eigenschaft  hat,  daß  jeder  m  ihm  gelegene  Bereich  von 
einem  bestimmten  w  an  m  allen  T„  enthalten  ist.  Ist  der  Kern  der 
Gebietsfolge  T„(«  =  1,  2,  )  zugleich  Kern  jeder  Teilfolge  T^JJi=X 
2,  ),  so  sagen  wird,  die  Folge  T^  konvergiert  gegen  ihren  Kern 
Es  sei  Sn{Z)  eine  Funktion,  durch  deren  Vermittlung  T^  auf  die 
Flache  des  Emheitskreises  m  der  Ebene. Z  konform  abgebildet  wird 
^^^(0)  =  0,  ^^'^-  reell  und  >  0) 

576)  Vgl  L  Ltchtenstetti^  Arch  d  Math  n  Phys ,  26  (1916),  p  179—180 
Ist  allgemeiner  der  Wert  JR(Z(ä))  einer  in  T  regulären  Funktion  auf  S  vorge- 
geben, etwa  gleich  9(5),  so  erhält  man,  wenn  z  B.  ^'(s)  vorhanden  und  stetig 
ifit,  zur  Bestuumung  von  ^  (Z{z))  auf  S  eme  lineare  Integralgleichung 

676  a)  In  diesem  Zusammenhang  sei  noch  emmal  auf  die  va.  der  Nr  85  be- 
sprochene Abhandlung  von  S.  A  Schwäre  hingewiesen 
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JDamit  die  Fimktionm  z„{Z)  in  jedem  in  dem  Gebiete  \Z\<1 
gelegenen  Bereiche  gleichmäßig  'konvergieren,  ist  nohvendig  und  hinreichend, 
daß  die  Folge  T„  gegen  ihren  Kern  Iconvergiert.  Dwrch  Vermittlung  der 
fwr  \Z\<1  regulären  FunJctton  e{Z)  =  linii»„(Z)  ivird  der  Kern  T 

n  =  oa 

{sofern  dieser  >  0  ist)  auf  die  Flache  des  FmheitsJcreises  feonform  ab- 
gebildet  {0(0)  =  0,  ^  reell  und  >  o)"') 

Em  ganz  analoger  Abbildungssatz  gilt,  wenn  die  (einfach  zusaui- 
menliängenden)  Q-ebiete  der  Folge  nicht  mehr  schlicht,  sondern  end- 
lich oder  unendlich  yielblättrig  sind,  dabei  nach  wie  vor  einer  Un- 
gleichheit \0\<M  genügen.^^8) 

Eb  sei  T  -|-  ä  irgendeia  einfach  zusammenhängender  Bereich  m  der 
Kreisfläche  |;3|  <  1  Gelmgfc  es,  eme  Folge  von  Gebieten  T^  einfacher 
Natur  anzugeben,  die  T  zum  Kern  haben  und  gegen  diesen  konver- 
gieren, so  ist,  wenn  die  Funktionen  3,X'^)  bekannt  smd,  die  Möglich- 
keit der  konformen  Abbildung  von  T  auf  die  Flache  dea  Einhoits- 
kreises  bewiesen  Garaßi^odory  bestimmt  8{Z)  auf  folgendem  elemen- 
taren Wege  Es  möge  zunächst  ein  von  T  verschiedenes  Gebiet  1"" 
existieren,  dessen  Rand  S  enthält  "^^)  Es  sei  p^  {j  =1,2,  )  Qpj\  <  ]) 
irgendeme  Folge  von  Punkten  in  T^,  die  sich  gegen  jeden  Punkt  von 
S  häufen.  Man  kann  eine  Folge  rationaler  Punktionen  eAZ)  exjjli- 
zite  angeben,  so  daß:  1.  durch  Vermittlung  von  0j(Z)  die  Kieisfläche 
1^1  <1  auf  ein  über  der  ;0-Ebene  ausgebreitetes  2^- blättriges  Gebiet 
Tj,  daamp^, .  .  .,pj  Wmdungsp unkte  hat  und  von  dem  2'^mal  durchlau- 
fenen Kreise  jj^l  =  1  begrenzt  ist,  derart  abgebildet  wird,  daß  5^(0)  =  0, 

-^  reell  und  >  0  ist;  2    die  Gebiete  Tj  das  Gebiet  T  zum  Kein 


577)  G  Oaratheo^ory,  Math  Ann  72  (1912),  p  107—144  fp.  120— 12(JJ  Der 
Beweis  stützt  sich,  auf  gewisse  aus  dem  SdiwarsBchan  Lemma  (Nr  35)  abgelei- 
tete Ungleichheiten,  dann  aber  vor  allem  auf  den  m  der  Nr.  41  angegebenen  Satz 
von  P  Montel  Der  vorliegende  Satz  von  Cmalhcodory  berührt  sich  mit  den 
Nr.  41  besprochenen  Ergebnissen  von  Koche,  bei  denen  gleichfalls  \on  dem 
JfotitcZsohen  Satze  Gebrauch  gemacht  wird  Man  ver/jleiche  hiei-zu  femei  P.  Koehe 
loc  cit.  489  d)  p.  68—77 

678)  C  CwratModo)y,  loc  cit  577)  p  126-131  Wie  L  Binheihach,  Üött 
Nachr.  1918,  p.  562—564  gezeigt  hat,  kann  man  bei  diesen  Betrachtungcu  d.ia 
Schware&ahQ  Lemma  ganz  entbehren  und  die  Betrachtungen  auf  den  Jfowte?8chen 
Satz  allein  stützen    Ygl  die  Fußnote  682) 

579)  T  laßt  sich  m  diesem  Falle  sowohl  duich  Folgen  ineinander  geschach- 
telter Gebiete  der  KlasHe  G  als  auch  durch  Folgen  von  Gebieten  derselben  Natur, 
die  alle  T  enthalten,  behebig  annähern  Die  fragliche  Bedingung  ist  beispiolb- 
weise  erfüUt,  wenn  T  ein  Jordansches  Gebiet  13t  Sie  ist  hingegen  nicht  erfüllt, 
wenn  man  z  B  fui  Teine  fengs  eines  Halbmessers  aufgeschnittene  Kreisflache  wählt' 
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taben  und  gegen  diesen  konvergieren  Die  Funktion  e(Z)  erscheint 
damit  als  die  Grenzfiinktion  einer  Folge  rationaler  Funktionen  Da 
jedes  beschrankte  einfach  zusammenhangende  Gebiet  T  in  (S  als  Kern 
emer  Folge  einfach  zusammenhangender  Gebiete  der  Klasse  G  aufge- 
faßt werden  kann,  die  gegen  T  konyergieren,  so  ist  nunmehr  der  Os- 
<7ö0^sche  Satz  (Ni   38)  auf  einem  neuen  Wege  bewiesen 

Von  anderen  Sätzen  der  CaratModoryQ(ih.en  Arbeit  sei  au  dieser 
Stelle  der  folgende  erwähnt:  Jede  Punktmenge,  die  die  vollständige 
Begrenzung  eines  beschränkten  Gebietes  in  ®  ist  und  zugleich  m  der 
Begrenzung  eines  von  diesem  verschiedenen  Gebietes  m  (£  enthalten 
ist  (insbesondere  jede  Jbrdfawsche  Kui've)  liegt  ganz  im  Innern  von 
Streifen,  die  durch  zwei  Niveaulinien  einer  und  derselben  Potential- 
funktion gebildet  sind.  Die  Differenz  der  Weite  dei  PotentjaJfunktion 
auf  diesen  beiden  Niveaulinien  kann  behebig  klein  gemacht  werden  ^^) 

Durch  die  im  vorstehenden  geschilderten  Untersuchungen  von 
G(watTi6odory  augeregt,  hat  Koehe  eine  von  ihm  als  „Schmiegungsver- 
fahren"  bezeichnete,  überaus  einfache  Methode  der  konformen  Abbil- 
dung angegeben  ^®^) 

Es  sei  zunächst  T^  ein  beschranktes  emfach  zusammenhängendes 
Gebiet  m  ®,  das  ohne  wesentliche  Einschränkung  als  in  dem  Gebiete 
|4f|<l  enthalten,  voiausgesetzt  werden  kann^^*)  Wii  nehmen  an, 
deiß  T^  den  Punkt  0  =  0  enthält  Es  sei  Ii^  die  Entfernung  des  Ko- 
ordinatenursprunges von  Sj^  und  p^  ein  Punkt  auf  S^,  so  daß  p^  ^h^ef^i. 

gilt.   Durch  Vermittelung  der  Funktion  e(ß)  =  s^ T_^ *^^^ ,  q^  =  tX^ 

wird  das  Gebiet  |f  |  <  1  auf  em  über  der  Ebene  a  ausgebreitetes,  be- 

580)  C   Carathdodoiy,  loe,  cit   677)  p   139—148 

581^  C.  Caratheodory ,  loc.  cit  577)  p  143  Eine  Verallgemeinerung  des 
Jf/öwieZsohen  Satzes  fuhrt  m  ahnlicliei  Weise  zu  einem  neuen  Beweise  des  Potn- 
car^schen  Satzes  über  die  konforme  Abbildung  von  Gebieten,  die  drei  Punkte 
der  Ebene  unbedeckt  lassen    (0.  Cai  aihdodoiy,  loc.  cit  677)  passun,  msb  p  132) 

682)  Vgl  P  Koehe,  a)  Voranzeige,  Gott.  Naohr  1912,  p  844—848;  aus- 
führliche Darlegung  b)  Joum  f  Math  145  (1914),  p  177—228,  c)  Acta  Math 
40  (1915) ,  p  251—290  Weitere  Abhandlungen  derselben  Serie  d)  Joum  f 
Math.  147  (1917),  p  67—104,  e)  Acta  matb.  41  (1918),  p  306—844,  f)  Math 
Zeitschrift  2  (1918),  p  198—286  Es  sei  m  diesem  Zusammenhang  auf  Potncar^, 
loo  cit  427)  und  Schlesmget ,  Joum.  f  Math  106  (1889);  110  (1892),  Annales 
de  rificole  Normale  20  (1903)  verwiesen.  Vgl  das  einschlägige  Zitat  bei  Koebe, 
Joum  f  Math.  145  (1914),  p  177—228  (p  179,  Fußnote  *) 

583)  Jedes  einfach  zusammenhängende  Gebiet  in  (S,  dessen  Begrenzung  aus 
mehr  als  emem  Punkte  besteht,  läßt  sich  durch  elementare  Funktionen  auf  em 
Gebiet  dieser  Act  abbilden  (P  Koebe,  loc.  cit  582),  b)  182  —  188;  C.  CaraMo- 
dory,  Schwarz  Festschrift,  Berlm  1914,  p  19—41  [p  29—80]). 
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sctränktes,  zweiblättriges  Gebiet  abgebildet,  das  io.  jpj  einen  Winduugs- 
punkt  erster  Ordnung  b.at  und  von  dem  doppelt  umlaufenen  Kreise 
I  iö  I  =  1  begrenzt  ist.  Durcb  Vermittelung  eines  geeigneten  Zweiges 
der  Funktion  M{e)  wird  T^  auf  ein  schlicbtes  Gebiet  T^  abgebildet, 
das  den  Nullpunkt  entbält  und  offenbar  ganz  im  Innern  des  Gebietes 

I J I  <  1  enthalten  ist    Es  gilt  s  (0)  =  0,  ^^  reeU  und  >  0    Es  sei 

Äjj  die  Entfernung  des  Koordinatenursprungs  von  S^  und  p^  em  Punkt 
auf  5j,  so  daß  p^=\^^*  ist.  Von  T^  gelangt  mau  nach  emer  Wie- 
derholung des  Verfahrens  zu  Tj,  von  Tg  zu  jT^,  T^  usw  Durch  ele- 
mentare Überlegungen  (im  wesentlichen  durch  Betrachtung  geeigneter 
Ocejtscher  Funktionen)  beweist  Koebe,  daß  \  Kh^K.-     ,  lim  Ä„  =  1 

ist,  somit  ß^  sich  immer  naher  dem  Einheitskreise  anschraiegt  Dieses 
Resultat  läßt  sich  auch  mit  Garaikeodory  aus  einer  elementaren,  auf 
Flemelj  zurückgehenden  Abschätzung  gewinnen  ^  Daß  das  jKbe&ßsche 
Verfahren  zur  Abbildung  von  T^  auf  K  fuhrt,  ergibt  sich  jetzt  aus 
dem  folgenden,  in  dieser  Fassung  von  CaratModory  formulierten  Satze: 
Es  sei  T  em  beschianktes,  einfach  zusammenhängendes  Gebiet 
m  der  Ebene  0  und  0„{^  (w  =  1,  2, . . .)  eine  Folge  von  Funktionen, 
durch  deren  Vermittelung  T  auf  eine  Folge  von  Gebieten  0„  in  der 
Ebene  Z  abgebildet  wird.    Es  wird  vorausgesetzt,  daß  jef^(0)  =  0, 

—^  reeU  und  >  0  ist,  sowie  daß  0„  in  der  Kreisfläche  |  -Z'|  <  1  ent- 
halten ist  und  den  Kreis  vom  Halbmesser  d^  um  den  Koordiuatenur- 
sprung  enthält.    Endlich  ist  hm  ^^  =  1. 

n  =  ee 

Alsdann  ist  lim  g^(Z)  =  0(Z)  vorhanden.    Der  Grenzübergang  ist 

N=  SO 

m  jedem  Bereiche  \Z\<^&  <,!  gleichmäßig.  Durch  Vermittelung 
von  g(Z)  wird  T  auf  die  Fläche  des  Einheitskreises  konform  abge- 
bildet.'isö)  588) 

Eine  andere  Behandlung  des  ZbeJesehen  Verfahrens  hat  L.  JBichir- 
bach  angegeben. ^8') 

584)  0  CaratModory,  loo   cit   588)  p  29—31 
685)  0.  CaratModory,  loo   cit   588)  c)  p.  25—29 

586)  Eine  andere  Beweisordnung  des  SchmiegungövoxfahxeiiB  unter  Zuhilfe- 
nahme emee  erweiterten  Schwarzichen  Lemmas  findet  sich  bei  P  Koebe,  loc 
01t  582)  0)  p  261—266  —  hiei  unter  Anwendung  auch  auf  mehrfache  und  un- 
endlichvielfach  zusammenhängende  schlichte  Gebiete  A  a  0,  wird  auch  der  Fall 
vorgeschriebener  relativer  Veraweigung  der  Abbildongsfunktion  behandelt.  Vgl 
p   272—286. 

587)  Vgl  L  Bieberbach,  Konforme  Abbildung,  p  1)4  —  108  Wesontlicho 
Dienste  bei  dem  Konvergenzbeweise  leisten  hier  die  folgenden  HilfBadtze-  Es  sei 
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Er  gibt  anoli  eine  -weitere  Beweisordming  an,  um  auf  fonktionen- 
theoretiscliem  Wege  ein  bescliränktes  Gebiet  T  in  (£  auf  eine  Kreis- 
fläche konform  abzubilden.  Das  Gebiet  T  wird  ak  Grenze  einer  Folge 
ineinandergescbacbtelter  Polygonflächen  T^  aufgefaßt  Es  sei  Z^{ß) 
{Z^(ö)  =  0,  -j^ZJO)  reell  und  >  0^  eine  Funktion,  durch  deren  Ver- 
mittelung  T„  auf  K  konform  abgebildet  wird.  Durch  elementare  Be- 
trachtungen unter  Benutzung  der  in  der  Fußnote  587)  genannten 
Hilfssätze  wird  gezeigt,  daß  lim  Z^{i3)  6xistiei*t  und  die  erwünschte 
Abbildung  vermittelt ''^^) 

Es  sei  T  em  beschianktes,  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  in 
®,  dessen  Rand  m  dem  Rande  eines  von  T  verschiedenen  Gebietes  in 
®  enthalten  ist.  Die  in  der  Fußnote  587)  besprochenen  Hilfssätze 
benutzt  Bieberhach,  um  die  Funktion  Z(i3)  IZ{Q)  =  0,  -^Z{Q)  =  l), 

/■(jb)  ■=  a^ ;ef -f  Oj ar* -] —      eme    in    dem   BeveicTie   |«|^J2   reguläre    mchtlmeare 
Funktion    Der  Flächeniuhalt  des  darcli  f{z)  entworfenen  BildbexeicheH  ist  gleich 

^='f\f(z)\'dxdy  =  ot^n\aJ^\'B^'*     Er  ist,   aofern  a^+O  ist,  sicher  größer 

K  n=l 

als  3t|ai  |*i2*     let  aber  Oj  =      •  =  a„_i  =  0,  so  ist  Q>nyc\an\'It' 

Ist  der  Inhalt  des  Bildbereiches  höchstens  um  s  von  ir  JS*  verschieden,  ist 

femer  |ßj|  =  l,  so  ist  \f{8)  —  z\<c']/—Q^- {L  Bieberba<^,    Eend     del. 

r   *      1  —  Q 
Oircolo  Mat   di  Palermo  88  (1914),  p  98—112  [p  105])     Aus  dieser,  oder  viel- 
mehr einer  hierzu   analogen  etwas  allgemeineren  Ungleichheit  folgt  insbeson- 
dere der  Satz     Es  sei  /„(«)(«-=  1,  2,.    )    emo  Folge  von  Funktionen,  die  sich 

in  der  Kreisfläche  \e\-CB  reguläx  verhalten    Es  sei  /j,(0)  =  0,  lim  -=-  /"^(O)  =  1 

Die  Inhalte  der  durch  f^{z)  entworfenen  Bildbereiche  mögen  gegen  ää*  konver- 
gieren   Alsdann  ist  Iim/„(Ä)  «=  z.    Der  Grenzübergang  ist  m  jedem  m  der  Kreis- 

flfi-che  |«|<;JB  enthaltenen  Bereiche  gleichmäßig 

Em  Gegensttick  zu  dem  eingangs  betrachteten  Hilfssatze  bildet  der  folgende 
von  Bieberhach,  Berliner  Sitzungsber  38  (1916),  p  940— 9ö6  [p.  941 — 944],  ange- 
gebene Satz'  Es  sei  T  ein  einlach  zusammenhängendes  Gebiet  in  der  Ebene  /!, 
das  den  unendlich  fernen  Funkt  enthält  Es  sei  z\s)  eme  in  T  reguläre  Funk- 
tion, die  für  z  =  cß  eine  Entwictlung  von  der  Form  s'  =  B-\-a^ f- •  •  •  ge- 
stattet und  T  auf  ein  schlichtes  Gebiet  T'  abbildet.  Der  innere  Inhalt  des  Ge- 
bietes ® — T'  —  S'  erreicht  seinen  Höchstwert,  wenn  T'  das  Außengebiet  emes 
Kreises  ist    (Vgl   hierzu  G  Faber,  Münchener  ßer    1918,  p  89—42  ) 

Neue  Sätze  über  die  Grenzen  der  FlächenvergrOßerung  bei  konformer  Ab- 
bildung enthält  die  neueste  Arbeit  von  O  Hamel,  Monatsh.  f  Math  u,  Phys  29 
(1918),  p   48—64 

588)  Vgl  L  Bteberbach,  a)  Verb  d  Schw  Naturforsch  Ges ,  96  Jahres- 
vers.  (1918),  2  Teil,  p  181— 1:-{2;  b)  Eend  del  Circ  Mat.  di  Palermo  88  (1914), 
p  98—112  [p  100 — 104]  Die  fuoktionentheoietische  Bestimmung  der  Funktionen 
ZJji)  (nach  der  Kontmuitätsmethode)  vergleiche  Nr  46 
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durch  deren  YermitÜimg  T  anf  ein  JKreisgebiet  um  den  Koordinaten- 
urspmng  konfornT  abgebildet  wird  und  deren  Existenz  bereits  fest- 
steht, durch  Polynome  anzun'ähem    Unter  allen  Polynomen  der  Form 

a    .7t 

P(0)  ==  g  -\-^a>k^  wird  dasjenige  P„{0)  bestimmt,  das  den  Ausdruck 

* 
f\P'\^dxdy  zum  Minimum  macht     Die  Folge  P„(i;)  (w  =  1,  2,      .) 

konvergiert  in  jedem  Bereiche  in  T  gleichmäßig  gegen  Z(ey^^) 

Nachdem  durch  die  im  vorstehenden  besprochenen  Untersuchun- 
gen das  Problem  der  konformen  Abbildung  emes  beschiankten  schlich- 
ten ö^ebietes  auf  em  KJreisgebiet  erledigt  ist,  gestattet  ein  von  C  Ca- 
ratlieodory  angegebenes  Verfahren  jedes  einfach  zusammenhangende 
Gebiet  T  in  ®^  auf  funktionentheoretischem  Wege  auf  die  Fläche 
eines  Kreises  abzubilden  ^^°)  Dasselbe  leistet  ein  auf  einer  ganz  an- 
deren Grundlage  beruhendes,  um  dieselbe  Zeit  bekanntgegebenes  Ver- 
fahren von  Koehe,  das,  worauf  Koebe  besonderen  Wert  legt,  sich  po- 
tenzreihentheoietisch  begründen  läßt^*"') 

CarafModory  lost   zunächst  die  folgende  spezielle  Aufgabe     Es 
seien  Zj   und  E^  zwei  Kreisflächen,  die  m  je  zwei  einfach   zusam- 
menhängende,   etwa    der    Klasse    D    angehörende    Gebiete    y^^,  J\^ 
und  ^si,  Tjj,  deren  Rand  allemal  einen  Bogen  des  Kreises  C'^  oder 
(7j    enthält,    zerfallen.     Die    Endpunkte    dieser    Kreisbügen    heißen 
Pi,  Qj^  und  Pj,  Q^.    Bekannt  ist  eme  in  T^^  erklärte  reguläre  Funk- 
tion 0^  ==  jsfj  (js^),  durch  deren  Vermittelung  T^^  auf  T^^  derart  leonform 
abgebildet  wird,  »daß  die  Punkte  P^,  JP^  einerseits,  ^i,  Q^  andrerseits 
emander  entsprechen.   Hierdurch  werden  T^^  und  T^  (idealj  zu  emem 
einzigen  (emfach  zusammenhängenden)  Gebiete  ®  zusammengeschlossen 
Es  handelt  sich  darum,  ®  auf  em  Kreisgebiet  konform   abzubilden, 
d.  h   zwei  entsprechend  in  K^  und  m  K^  erklärte  reguläre  Funlctiouen 
^iMf^si^i)  zu  bestimmen,  so  daß  Zj(^2(;?i))  =  ^i(je'i)  gilt  und  die  durch 
Z,  und  Z,  entworfenen  Bilder  T[„  T;,=  T^„  T,,  von  T,,,  T„,  T,,, 
T,,  so  beschaffen  sind,  daß  T/,  -f  T;,  +  T;,  ==  T/,  +  TJ,  -f  t;  da« 
Gebiet  emes  Kreises  darstellt     Die  Bestimmung  der  Funktionen  Z^ 
;  I   ,1  und  Z^   gelingt   durch   wiederholte  Anwendung   einer  Sdncarzhchen 

j  •]'  ' ,  ,  Spiegelung  und  einer  darauf  folgenden  Abbildung   eines   einfach  zu- 

MJ   ;  ,  sammenhängenden  schhchten  Gebietes  auf  eme  Kieisfläche 

Jedes    emfach   zusammenhängende  Gebiet   T  in  @     kann    man 
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589)  L  Bieberhach,  loo.  cit   588),  p  107—112 

690)  C.  Caratheodory,  loc  cit  588),  p  82-37  [Nr  24jJ  Eine  Darstellung 
findet  Bich  bei  L  Btcberbacfi,  Konforme  Abbildung,  p.  120-126  sowie  bei 
P.  Koebe,  loc   cit  682  d)),  p  76—77 

690»)  Vgl  P  Koebe,  Leipziger  Ber  1914,  p  67—75, 
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wie  man  leiclit  sieht,  in  eine  endliche  Anzahl  miteinander  ideal  zu- 
sammenhängender Kreisflächen  in  ®  umwandeln.  Durch  sukzessives 
Verschmelzen  dieser  gelangt  man  zu  der  gewünschten  Ahhildung  von 
T  auf  das  Gehiet  eines  Emheitskreises.  Die  schrittweise  Erweiterung 
des  abgebildeten  Gebietes  muß  man  natürlich  so  vomehmeU;  daß  man 
stets  em  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  vor  sich  hat. 

Jedes  berandete  schlichtartige  Gebiet  in  ®„  kann  nunmehr  auf  ein 
schlichtes  Gebiet  abgebildet  werden.  Die  in  der  Nr.  41  besprochenen 
Entwicklungen  von  F  Koebe  fdhren  von  hier  aus  auf  einem  rem  funk- 
tionentheoretischen Wege  zur  Abbildung  eines  behebigen  (nicht  geschlos- 
senen) schlichtartigen  Gebietes  auf  ein  schlichtes  Gebiet,  insbesondere 
zu  dem  Pomcar^Koehescken  Satze  und  der  Abbildung  einer  mitp  Rück- 
kehrschnitten versehenen  Eiemcmnachen  Fläche  ?ft  vom  Range  p^l  auf 
ein  2j}-fach  Zusammenhanges  schlichtes  Gebiet  T  mit  linearer  Ränder- 
zuordnung (Nr.  4:3),  Der  Quotient  zweier  zu  T  gehörigen  Poincard- 
schen  0-Reihen  gleicher  Dimension  führt  auf  9fl  verpflanzt  zu  einer 
zu  SR  gehörigen  algebraischen  Funktion,  womit  die  BiemannBcke  Theorie 
algebraischer  Funktionen  auf  funktionentheoretischem  Wege  begrün- 
det wird  »591) 

In  einer  dntten  Abhandlung  zur  Theorie  der  konformen  Abbil- 
dung (loc  cit  582)  d)  gibt  Koebe  unter  Zugrundelegung  einer  ideal  zu- 
sammenhängenden BiemannBcloi&a  Mannigfaltigkeit  u,  a  eine  Bearbei- 
tung semer  m  der  Nr  40b  besprochenen  Untersuchungen  über  die 
konforme  Abbildung  einfach  zusammenhängender  Gebiete,  diesmal 
unter  Ausschaltung  des  Integralbegriffs.  Koebe  erklärt  (vgL  auch 
P.  Koebe,  loc.  cit.  457)  sowie  Ann  ah  di  Matern  atica  (3)  21  (1913) 
S  57 — 64;  H  Weyl,  Die  Idee  der  Riemanmchen  Fläche,  passim);  eme 
„Riemannsche  Mannigfaltigkeit"  (bei  Weyl  „Fläche")  als  den  Inbegriff 
%*  einer  endlichen  oder  abzahlbar  unendhchen  Anzahl-  von  Elementar- 
bereichen  D,  (i  =  1,  2, . . .)  in  ®  oder  auf  Flächen  der  Klasse  G,  die 
von  je  drei  analytischen  und  regulären  Kurvenstücken  begrenzt  sind, 
wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

1.  Gewisse  Kantenpaare  hängen  durch  analytische  und  reguläre 
Substitutionen  gegensinnig  miteinander  zusammen  2.  Betrachten  wir 
aUe  Kanten,  die  einen  Eckpunkt  gememsam  haben  Es  muß  mög- 
Lch  sein,  die  beteihgten,  per  definitionem  „die  vollständige  Umgebung 

591)  Vgl  P  Koebe,  loc  cit  682)a),  p  847—848,  c)p.  287  — 290  Eme 
weBenüich  andere,  ebenfalls  funktionentheoretiBche  Begründimg  mit  Hilfe  der 
Theorie  hnearer  IntegraJgleichnngen  gibt  J.  PUmel^ ,  Monatah  f  Math  u  Phys. 
19  (1908),  p  211—246  [p  244—245]  Ältere  Literatur  {Thomae,  Schlesinger)  findet 
eich  bei  Koebe  loc  cit  682)  o)  p  255,  Fußnote  1)  angegeben. 
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jfflier  Boke  bildenden"  Elementarbereiclie  D^^ ,  .,  B^^  allemal  derart 
auf  gewisse  Dreiecksbereiche  A^^,..  ,  A„^  konform  abzubilden,  daß 
einander  paarweise  entsprechende  Punkte  der  Kanten  von  JD  , .  ,  D 
in  ebensolelie  Punktepaare  der  Kanten  von  A^, .  ,  A^^  übergehen  und 
A  •  •?  A„  in  richtiger  Reihenfolge  aneinander  gereiht,  die  vollstän- 
dige Umgebung  eiaes  Punktes  ergeben  („Bckpunktsbedmgung").  3  Durch 
die  eingangs  erörterte  Zuordnung  der  Kanten  wird  %*  zu  einem  (ideal 
zusammenhängenden)  Gebiet  Ist  die  Anzahl  der  Elementarbereiche 
endlich,  so  ist  das  Gebiet  %*  geschlossen  (vgl.  Nr  4-,  insbes.  die  Fuß- 
note 43)  Jedes  analytische  Gebilde  ist  eine  „Miemannscke  Mannigfaltig- 
keit" kann  („trianguliert"  werden)  (Siehe  E.  Weyl,  Die  Idee  der  Eie- 
wflwwschen  Fläche,  p,  30 — 34.) 

Im  Gegensatz  zu  den  früheren  Darstellungen  betrachtet  Koebe 
jetzt  auch  geschlossene  Gebiete.  Es  sei  ^  eine  schlichtartige  ge- 
schlessene  Eiemanmche  Fläche  (allgemeiner,  ideal  zusammenhängende 
„BiemannBche  Mannigfaltigkeit")  Man  denke  sich  aus  9t  einen  Punkt 
entfernt  und  das  entstandene  berandete  Gebiet  T  als  Grenze  einer 
Folge  inemander  geschachtelter  Gebiete,  etwa  der  Klasse  C.  5\  <  T^  <  • 
dargestellt.  Es  sei  g^  ^^  Punkt  in  T^  und  ^")(ä()  diejenige  in  7;^, 
außer  in  0^,  reguläre  Funktion 

durch  deren  Vermittelnng  T„  auf  das  Außengebiet  eines  Kreises  in 
der  Ebene  Z  konform  abgebildet  wii'd.  Die  Folge  Z<-"^(0)(n  =  1,2,  ) 
konvergiert,  wie  unter  wesenthcher  Benutzung  des  Schwareachen  Lem- 
mas gezeigt  wird,  gegen  eine  Funktion  Z(0),  durch  deren  Vermitte- 
lung  9ft  auf  die  geschlossene  Ebene  der  Variablen  Z  konform  abge- 
bildet wird-  (Eine  andere  fonktionentheoretische  Behandlung  des  glei- 
chen Problems  -=-  auch  hier  unter  Ausschaltung  des  lutegialbegiiffs  — 
findet  sich  bei  P  Ko^e,  Leipziger  Berichte  1914,  p  67 — 75  (p,  78 
bis  74)) 

In  derselben  Abhandlung  (p.  95 — 103)  gibt  Koche  ein  ohne  Be- 
nutzung des  Integralbegriffes  durchgeführtes  Verfahren  zur  konfoimen 
Abbildung  der  Oberflache  emer  analytischen  körperlichen  Ecke  auf 
ein  schlichtes  Gebiet  an  Es  wird  angenommen,  daß  die  einzelnen  an 
der  Büdung  der  Ecke  beteibgten  Flachenstücke  sich  über  den  Eck- 
punkt hinaus  analytisch  fortsetzen  lassen,  daß  die  von  den  Normalen 
an  je  zwei  Nachbarflächen  in  dem  Eckpunkt  eingeschlossenen  Wmkel 
von  Null  verschieden  sind  und  die  Summe  der  Flachenwinkel  einen 
von  NuU  verschiedenen  Wert  hat.  Die  Aufgabe  wird  zunächst  auf 
das  folgende  neue  Problem  zurückgeführt:  In  der  Ebene  g  ist  ein  von 
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zwei  sich  im  Punkte  0  =  0  unter  einem  von  Null  verscLiedenen 
Winkel  schneidenden  analytisclien  und  regulären  Kurvenstücken  2^ 
und  2Jj  und  etwa  einem  Kreisbogen  U^  begrenztes  öebiet  ©^  gegeben. 
Die  KurrenbÖgen  U^  und  2^  smd  durch  eine  analytische  und  regu- 
läre Transformation 

umkehrbar  eindeutig  aufeinander  bezogen.  Der  Bereich  ©^  -f"  -^i  + 
~\-  S^-\-  U^  ist  so  auf  eme  vollständige  Umgebung  &  des  Koordi- 
natenui  Sprunges  in  der  Ebene  S  stetig  i;ind,  bis  auf  den  Punkt  0  =  0, 
konform  abzubilden,  daß  die  Punkte  ^  =  0  und  0  =  0  einander  ent- 
sprechen und  den  korrespondierenden  Punkten  Z^  und  ^  die  gleichen 
Punkte  in  0  entsprechen 

Koebe  betrachtet  nun  das  aus  0q  durch  Übereinanderlagerung  unend- 
lich vieler  Exemplare  ®f.(k  =  •  •  —  2,  —  1,  0, 1,  2,  )  des  gleichen 
WinkeLraumes  entstehende  ideale  einfach  zusammenhängende  Gebiet 
und  bildet  dieses  auf  eine  ganze  oder  halbe  Ebene  einer  Variablen  g 

int  ^  2jti, 

ab  Durch  eme  Substitution  von  der  Form  Z=e'^  oder  Z=^^'' 
wird  erreicht,  daß  0q  auf  em  von  zwei  konzentrischen  Kreisen,  die 
sich,  allgemein  zu  reden,  auch  auf  Punkte  reduzieren  können,  begrenz- 
tes Gebiet  11  derart  abgebildet  wird,  daß  den  zusammengehörigen 
Punkten  von  S^  und  S^  dieselben  Punkte  in  TL  entsprechen.  Der 
äußere  Begrenzungskreis  ist  von  einem  Punkte  verschieden.  Sonst 
wäre  -^  als  Funktion  von  0  betraclitet,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt,  eme  Konstante.  Daß  im  Gegensatz  Ijierzu  der  innere  Begren- 
zungskreis sich  auf  einen  Punkt  reduziert,  wird  durch  besondere  Über- 
legungen bewiesen. 

Wie  Koele  bemerkt,  bleibt  seme  Methode  anwendbar,  auch  wenn 
man  allgemeiner  0  <  |  a  |  H-  1  voraussetzt. 

Durch  die  im  vorstehenden  skizzierten  Betrachtungen  wird  bewiesen, 
daß  die  „Eckpunktsbedmgung^'  eme  Folge  der  übrigen  Bedingungen  ist 

Wie  Koele  zeigt,  kann  man  mit  Hilfe  des  Seh miegungs Verfahrens: 
1  die  zu  einem  behebigen  mehrfach,  zusammenhangenden  schbchten 
Gebiete  T  gehörige  einfach  zusammenhängende  Überlagerungsfläche 
auf  ein  Kreisgebiet  konform  abbilden '*°^),  2.  die  konforme  Abbildung 

692)  P  Koebe,  loc  cit  582)  c)  Die  LöBTtng  des  ersten  Randwertproblems 
läßt  Bich  damit,  wie  leicht  ersichthch,  auf  das  Potfisonsche  Integral  zmückfühzen 
(vgl  die  Fußnote  160)  A  a  0  werden  noch  gewisse  andere  nicht  nmkehrbar 
eindeutige  konforme  Zuordnungen  mehrfach  zusammenhängender,  inabesondere 
„punktierter"  Gebiete  auf  eme  Kreisfläche  erledigt  Man  vgl  hierzu  F  Schotikyy 
Berl  Sitzungsber    (1907),  p  919—928;  (1908),  p.  119—128 
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eines  beliebigen  zweifacb.  zusammeiihäDgendeii  Gebietes  auf  ein  Kreis- 
ringgebiet  durchfahren.    (Vgl.  P  Koebe,  loc  cit  582  b)  p   195—205.) 

In  einer  vierten  vor  kurzem  erachienenen  Abhandlung  zur  Theorie 
der  konformen  Abbildung  (loc  cit  582  e)  fuhrt  Koebe  auf  funktionen- 
iheoretischem  Wege  (unter  Ausschaltung  des  Integralbegnffs)  eine 
Reihe  spezieller  Abbildungen  mehrfach  zusammenhangender  schbchter 
Gebiete,  die  man  ohne  Einschi  änkung  der  Allgemeinheit  von  der  Klasse  C 
annehmen  kann,  durch  Es  handelt  sich  um  die  Abbildung  auf  Norraal- 
gebiete,  deren  Hand  aus  einer  Anzahl  geradliniger,  konzentnscher  kreis- 
förmiger oder  auch  gewisser  spiralförmiger  Schlitze  besteht  uod  über- 
dies einen  oder  zwei  mit  den  Kreisschlitzen  konzentrische  Kreise  ent- 
halten kann  Die  geradlinigen  Schütze  sind  nach  dem  Kreismittel- 
punkt (KoordinatenuTsprung)  gerichtet  oder  den  Koordinatenachsen 
parallel  Sie  können  insbesondere  den  Koordinatenursprung  oder  den 
unendlich  fernen  Punkt  oder  beide  zugleich  enthalten.  Koehe  behan- 
delt 39  verschiedene  Arten  von  Normalgebieten  Die  Abbildung  auf  em 
jedes  Normalgebiet  vorgeschriebenen  Tjpus  ist  im  wesentlichen  nur 
m  einer  Weise  möghch.  Sie  wird  wie  folgt  gewonnen  Das  gegebene 
Gebiet  T  (oder  em  aus  T  durch  Hmzunahme  seiner  Rückseite  in  ge- 
wisser Weise  entstehende  Gebiet  T)  m  der  Ebene  e  wird,  wie  soeben 
auseinandergesetzt  wurde,  in  unendlich-eindeutiger  Weise  auf  die  obere 
Halbebene  m  einer  Ebene  ^  abgebildet  Dem  Gebiet  T  entspricht  dabei 
umkehrbar  eindeutig  em  gewisser  von  Abschnitten  der  Achse  des  Reellen 
und  Halbkreisen  begrenzter  Fundamentalbereich  in  der  Ebene  g.  Es  sei 
f(g'j  =  qo  (g)  eine  die  gesuchte  Abbildung  vermittelnde  Funktion  Die 
Punktion  (p(^)  wird  unter  Zuhilfenahme  von  unendlichen  Reihen  ge- 
wonnen, die  den  von  JS  Weher  (loc,  cit  404)  und  in  allgemeinerer 
Weise  von  F  Schattky,  Joum.  f.  Math.  101  (1887),  p  227—272, 
untersuchten  Reihen  analog  sind 

Eine  von  den  bisher  beti achteten  verschiedene,  rein  potenzreihen- 
theoretisch  begründete  Beweisführung  für  die  in  den  Nr.  41  und  42  be- 
sprochenen Sätze  skizziert  ^oe&e  in  der  mehrfach  erwähnten  Note,  Zur 
Theorie  der  konformen  Abbildimg  und  der  TJniformisierung,  Leipziger 
Berichte  1914,  p.  67 — 75.  Insbesondere  gelingt  es  Koebe  auf  diesem 
Wege  (ohne  Benutzung  der  Silbetischen  Mioimumseigenschafb)  die 
Möglichkeit  der  Abbildung  jedes  einfach  oder  mehifach  zusammenhän- 
genden schlichtartigen  Gebietes  auf  em  Schutzgebiet  zu  beweisen 

Sei  T  ein  beschränktes,  zweifach  zusammenhangendes  Gebiet  etwa 
der  Klasse  C  m  @,  das  außen  von  emem  Kreise  um  den  Koordmatenur- 
sprung  vom  Radius  B^  begrenzt  ist.  Es  sei  r^  der  größte,  r^^  der  kleinste 
Wert  der  Entfernung  des  Koordinatenursprunges  von  den  Punkten 


'  " 


47.  Fnnktionentheoretisohe  Bichtung  363 

der  inneren  Randkomponente  von  T  und  r^  und  r^  die  Radien  der 
Begrenzungskreise  eines  KreisnnggebieteS;  auf  das  T  konform  abge- 
bildet werden  kann.    Es  gilt 

Diese  Ungleichlieit,  die  in  der  Theorie  der  zweifach  zusammenhangenden 
Grebiete  m  (£  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  das  8c^wargs(^&  Lemma  in  der 
Theorie  der  einfach  zusammenhängenden  Gebiete,  ist  von  G.  CaratM)- 
dory  m  seiner  im  Sommersemester  1916  an  der  G-öttmger  Universität 
gehaltenen  Vorlesung  über  konforme  Abbildung  angegeben  und  auf 
fimktionentheoretischem  Wege  bewiesen  worden  Sie  gestattet,  wie 
Oarathdodory  an  gleicher  Stelle  gezeigt  hat,  eine  einfache  fonktionen- 
tbeoretische  Erledigung  der  konformen  Abbildung  einer  geschlossenen 
schhchtartigen  JSz'emawwschen  Fläche  JR  auf  eine  KugeL^^^") 

Eine  Beweisordnung  des  Nr.  40  besprochenen  Uniformisierungs- 
theorems  den  Prinzipien  der  Weiersbraßachen  Funktionentheone  ge- 
mäß, gibt  in  einer  vor  kurzem  erschienenen  Arbeit  L.  JBteberbacJi.'^^^*') 
Seme  Betrachtungen  erstrecken  sich,   wie  diejenigen  der  zuletzt  be- 

092'')  Eb  sei  wiedei  T  das  Gebiet,  das  entsteht,  wenn  ans  SR  ein  (von  den 
Verzweig^ngspunkten  verscMedener)  im  Endhchen  gelegener  Punkt  P  entfernt 

wird    Es  sei  fi„  das  Gebiet  eines  Bjreises  um  P  vom  Halbmesser  Ä„  =  xj»  ('S"  >  0) 

imd  es  sei  T„  —  81  --  ffi„  —  ©„     Es  gilt  T  «>  lim  T„     Man  denke  sioli  T„  dnrch 

«=00 

■Vermittlang  einer  Punktion  Z„(0)  &vf  ein  Zreisgebiet  S^  m  der  Ebene  Z  derart 
konform  abgebildet,  daß  ein  fester  Punkt  Pj  in  iP  in  den  Koordinatenursprung 
ailt  und  das  Vergrößerungsverhaltma  in  P^  den  Weit  1  hat  Ist  e„  der  Radius 
von  K^,  so  gilt  Pi  <  e,  <  pa  ■<  •  •  Daß  (*)  lim  —  =■  0  ist,  zeigt  (JaraQUodory  wie 
folgt    Es  sei  im  Gegensatz  zu  (*)  hm  q^  =  JR.    Wir  wählen  emen  Wert  ^  so  groß, 

nc=eo 

2 
daß  etwa  e^j+i>— i2  ausftJlt  und  das  durch  die  Punktion  Z]u +1(1?)  entworfene 

Bild  S*  von  E„  auch  noch  außerhalb  der  Kjeisfläche  K  um  den  Koordmaten- 

2 

anfangspunkt    mit    dem  Radius    — J2  hegt     Dies  ist,  wie  sich  durch  geeignete 

Abschätzungen  zeigen  läßt,  stets  möghch.  Bilden  wir  jetzt  das  von  0^^^  und 
8*  begrenzte  beschiänkte  Gebiet  auf  ein  Kreiannggebiet  B  konform  ab,  so  muß 

7?  a 

der  Modul  von  B  nach  dem  vorhm  erwäh.nten  Satze  kleiner  als  — —  =  —  sein 

Auf  {ft  entspricht  jedoch  B  ein  Kreisnnggebiet  mit  den  Radien  -^  und  ^^»+1 1 
mithin  dem  Modul  2,  was  einen  Widerspruch  darstellt  Es  ist  demnach  m  der 
Tat  hm  —  =  0 

n  =  eo  Cn 

592")  Vgl  L  Bieberiach,  Math  Ann.  78  (1908),  p  812—331 
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sprochenen  JKbefcesclien  Arbeit,  auf  beliebige  „i?2ema«Msehe  Mannig- 
faltigkeiten'', wobei  besonderes  Gewicht  auf  die  Ausschaltung  topo- 
logischer  Betrachtungen  gelegt  wird  Der  Beweis  stützt  sich  auf 
die  in  der  Fußnote  587)  besprochenen  Hilfssätze  und  das  Schware&diQ 
Lemma  und  benutzt  nicht  die  zum  Verzerrungssatze  führenden  Koebe- 
schen  Hilfssätze.  (Diese  können  übrigens  in  der  einfachsten  Weise 
aus  dem  in  dem  dritten  Absätze  der  Fußnote  587)  mitgeteilten  Bieler- 
hacMdhen  Satze  gefolgert  werden.  VgL  z  B.  G.  Faler,  loc.  cit  m)^^^^) 

Neben  dem  Garat}idodonj%(ihQiOL  Verfahren  der  Kreisscheibenanhim- 
gung  (erste  arundaufgabe),  da^  hier  die  Form  einer  Anhängung  von 
Elementarbereiohen  erhalt,  spielt  der  folgende  Abbildungssatz  (zweite 
Grundaufgabe)  eine  wesentliche  RoUe:  Aus  einem  Kreisgebiet  K  wird 
dadurch  em  (ideal  zusammenhängendes)  Gebiet  0  gebildet,  daß  zwei 
m  einem  Punkte  zusammenstoßende  Kreisbogen  aufeinander  umkehr- 
bar eindeutig,  analytisch  und  regulär  bezogen  sind.  Das  Gebiet  0 
kann  auf  eine  punktierte  Kreisfldche,  oder  doppelt  punktierte»  Ebene 
(das  letztere,  wenn  die  beiden  Bögen  den  Kreis  aii.sfüllen)  konform 
abgebildet  werden.  Zum  Beweise  wird  die  zu  fc»  gehörige  „Überlage- 
rungsfläche" @*  =  hm  0„  durch  geeignete  Verbindung  unendlichviolor 
kongruenter  Exemplare  von  &  (was  ohne  topolügitic.he  Betraehtungeu 
erfolgen  kann),  gebildet  und  der  in  der  Fußnote  502")  angegebene 
Konvergenzsatz  auf  die  Folge  6),,  (w  =  1,  2, . . .)  ungewandt. 

Liegt  nun  eine  beliebige  „Biemanma^f^  Muiniigfiiltigkoit"  vor,  eo 
werden  die  emzelnen  in  unendlicher  Anzahl  von  Exomplnien  vorliegend 


592 c)  AuB   den   la  der  Fnßnotü   687)   beaprochuueii  HillBsiltzoii    wird  der 

i  ',!  folgende,  bei  allen   -weiteren  Betrachtungen  allein  noch  bojiutztü  Konvoi genr- 

V  satz  abgeleitet,  der    sich  mit  entsprechenden  Kon\ ergcnzHn,tzüu  von  Kovhe  bo- 

'  \\  rührt     (Vgl  P  Koehe,  loc.  cit  457),  p.  206—207 )    Eh  Hoi  eine  uiK-ndhcho  Folg« 

iil|  Bohlicliter,  einfach  zusammenhangender  Gebiete  7'„(h=i1,  2,   .  ),  die  Hilmtlich 

i   1  den  Nullpunkt   enthalten,    gegeben     Durch  Veinuttlung   omer   filr  5>-„0  vur- 

■ji  BChwmdenden,    in    T„   leguliiren   Funktion    /m(^)  («  =■  li  -i       )    '•ci   T„   aut 

;■]]  ^n  +  it  o*^®^  ®"^  Gebiet  in  J'n  +  i,  duich  Vermittlung  einer  weiteren  rogulilreu 

_;,  Funktion  2„(«)(z„(0)  =  0,-'|'-^^  =  l)   auf  die  KreisiUche     Xi<1{„   kontorm 

1  '  1 

'    ,  abgebildet     Ist  Hm-^    voihanden  ^0),  so  ist  die  Folge  ;f„  (.p(_p  ^  1,  ü,      .), 

"^  M  auf  Ta  verpflanzt,  in  jedem  Bereiche   in   jP„   gleichmü.ßig   kunvorgont.    .foder 

,  >j  I  Beieioh  in  T^,  von  dem  die  Funktionen  der  Folge  /'^,  /"„  +  ^  (/'„),  /'„  +  j  (/'„  + 1  (/„)), 

'   ''  eme  schliclite  Abbildung  liefern,  vnrd  duich  die  Gronzfunktioii  Z{e)  schlicht  ab- 

!  "!  gebildet    Fiii  hinreichend  hoho  n  enthalt  das  von  Z(z)  enlwoifene  Ihld  von  7'„ 


jeden  Bereich  im  Gebiet  -^  >■  lim  -j^- ' 
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gedachten.  Elementarbereiohe  in  geeigneter  Reihenfolge  miteinander 
verbmiden  und  jedesmal  die  erste  oder  die  zweite  Grundaufgabe  zur 
Anwendung  gebracht.  Der  Konvergenzsatz  (Fußnote  592°)  auf  die 
sich  hierbei  ergebende  Folge  abbildender  Funktionen  angewandt,  be- 
fert  den  zu  beweisenden  Uniformisierungssatz.'^^'*) 

48.  Abbildung  des  Bandes."')  a)  Besondere  Klassen  schlichter 
Gehiete.  Es  sei  T  em  beschränktes  einfach  zusammenhängendes  G^e- 
biet  in  der  Ebene  der  Variablen  ßj  das  den  Koordmatenursprung  ent- 
hält.    Den  Betrachtungen  der  Nr.  88   zufolge  gibt  es  eine  und  nur 

«me  Funktion  Z=Z{(i)  (Z{Qi)  =  0,  ^^  reeU  und  >o),  durch  deren 
Vermittelung  T  auf  die  Fläche  des  Einheitskreises  K  m  der  Ebene 
Z  konform  abgebildet  werden  kann.  Man  darf  im  allgemeinen  nicht 
fordern,  daß  Z{0)  sich  va.  T  -\-  S  stetig  verhält,  vielmehr  ist  dies  eine 
Eigenschaft,  die  in  jedem  besonderen  Falle  entweder  erfilUt  ist  oder 
nicht.^^)  Sie  gilt,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  m  allen  Gebieten 
der  Klasse  Q  (Nr  24:c)     Gehört  T  der  Klasse  B  (oder  auch  nur  AK) 

an,  so  ist  die  Ableitung  ^  in  T  -{-  S  vorhanden  und  stetig  und  ge- 


nügt  emer  jET-Bedmgung     Femer  ist  in  T  -j-  S 


>  0      Nach 


dß 

H  Ä.  Schwäre  läßt  sich   Z{ß)    über    em  analytisches   und   reguläres 
Stück  der  Begi*enzung  analytisch  fortsetzen  (Nr  22).^'*') 

In  emer  Ecke,  deren  Seiten  (den  Eckpunkt  0q  eingeschlossen)  ana- 
lytisch und  regulär   smd  und  einen  Winkel  aar  >  0  einschheßen,  ist 

592 d)  Weitere  Literatur:  P.  Montel,  C.  R.  164  (1917),  p.  879—881 
598)  Efr  sex  %  ein  libei  einer  Ebene  ausgebreitetes  unendliohvielblättigeB 
einfach  zusammenliängendeB  Gebiet,  das  auf  em  EJreisgebiet  K  konform  abgebildet 
werden  kann  Im  allgemeinen  kann  bei  %  von  emem  Eande  im  etgenüichen  Sinne 
des  Wortes  nicht  die  Rede  sein  (vgl  die  Fußnote  41)  Punktfolgen  in  K,  die 
gegen  0  konvergieren,  können  m  %  Folgen  von  Punkten  entsprechen,  deren 
Haufungsstellen  Mengen  bilden,  die  nicht  ohne  weiteres  als  Kontinuen  anzu- 
ßprechen  sind.  (Vgl  E  Study,  loo  cit  148),  p  87—89)  Es  empfiehlt  sich  darum, 
sich  zunächst  mit  der  Betrachtung  beschränkter  Gebiete  in  (S  zu  begnügen  (Bei- 
spiele für  Eigentümlichkeiten,  die  solche  Gebiete  bieten  können,  finden  sich  z.  B 
bei  E  Study,  loc  cit  148,  p  40—44)  Eine  Theorie  der  Gebiete  der  Art  %  vom 
Standpunkte  der  Analysis  Situs  steht  nooh  fast  ganz  aus  Erst  wenn  diese  ins 
einzelne  durchgearbeitet  sein  wird,  wird  die  Fiage  der  Abbildung  des  Randes 
eme  konkrete  Bedeutung  gewinnen  können. 

594)  S  Ä  Schwaiü  hat  als  erster  ausdrücklich  die  konforme  Abbildung 
(des  Innern)  eines  einfach  zusammenhängenden  (konvexen)  Gebietes  auf  die  Fläche 
emea  Einheitskreises  betrachtet  (Nr  86).  Daß  die  Abbildung,  sofern  sie  überhaupt 
möglich  ist,  durch  die  obige  Bedingung  im  wesentlichen  vollständig  bestimmt 
ist,  hat  E  Toincari  gezeigt  (Vgl  loo  cit  427) 
594»)  Vgl   die  Fußnoten  270)  und  288). 
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^=  (^  -  hy'^M  (f(.^)  in  ^0  stetig,  |/'^)|  +  0)  (Nr.  23)  Gehoit 
T  der  Klasse  A  an,  so  entsprechen  Kturenstücken  der  Klasse  Ä  in 
T,  die  von  einem  Punkte  P  auf  *S^  ausgehen,  ebensolche  Kurven  m 
der  Ebene  Z.  Die  Abbildung  ist  auch  noch  auf  S  winkeltreu  Ge- 
hört T  der  Klasse  N  an,  so  gilt  die  yorstehende  Aussage,  außer  m 
den  Ecken  und  Spitzen,  ohne  Änderung  In  einem  Eckpunkt  P  oder 
in  einer  nach  innen  gekehrten  Spitze  (der  emgeschlossene  Winkel 
ajc  >  0)  ist  die  Abbildung  m  der  Bezeichnungsweise  von  C.  Gma- 
tModory  „quasikonform":  der  von  zwei  beliebigen  in  P"*  einmün- 
denden Kurven  der  Klasse  J.  in  T  eingeschlossene  Winkel  wird  bei 

der  Abbildung  mit  dem  Faktor  —  multipliziert.^^) 

b)  Allgemeine  Theorie  In  seinem  Enzyklopädie; Artikel  über  Funk- 
tionentheone^^')  spricht  W.  F  Osgood  die  Vermutung  aus,  bei  der 
konformen  Abbildung  eines  von  einer  JordanBchen  Kurve  S  begi-enzten 
Gebietes  T  m  @  auf  eme  Kjeisfläche  K  dürfte  der  Bereich  T  -\~  S 
umkehrbar  eindeutig  und  stetig  auf  K-{-  C  bezogen  sein.  In  einei 
im  Jahre  1903  erschienenen  Note^^')  gibt  weiter  Osgood  ohne  nähere 
Begründung  eine  Reihe  von  Sätzen  über  das  Verhalten  der  Abbildung 
am  Eande  eines  behebigen  beschränkten,  einfach  zusammenhängenden 
Gebietes  in  (S  bekannt  Emen  Beweis  enthält  die  erst  1913  mit 
K  H  Taylor  gemeinsam  veröffentlichte  Abhandlung  „Conformal  Trons- 
formations  on  the  boundanes  of  their  regions  of  definition"  ^^^)  Wir 
werden  auf  diese  weiter  unten  zu  sprechen  kommen  Kurz  vorbei 
erschienen  zwei  Arbeiten  von  G.  Carailieodory,  in  denen  gleichsam  als 
Abschluß  der  m  der  Nr.  47  besprochenen  Untersuchungen  eine  allge- 
meme  Theorie  beschränkter  einfach  zusammenhängender  Gebiete  ent- 


69ß)  Füi  konvexe  Gebiete  der  Klasse  J.  ist  dieser  Satz  zuexst  von  P  Faiii- 
levi,  loc  eit  224)  bewiesen  -worden  Man  vergleiche  ferner  HJ  A  Hintiklca,  Über 
das  Verhalten  der  Abbüdungafanktion  auf  dem  Eande  des  Deieiehes  in  der 
konformen  Abbildung,  Inaugnral-Disserfcation,  Helsingfors  1912,  p.  1 — 36  In  dem 
Umfange  des  Textes  ist  der  Beweis  fast  ohne  jede  Rechnung  durch  geometnsche 
Betrachtungen  von  C  GaiatModoiy,  loc  cit  683),  p  88—41  geliel'eifc  worden 
Nach  einer  Bemerkxmg  von  Oarathdodory  ist  die  Abbildung  lu  emer  Ecke  auch 
dann  noch  quasikonform,  wenn  die  Bandkurve  m  dem  Eckpunkte  selbbt  zwei 
Tangeuten  hat,  im  übrigen  aber  eme  beliebige  Jordanache  Kurve  ist  Weiter- 
gehende SHtze  gibt  neuerdings  W  Chroßy  Math.  Zeitschrift  Ö  (1919) 

606)  W  F  Osgood,  II  Bl  Nr  19,  p.  66  (abgeschlossen  im  August  1901) 

697)  W  F.  Osgood,  Bull   of  the  Amer.  Math  Soc.  9  (1908) 

698)  W  F  Osgood  mä.  E  S  laylor,  Trans    of  the  Amer  Math  Soc   14, 
Nr  2,  p  277—298,  April  1918 


48.  Abbildung  des  Randes  367 

Wickelt  wird.^^^)  Neben  vielen  anderen  Resultaten  werden  hier  alle 
OsgoodscAien  Sätze  bewiesen.  Eine  eingehende  Behandlung  widmete 
ferner  diesen  und  verwandten  Fragen  in  einer  nm  diese  Zeit  erschie- 
nenen Schrift  über  konforme  Abbildung  einfach  zusammenhangender 
Gebiete  K  Study.^^^) 

Die  CaratheodoryBche  Behandlungsweise  der  Begrenzung  ist  rem 
mengentheoretisch  und  von  der  Theorie  der  konformen  Abbildung  un- 
abhängig.^°^)  In  der  zweiten  der  in  der  Fußnote  599)  zitierten  Ai- 
beiten  wird  teils  von  den  begrifflichen  Definitionen  aus,  teüs  auf  kon- 
struktivem Wege  die  Theorie  der  Primenden  (vgl  den  Artikel  von 
L  Zoretti  und  A.  Rosmffial  über  die  Panktmengen  Nr.  13)  entwickelt 
und  in  Wechselwirkung  mit  E  Study  deren  Emteilung  m  vier'Ai-ten 
durchgeführt;  des  weiteien  werden  die  Fragen  der  Erreichbarkeit  und 
Vielfachheit  weife  gefördert.  Wir  beschränken  uns  auf  die  Besprechung 
der  wichtigsten  Resultate  über  die  Abbildung  des  Randes 

Sei  T  ein  Jordanschea  G-ebiet.  Es  sei  0^  (Je  =  1,  2,  )  eine  Folge 
von  Punkten  in  T,  die  gegen  emen  Punkt  P  auf  S  konvergieren 
Die  zugehörigen  Punkte  Zj.  (Je  =  1,  2,  )  der  Ebene  Z  konvergieren 
gegen  emen  Punkt  auf  G  Dieses  zeigt  CaratJwodory  indirekt  auf  fol- 
gendem Wege.^°^) 

Augenscheinlich  können  Zf.  (k  =  1,  2,  .)  keinen  Häufimgspunkt 
m  K  haben.  Es  mögen  sich  nun  aus  Z/^  (Je  =1,2, .  .)  zwei  Teil- 
folgen aussondern  lassen,  die  gegen  zwei  verschiedene  Punkte  J7i  und 
JT3  auf  G  konvergieren.  Dem  FatouBV^&R  Satze  4.  Nr.  13*°*)  zufolge 
läßt  sich  auf  jedem  der  beiden  von  JTi  und  JTj  begrenzten  Kreis- 
bogen gewiß  je  ein  Punkt  JTg  und  TI^  angeben,  so  daß  8{Z)  längs 
der  Radien  OJTg  und  OU^  gegen  bestimmte  voneinander  und  von  P 
verschiedene  Punkte  P'  und  T"  konvergiert.    Dem  Linienzuge  U^OII^ 

599)  G  Cmathdodory,  Math  Ann  78  (1918)  a)  p  306—820,  b)  p  328—870, 
JS  Ä  Schwärs  zum  70.  Geburtstag,  den  25  Januar  1913,  gewidmet  Die  Haupt- 
resultate  sind  von  OaraÜidodory  auf  der  Karlsruher  Naturfoischerversammlung  im 
September  1911  vorgetragen  worden.  Dort  machte  auch  E  Study  Mitteüaugen 
von  seinen  parallel  laufenden  Untersuchungen  Über  das  Verhältnis  seiner  und 
der  £ifu(2t/schen  Untersuchungen  spricht  sich  Carathdodory  loc  01t  a)  p  806  Fuß- 
note *)  sowie  b)  p  824  aus.    Vgl  hierzu  E  Study,  loc   cit   600")  Vorwort 

600)  E  Study,  Vorlesungen  über  ausgewählte  Gegenstände  der  Geometrie 
2  Hefb  Eonforme  Abbildung  emfach  zusammenhängender  Beieiche  Herausgegeben 
unter  Mitwirkung  von  W  Blaschke,  Leipzig  1912,  p  1 — 142  [p  37—71]. 

601)  Eine  Ausnahme  bilden  nur  die  Stltze  "X"X"nT  und  XXIV  seiner  zweiten 
Arbeit 

602)  C  Caratheodory,  loc  cit   699)  a)  p  817—820. 

603)  Und  der  CaratModoryschen  Ergänzung  (s.  die  Fußnote  148)  hierzu 
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entspricht  em  in  P'  und  P"  endender  Querschnitt  von  T.  Durch 
diesen  wird  T  in  zwei  Teilgebiete  T'  und  T"  zerlegt  Wie  leicht  er- 
sicktiich,  enthält  T'  oder  T"  nur  endlich  viele  Punkte  der  Folge 
gj,  Qc  =  1,  2, .  .)•,  entweder  IIj^  oder  JTg  ist  kein  Häufangspunkt.  Wir 
sind  auf  einen  Widerspruch  gekommen. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  leitet  dann  Ga/raihdodory  ohne  Mühe 
das  weitere  endgültige  Resultat  ab;  die  Bereiche  T  -\-  8  und  K -\-  C 
smd  durch  konforme  Abbildung  von  T  auf  Z  umkehrbar  eindeutig 
und  stetig  aufeinander  bezogen. 

An  diesen  Satz  knüpfen  gewisse  funktionentheoretische  Resultate 
von  L  Fejer  an.^°*)    Fe^Sr   beweist  unter  anderem  den  bemerkeus- 

1       eo 

werten  Satz:   Die  für   |^|<1  reguläre  Potenzreüie  0(Z)='^a^Z'' 

k 

ist  für  l-^l^l  gleichmäßig  konvergent.*"*) 

Es  sei  jetzt  T  irgendein  beschränktes  einfach  zusammenhängen- 
des Gebiet  in  (S  und  äj  (Ä  =  1,  2, . . .)  eine  Folge  von  Punkten,  die 
gegen  ein  Primende  E^  konvergieren  Die  Folge  Z^.  (Ä  =  1,  2, . . .) 
konvergiert  gegen  einen  Punkt  des  Kreises  Der  Beweis  läßt  sich 
ganz  wie  vorhin  führen.  Für  den  Punkt  P  tritt  jetzt  irgendein  Punkt 
auf  S  ein,  gegen  den  eme  das  Primende  JEg  definierende  Folge  von 
Querschmtten  konvergiert  (irgendem  „Hauptpunkt"  von  E^).  Von 
hier  aus  gelangt  man  zu  emem  Hauptsatze  der  Garathcodoryaok&n 
Theone:  Die  Primenden  des  Gebietes  T  und  die  Randpunkte  des 
Kreises  C  entsprechen  emander  umkehrbar  eindeutig  und  stetig.  Jeder 
Folge  von  Punkten  in  T,  die  gegen  em  Primende  E^  konvergiert, 
entspricht  eme  gegen  das  Bild  von  Eg  konvergierende  Punktfolge 
m  ^.«0«) 

Die  Menge  von  Punkten,  in  denen  lim;e(J2e'*)  existiert,  ist  dem 

FatouBchen  Satze  4.  Nr.  13  zufolge  auf  G  vom  ie&es^weschen  Maße 
2;r  Hieraus  wird  unter  anderem  erschlossen,  daß  1.  die  Menge  der 
Punkte   auf  G,   denen  Piimenden   erster  und  zweiter  Art  m  T  ent- 

604)  L  F^er,  a)  C  R  166  (1918),  p.  46—49;  b)  Scbwarz-Festschnft,  Berlin 
1914,  p.42 — 68  Eine  DarateUnngündetsicli  bei  £  LandoM,  loo  cit  462)  p  69—60 

005)  Nach  Feo&r,  loc   cit  604)  b\  p  49—50  konvergiert  ^a^X'',  wenn  T 

k 
ein  behebiges  beschi-tlnkteB,  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  in  (£  bezeichnet, 

auf  C  in  den  Funkten  einer  gewissen  Menge  vom  Maße  2  st.   Aus  dem  AleUBchen 

Satze  folgt,  daß  in  diesen  Punkten  lim  »(-Sc'*)  existiert     Im  Gebiete  T  ent- 

Ä=i 
spiechen  ihnen  darum  Primendsn  erster  und  zweiter  Art  (vgl.  die  Ausführungen 
weiter  unten) 

606)  C  Carathiodoi'y,  loo   cit  599),  p  360  sowie  p  851  Fußnote  *) 


»1^  l     - 
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sprechen,  das  Maß  2sr'**^  und  2.  auf  einem  jeden  Bogen  von  G  die 
Mächtigkeit  des  Kontinuums  hat.^)  Damit  das  Gebiet  T  ein  Jordcm- 
sches  Gebiet  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  seine  Begrenzung 
aus  lauter  einfachen  und  erreichbaren  Punkten  besteht  *"*) 

In  welcher  Weise  erreichbare  und  nicht  erreichbare  Punkte  einea 
Primendes  verschiedenen  gegen  das  Bild  von  Eg  konvergierenden 
Punktfolgen  in  K  entsprechen,  hat  Gcurafhiodory  nicht  naher  unter- 
sucht. 

Study  hält  es  für  wahrscheinlich,  daß  einem  beliebigen  Halb- 
messer des  Kreises  (7  in  T  eia  (analytisches)  Kurvenstück  entspricht, 
das  die  Gesamtheit  der  Hauptpunkte^")  eines  Primendes  approximiert.'") 
Die  gleiche  Punktmenge  wird,  wie  JEbe&e  mit  Hilfe  semes  Verzerrungs- 
satzes zeigt,  gewonnen,  wenn  man  sich  dem  Endpunkte  jenes  Halb- 
messers auf  einer  beliebigen  Kreissehne  nähert.^^^ 

Ein  Teil  der  Carath^doryachen  Besultate  ist  auf  einem  ganz  an- 
deren Wege  von  W.  F.  Osgood  und  S.  H.  Taylor  abgeleitet  worden.'^*) 
Durch  rein  potentialtheoretische  Betrachtungen  wird  gezeigt,  daß  die 
zu  der  öreewschen  Funktion  von  T  konjugierte  Potentialfonktion  bei 
der  Annäherung  an  emen  (erreichbaren)  Punkt  des  Randes  längs  eines 
Jordatiacken  Kurvenstückes  in  T  gegen  einen  bestimmten  Wert  kon- 
vergiert'") Aus  diesen  Eesultaten  wird  dann  im  wesentlichen  alles 
weitere  abgeleitet.    Die  Methode  ist  also  direkt.    Sie  bedient  sich  im 


607)  Vgl  die  PtiBnote  61fi) 

608)  G  CaratModory,  loo.  oit  6fl9)  b)  p.  866. 

600)  G  Gara^^odory,  loo.  cit.  699)  b)  p.  866  Derselbe  Satz  wird  anf  an- 
derem "Wege  bei  W.  F.  Osgood  and  S  H.  Taylor  bewiesen  (loc  cit  598),  p.  295) 
Man  vergleiche  bierzn  die  Ausführungen  von  E  Study,  loc  cit  600),  p.  87—71 

610)  „Die  Kemmenge"  nach  Study  ßandpunkte  und  erreichbare  Ponkte 
des  Bandes  heißen  bei  Study  „Grenz"-  und  „Bandpnnkte" 

611)  Vgl.  E.  Siitdy,  loo.  cit.  600)  p.  65  CHypotheae)! 

612)  Vgl  loo.  cit  600),  p.  127 

618)  W.  F  Osgood  und  F  S.  Taylor,  loo  cit.  598)  Die  beiden  Autoren 
untersuchen  das  Verhalten  der  die  Abbildung  vemuttelnden  Funktion  vor  aUem 
in  den  Frimenden  erster  und  zweiter  Ait,  d  h  den  Primenden,  die  einen  erreich- 
baren Funkt  haben  (übrigens  ohne  den  Begriff  eines  Primendes  zu  benutzen). 
Frimenden  ohne  erreichbare  Punkte  kommen  implizite  erst  m  dem  Schlußsatz  V 
nebst  dem  KoroUor  (p  296 — 297)  voi  Den  CaratModoi'yBQhen  Hauptsatz  über 
die  Tunkehrbar  eindeutige  und  stetige  Zuordnung  der  Funkte  des  Ejreises  und 
der  Fnmenden  des  G-ebietes  T  schließt  die  Theorie  von  Osgood  und  Tayloi'  nicht 
ohne  weiteres  ein.  Das  gleiche  ist  von  dem  Satze  über  das  Maß  der  den  Prim- 
enden erster  nnd  zweiter  Art  auf  G  entsprechenden  Funkte  (übrigens  bezüglich 
aller  noch  zn  besprechenden  Theorien)  zu  sagen. 

614)  W.  F  Osgood  und  ^  JI  Taylor,  loc  cit  698)  p  291. 
Bnoyklop  d.  math.  Wiiieasoh    II  8.  25 
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G-egensatz  zu  der  Cao'athiodorysch&a  Theorie  lediglich  des  klassisohen 
Integralbegi'iffes.*"*) 

Eine  Überraschend  einfache  Behandlungsweise  des  Bandes  be- 
schränkter, einfach  zusammenhängender  Gebiete  in  ®  ist  von  P.  Koebe 
angegeben  "worden.*^")  Koebe  geht  von  dem  folgenden  Hilfssatze  aus 
Es  sei  F{Z)  eine  in  K  erklärte  beschränkte,  singularitätenfreie  ana- 
lytische Funktion,  2j^  (Ä  =  1,  2, . . .)  eine  Folge  analytischer  und  regu- 
lärer Kurvenstücke,  die  einen  Bogen  2  von  0  gleichmäßig  approxi- 
mieren Nimmt  F{Z)  auf  2^  (h  =  1,  2, . . .)  Werte  an,  die  mit  wach- 
sendem k  gegen  eine  Konstante  gleichmäßig  konvergieren,  so  ist  F{Z') 
selbst  eine  Konstante. 

Durch  eine  elementare  konforme  Abbildung  kann  man  erreichen, 
daß  2  sich  mit  der  unteren  Hälfte  des  Kreises  G  deckt  und  die  End- 
punkte von  -Sj  (Ä  =3  1,  2, . . .)  auf  der  Achse  des  Reellen  liegen.  Die 
Konstante  darf  man  gleich  Null  annehmen.  Die  m  K  reguläre  Funk- 
tion ^(Z)  =  F{Z)Fi{Zy,  {Fi{Z)  =  [F{Z)]',  2,  \F^{Z)\  zu  Zund  F^{Z) 
konjugiert  komplex }  konvergiert  auf  den  aus  den  Linien  H^  und  ihren 
Spiegelbildern  gebildeten  geschlossenen  Linien  für  ä;  =  oo  gegen  NuU. 
Wiß  leicht  zu  sehen  ist,  ist  0(Z)  =  0,  darum  auch  F{Z)  =  0.«") 
Sei  jetzt  P(j8o)  ein  erreichbarer  Punkt  auf  B  und  X  ein  m  P  mün- 
dendes Jbr^wsohes  Kurvenstück  in  T  In  der  Ebene  Z  entspricht  B 
ein  Jbr(Ä35Msches,  etwa  in  Tl  auf  G  mündendes  Linienstück  @.  Andern- 
falls müßte  @  längs  eines  Stückes  von  G  unendlich  oft  entlaug  strei- 
chen, »{Z')  auf  @  gegen  »f^  konvergieren,  darum  siZ)  identisch  gleich 
z^  sein.'^*)  In  ähnlicher  Weise  werden  auf  indirektem  Wege  ohne 
jede  Rechnung  die  Hauptsätze  über  die  Ränderzuordnung  abgeleitet.'") 

616)  In  dei  Note,  Zur  Randerzuordnung  bei  konformer  Abbildung,  Qött. 
Naobr.  1918,  p  509—518  gibt  übrigens  OaraÜidodory  tmtei  Benutzung  eines 
Gedankens  von  JS.  Schmtdt  einen  von  der  Lebesgue&dien  Theone  unabhängigen 
Beweis  des  hier  in  Frage  kommenden  Spezialfalles  des  Fato^scheu  Satzes. 

616)  P.  Eoele,  a)  Gott.  Naohr  1918,  p  286—288,  b)  Journ.  f  Math  146 
(1916),  p.  177—828. 

617)  P  Koebe,  loc  cit  616)  b)  p.  212—218.  Emen  anderen  Beweis  skiz- 
ziert Koebe  loc  cit.  616)  a)  p  287—288  Der  im  Texte  wiedergegebene  Beweis 
berührt  sich  nut  gewissen  Betrachtungen  von  E  Lmdelöf,  loc  cit  627)  Einen 
weiteren  Beweis  vergleiche  bei  O.  GaraiMoäory,  loc.  cit.  615)  p.  509—61«  Einen 
analogen  Hüfssatz  gab  B  Courant,  loc  cit.  557),  p.  207—208  an  (Die  Voraus- 
setzung, daß  F(Z)  m  K  beechränkt  ist,  wird  dort  durch  die  Annahme  ersetzt, 
daß  K  durch  F(Z)  auf  ein  Gebiet  vom  endlichen  inneren  Flacheninhalte  abge- 
bildet wird )  Eine  Erweiterung  gibt  nouerdbgs  W  Groß,  Monatsh  f  Math  n 
Phys.  29  (1818),  p.  8-87,  an.  Vgl   auch  F.  Groß,  Math.  Zeitschr  8  (1919) 

618)  P.  Zoebe,  loc.  cit   616)  b)  p  215. 

619)  Vgl  die  analogen  Ausführungen  bei  E  Cowant,  loc  oit.  557),  p  "807"' 
bis  211 
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Es  mögen  0^  und  0^  zwei  Punkte  in  T  bezeichnen.  Es  sei 
^(ßi)  ^i)  ^ö  untere  Ghrenze  der  Länge  aller  von  jer^  nach  0^  führenden 
geradlinigen  Streokenzüge  in  T.  Nach  Koehe  läßt  sich  jedem  s  >  0 
ein  i;(£)  >  0  zuordnen,  so  daß  |  ^^  —  Z^\<.  s  wird,  sofern  0^  und  0^ 
in  T  der  Beziehung  JE(0i,  0^)  <  v{s)  gemäß,  im  übrigen  jedoch  will- 
kürlich gewählt  sind  („Gleichmäßige  Stetigkeit"  der  Funktion  Z{0)y^) 

Emen  ganz  anderen,  ebenfalls  indirekten  Weg  beschreitet  R  Cour 
rcmt^*^)  Es  sei  S  eine  Jordanache  Kurve  Die  zunächst  nur  in  T 
erklärte  Funktion  Z{0)  ist  dort  „gleichmäßig  stetig":  Jedem  « >  0 
läßt  sich  ein  d(«)  >  0  zuordnen,  so  daß  Punktepaaren  0,  0'  in  T,  die 
der  Ungleichheit  {0  —  0'\<d(£)  genügen,  Punktepaare  Z,  Z'  m  K 
entsprechen  derart,  daß  \Z  —  Z'\<.€  gilt.**^)  Wäre  dies  nanJioh 
nicht  der  Fall,  ließen  aich  also  (gegen  S  konvergierende)  Punktepaare 
0^,  0^  finden,  so  daß  lim  |  ;»„ —  j?^'  |  ==  0,  \Z„—  Z^\>  a  (a  konstant) 

wäre,   so    müßte,   wie    eine   Betrachtxmg    der    Ktitven   J7=  C^(0; 
J7«=  XJ{0^j  (Z«  U-^-iV)  zeigt,  das  DincÄZcfeche  Integral 


/i 


divergieren.*^)  Die  punktweise  umkehrbar  emdeutige  und  stetige  Be- 
ziehung der  Bereiche  T  -{-  8  und  K-\-  G  ist  eine  fast  unmittelbare 
Folge  dieses  Satzes.***)  In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  der  wiederholt 
erwähnte  allgemeine  Gara^odoryBGiie  Satz  über  die  Zuordnung  der 
Primenden  eines  beschränkten,  einfach  zusammenhängenden  Gebietes 
T  und  der  Punkte  auf  C  beweisen.**'*)  Die  Beschaffenheit  des  Randes 
von  T  läßt  sich  übrigens  nach  einer  Bemerkung  von  Cowant  auch 
von  der  Abbildung  des  Innern  von  T  auf  K  aus,  auf  Grund  der  Sätze 
über  die  Zuordnung  erreichbarer  Punkte  erforschen.'^'*)  Man  kann  so 
zu  den  von  Carath^dory  auf  mengentheoretischem  Wege  gewonnenen 
Resultaten  gelangen.*'*) 

620)  P.  Koehe,  loc  cit  616)  b),  p  221—222  Mit  dieaem  Satze  steht  ein 
von  W.  F  Osgood,  loc  cit  597)  angegebenes  „physical  law"  in  enger  Bezielmng 

021)  B.  Gourant,  Gott  Nachr.  1914,  p.  101—109 

622)  Courant  beti  achtet  übrigens,  was  nnwesentiioh  ist,  die  Abbildung  auf 
ein  Sohlitzgebiet 

628)  Die  GourantBche  Betrachtungsweise  ist  nut  der  anderen  Zwecken  die- 
nenden Betrachtungsweise  von  H  Lebesg'ue  (Nr  45  c)  verwandt 

624)  Vgl  die  Andeutungen  von  B.  Cowant,  loc  cit.  621),  p.  102;  loc  cit 
667,  p  211. 

626")  B  Courant,  loc.  oit   557)  p  211 

626)  Ln  einzelnen  duichgefOhrt  wurde  dieser  Gedankengang  von  P.  Koehe, 
loc  cit.  ftie)  b)  p.  217—219  und  E.  Lmdelbf,  loc  cit,  627)  b)  (vgl  die  weiteren 
AusfOhiungen  im  Text) 

25* 
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Eine  «ehr  bemerkenswerte  fanktionentheoretisclie  BehandlungB- 
weise  des  Randes  ist  von  S.  lAndelof  vorgeschlagen  worden.^*')  Linde- 
löf  geht  von  dena  von  ihm  bereits  früher  vielfach  mit  Erfolg  benutz- 
ten elementaren  Satze  aus:  Es  sei  fi/s)  eine  in  einem  einfach  zusam- 
menhängenden Gebiete  5^  in  (S  reguläre  Funktion  Sei  g^  ein  willkür- 
licher Punkt  auf  S  und  es  sei  s  eine  behebig  kleine  positive  Zahl.  Laßt 
sieh  £  und  e^  ein  Wert  v  (£,  e^^)  >  0  so  zuordnen,  daß  für  alle  e  in.  T, 
die  der  Ungleichheit  | «  —  j»o I  <  v(fi,  e^)  genügen,  \f{0)\  <  M -^  s  ist, 
so  ist  in  ^  •  •  •  I  f(ß)  I  ^  M.  Das  Gleichheitszeichen  gilt  nur,  wenn  f{e) 
m  T  konstant  ist. 

Sei  Z^=  Z(i}  eme  Funktion,  durch  deren  Vermittelung  T  auf 
die  Fläche  des  Emheitskreises  \Z\<1  konform  abgebildet  wird.  Sei 
q  die  Entfernung  des  Punktes  e(P)  von  S,  L  der  Durohmesser 
von  T.  Ist  »  ein  Punkt  in  T  und  ist  seine  Entfernung  von  S  kleiner 
alä  p*  <  q,  so  ist 

210g--. 

(1)  ii-^wi<,  i, ;  X 

log -^  + log  ^ 

Dieser  Satz  steRt  eine  Yerschärfung  des  Satzes  lim  |  Z(ß)  |  =  1  dar 

Zum  Beweise  wird,  wenn  ;er  ==  a  ein  Punkt  P  auf  S  ist,  derjenige  Teil 
der  zu  log(£f  —  d)  gehörigen  JS^emawwschen  Fläche,  der  der  Beziehung 
\ii  —  o>\'^L  genügt,  durch  Vermittelung  der  Funktion 

l«g(i^.-'')  +  log-^ 

auf  die  Fläche  K  des  Einheitskreises  abgebildet.  Das  Gebiet  T  wird 
dabei  auf  ein  Gebiet  in  K  abgebildet.   Durch  Anwendung  des  eingangs 

genannten  Hilfssatzes  auf  ■—:  und  emige  einfache  Umformungen  ge- 
winnt man  die  zu  beweisende  Beziehung.  Unter  Zuhilfenahme  weiterei 
elementarer  Hilfssätze  zeigt  sodann  Lindelöfy  daß  für  alle  hinreichend 

klemen  9*(<g;)  die  Schwankung  6  der  Funktion  Arctang -^  längs 

emes  beliebigen  eZwrfowschen  Kurvenstückes  m  dem  der  Kreisfläche 
\e  —  a  I  <  ()*  und  T  gemeinsamen  Gebiete  der  Ungleichheit 


(3)  tf  <  4  Are  tang 


627)  E  Lindelöf,  &)  C  ß.  158  (1914),  p   245—247,  b)  Acta  Bocietatia  seien - 
tiarom  ^ennioae,  Bd.  46,  Nr.  4  (1916) 


(2)  ^W=.-    ;_„    J  l         («(0)  =  a  +  ä«-/») 
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genügt.    AugenBcheiiilicli  ist  lim  tf  =  0.    Aus  den  UngleicKheiten  fOr 

1 1  —  Z{e)  I  und  tf  folgen  nun  nacheinander  die  Sätze: 

Ißt  P  ein  erreichbarer  Punkt  von  jS*,  bo  entspricht  einem  in  a 
mündenden  JoräanB^Offn.  Kurrenstücke  ©  in  jT  ein  in  einen  bestimm- 
ten Punkt  Z^  auf  0  mündendes  «7br£?a«Bohes  Kurvenstück  fi  in  Ä". 
Im  allgemeinen  konvergiert  is{Z')  bei  der  Annäherung  der  Veränder- 
lichen Z  «n.  Z^m  K  mcht  gegen  einen  bestimmten  Wert  Die  Gesamt- 
heit der  Häufungsstellen  von  ß{Z)  bildet  ein  Kontinuum  (das  sich 
jedoch  auch  auf  einen  Punkt  reduzieren  kann).  lAnddöf  zeigt,  daß 
dieses  Kontinuum  ein  Primende  erster  oder  zweiter  Art  ist  Dabei 
entsprechen  allen  möglichen  in  Z^  mündenden  JordanBdhßü.  Kurven- 
stücken im  Innern  des  WinkeLraumes  arg ^  ^.z  ^  Y  —  *o  C^o 
beliebig  klein)  in  T  nach  a  führende *Jör<?awsche  Kurvenstüeke  Sind 
Ol  imd  öj  4"  %  zwei  erreichbare  Punkte  auf  S,  ©j  und  ©^  nach  ^i 
und  flj  fahrende  Jordanache  Kurvenstücke  in  T,  so  münden  ß^  und 
Sj  in  zwei  verschiedene  Punkte  von  C  ein.  Ist  T  ein  Jordcmschea  Ge- 
biet, so  ist  Z{ßi)  in  T  und  auf  S  stetig  und  ordnet  Punkte  auf  S  und 
G  einander  umkehrbar  eindeutig  zu.  Bei  emem  beliebigen  beschränk- 
ten, einfach  zusammenhängenden  Gebiete  sind  erreichbare  Punkte 
0  =  a  auf  S  und  ihre  Bilder  Z^  auf  G  überall  dicht  verteilt  Einem 
jeden  nicht  zur  Menge  der  Z^  gehörenden  Punkte  *Z  auf  G  läßt  sich 
wie  vorhin  durch  die  Gesamtheit  der  Häufnngsstellen  von  g{Z)  ein 
Kontinuum  auf  S  zuordnen  Dieses  ist  ein  Primende  dritter  oder 
vierter    Art.      Bleibt    ein    nach    *Z    führendes    JordanackeB    Kur- 
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venstück  S  im  Innern  des  Winkelranmes    arg^^_^  ^- e^  (s^ 

beliebig  klein),  so  umfaßt  die  Menge  der  Häufungsstellen  von  0(Z) 
auf  ß  nach  Lmddof  alle  Hauptpunkte  des  *Z  zugeordneten  Primendes 
und  kernen  einzigen  Nebenpunkt.  Damit  und  durch  den  vorhin  ge- 
nannten Satz  über  die  Pnmenden  erster  und  zweiter  Art  wird  insbe- 
sondere die  5fo«?3/sche  Vermutung  ^^*)  als  zutreffend  erwiesen.^^") 

49.  Vanable   Gebiete.    Betrachtung  emer  Folge  von   Gebieten, 
die  gegen  ein  Gebiet  T  oder  %  konvergieren,  ist,  wie  sich  wiederholt 


Vgl  E.  Study,  loo  cit  611) 
628 ■)  Einen  anderen  Beweis  dieseB  Satzes  gibt  neuerdings  W.  Groß  in  einer 
zur  Zeit  (im  September  1918)  m  TeröfiFenthchnng  begriffenen  größeren  Arbeit 
Vgl.  W  Groß,  Math.  ZeitBohnffc  2  (1918),  p.  242—294.  In  dieser  Arbeit  sowie 
in  den  weiteren  Arbeiten  (vgl.  Monatshefte  f.  Math  n.  Phys  29  (1918),  p  8— 4Y; 
Math.  Zeitschrift  3  (1919),  über  die  nicht  mehr  im  Zusammenhang  referiert  werdea 
konnte,  findet  sich  eine  größere  Anzahl  weiterer  Ergebnisse  (vgl.  die  Fußnote  696) 
Weitere  Literatur:  P.  MonUl  0  R.  164  (1917),  p.  879—88$, 
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gezeigt  hat,  eins  der  mclitigsten  Mittel  zar  Behandlimg  der  Rand- 
wertaufgaben der  Potentialtheorie  und  der  Probleme  der  konformen 
Ahbildnng.  Die  auf  diesem  Wege  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich 
jedesmal  als  Konyergenzsätze  deuten.  Doch  sind  T„  dabei  in  der  Regel 
■Gebiete  spezieller  Natur.  Faßt  man  das  erste  Randwertproblem  ftti- 
beschränkte.  G^ebiete  der  allgemeinsten  Natur  in  (S  als  gelöst  auf,  so  ge- 
winnt man,  wie  in  der  Nr.  34:  angedeutet  wurde,  mit  der  größten  Leichtig- 
keit einen  allgemeinen  Satz  über  das  Yerhalten  der  Lösung  bei  einer 
stetigen  Änderung  des  Gebietes  Das  gleiche  gilt,  wenn  T  einfach 
zusammenhäng'end  ist,  ftlr  die  konforme  Abbildung  von  T  auf  K.  In 
diesem  Abschnitte  werden  einige  hierher  gehörige  weitgehende  Sätze 
besprochen.  Es  handelt  sich  dabei,  sei  es  um  unendlichvielblättrige 
Gebiete,  sei  es  um  gleichmäßige  Konvergenz  im  Innern  und  auf  dem 
Rande  gewisser  Gebiete,  sei  es  um  besondere  Abschätzungen.  Meist 
liefert  die  Methode  zugleich  einen  Existenzbeweis  der  Lösung  oder 
der  Abbildung. 

Ein  sehr  allgemeiner  Satz  dieser  Art  ist  von  H,  Lehesgue  bewiesen 
worden.'"^)"  Es  sei  T^  (n  =  1,  2, .  .)  eine  Folge  beschränkter  Gebiete 
in  ®,'  die'  gegen  ein  ebenfalls  beschränktes  Gebiet  T  konvergieren.*^") 
Es  sei  K*  eine  T  und  T„  (w  =  1,  2, .  .)  enthaltende  Kreisfläche, 
9'ä  (m  =  1,  2, . . .)  eine  m  K*'  -{-  C*  gleichmäßig  konvergierende  Folge 
«tetiger  Funktionen,  »„  die  zu  tp^  gehörige  Lösung  des  ersten  Rand- 
wertproblems mT„.  Die  Funktionen  w„  in  1\,  q)^iRK*  -\-  C* —  T^ 
konvergieren  in  ^  -f~  'S^  gleichmäßig  gegen  m,  die  zu  qp  =  lim  (p^  in  T 
gehörige  Lösung*^*)  ""* 

Einen  sehr  weitgehenden  allgemeinen  Satz  über  veränderliche  Ge- 
biete in  (£  haben  wir  in  der  Nr.  4:7  kennen  gelernt.  Es  ist  der  CaratMo- 
dorysche  Satz  über  die  Abbildung  des  Kernes  emer  Folge  einfach  zu- 
sammenhängender beschränkter  Gebiete.'^^) 


S.  Lehesgue,  loc   cit  685)  a)  p.  398—399, 
630)  T  und  r„  erfCÜlen  die  in  der  Ni.  45  c  gegebene  LebesgueBchQ  Bedingung. 
Das  Maximum  dea  Abstand  es  der  Punkte  des  Randes  5f„  von  S  konvergiert  mit 
-^  zügieioh  gegen  Null   Die  Gebiete  T„  können,  auch  wenn  T  unendlichvielfaoh 
zusammenhangend  ist,  eine  endliche  Zusammenhangszahl  haben 

681)  Leleague  gibt  seinem  Satze  eine  geometrische  Fassung.  Der  Beweii 
■fltötzt  sich  -ffesentlich  auf  den  in  der  Nr.  45  c  besprochenen  Hilfssatz 

682)  L.  Bteberbach  [Gott  Nnohr  1918,  p.  652-564  (p.  658— 669)J  hat  den 
Carath^doryBeihen  Satz  ^^ie  folgt  verallgemeinert:  Es  sei  T„(n  =  l, 2,  ..)  eme 
Folge  einfach  ausa^imenhangender,  gleichmäßig  beaohrankter  Gebiete  in  der  Ebene 
«,  die  olle  den  Punkt  «  —  0  enthalten  und  gegen  ihren  (von  Null  verschiedenen) 
Kern  &  konvergieren.  Durch  Vermittlung  der_Funktionen  ZJe)  (Z^{0)  «  0)  (w  «.  1, 
2, .   .)  mögen  T„  (w  -g  1,  8, . , ,)  auf  Gebiete  .2;  («  —  1, 2, .    )  in  der  Ebene  Z,  die 

4» 
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In  der  in  der  Schwarz  -  Festschrift  veröffentlichten  Arbeit  gibt 
Ga/faiModory  einen  in  jenem  Satze  als  Spezialfall  enthaltenen  KonTer-  ^ 
genzsatz  an  (Nr.  47).^"')  Der  Beweis  benutzt  wesentlich  einige  von 
CarafhSodory  angegebene  Abschätzungen  und  berührt  sich  mit  ge- 
wissen Betrachtungen  von  Plemelj  und  Koehe  (Nr  40b).  Er  ist  von 
einem  Auswohlverfahren  unabhängig 

Es  sei  T  ein  einfach  zusammenhängendes,  beschränktes  Gebiet  in 
%  dessen  Rand  in  der  Begrenzung  eiiies  von  T' verschiedenen  -Ge^ 
bietes  enthalten  ist.  Es  sei  0(Z)  eine  Funktion,  durch  deren  Ver- 
mittelung  Z"  auf  T  konform  abgebildet  wird  (^(0)  =  0,     ,^    reeU 

und  >  Oj.  Um  0{Z)  durch  die  in  gleicher  Weise  normierte  Abbü- 
dungsfimktion  0*(^  eines  Q-ebietes  jT*  mit  beliebiger  Genauigkeit 
zu  approximieren,  genügt  es,  das  Maximum  des  Abstandes  eines  Punktes 
auf  S*  von  S  hinreichend  klem  zu  wählen.  Die  Gestalt  von  8*  ist 
dabei  vöUig  gleichgültig*") 

Einen  weiteren  auf  OaratModory  zurückgehenden  aUgemeinen  Kon^ 
vergenzsatz  gibt  B.  Courcmt  an."^) 

Es  sei  T^  (w  ==  1,  2, . . .)  eine  Folge  Jordlcwscher  Gebiete,  die 
sämtlich  eine  feste  Kreisfläche  um  den  Punkt  e  =  0  enthalten  und 
gegen  ein  Jbrdawsches  Gebiet  Tq  „gleichmäßig  konvergieren".^^^)  Es 
seien  Z*{0)  (w  =  0, 1,  . .  )   Funktionen,    durch   deren   Vermittelung 

gleiohfallB  gleiohmilßig  beschränkt  sind,  kpnform  abgebildet  werden.  Damit 
^„(«)(«"»1, 2,  .  .)  in  jedem  Bereiche  _ia  0  gleichmäßig  konvergieren,  ist  notr 
wendig  und  hinreichend,  daß  Gebiete  T„  (« ==  1,  2,  .)  gegen  ihren  Kern  &  kon- 
vergieren.  Durch  Vermittlung  der  iPunktion  Z(e)  '=]imZ„(e)  wird,  sofern  ^  von 

«  =  00 

Null  verschieden  ist,  0  auf  0  konform  abgebildet 

Wie  bereits  erwähnt  (vgL  die  Fußnote  678)),  benutzt  Bieb&rlach  als  das 
emzige  Hilfsmittel  den  Montel&t^&a.  Satz  (Nr.  41,  p  816),  während  CaraiModory 
daneben  gewisse  von  ihm  aus  dem  Schwarzsch&n  Lemma  abgeleiteten  Ungleich« 
heiten  anwendet. 

688)  Für  das  Exeisgebiet  tritt  hierbei,  was  unwesentlich  ist,  ein  festes  be- 
schränktes einfach  zusammenhängendes  Gebiet  T  em 

684)  C  Gara^iodory,  loc.  cit.  5T7),  p,  186  Eine  andere  Fassung  dieses 
Satzes  findet  sich  bei  L  Bieberbach,  loc  oit  688)  b)  p  104—107.  Für  den  Fehler 
der  Abbildung  gibt  Bieberbach  explizite  eiile  obere  Schranke  an. 

685)  B   Gourant,  loc.  cit.  621)  p  106 

686)  Dies  besagt  folgendes-  Die  Bandknrve  Sq  ist  mit  der  Menge  der  Punkte 
identisch,  deren  Entfernung  von  S„  für  n  <=  oo  gegen  Null  konvergiert  Es  sei 
P  irgendein  Punkt  auf  8^ ;  P^  und  Pj  seien  zwei  beliebige  Punkte  in  Tj,  deren 
Abstand  von  P  kleiner  als  t  ist;  P^  und  P,  lassen  sich  durch  ein^n  gerad- 
linigen ^treökenzug  verbinden,  der  für  hini eichend  großes  n  in  allen  T„  liegt' 
und  dessen  Länge  unterhalb  einer  von  n^  P^  und  P,  unabhängigen,  mit  e  gegen 
Null  konvergierenden  Schranke  liegt 
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j^  ^  ;5^  (w  «=  0, 1, . .  .)  auf  Schlitzbereiche  in  der  Ebene  Z*  der  Be- 
dingung lim  [^„*(;8) ^)==»0    gemäß  konform   abgebildet  werden 

Die  Funitionen  Z*{ß){n  =1,2,...)  konvergieren  in  jedem  den 
Punkt  ;sf  =  0  nicht  enthaltenden  Bereiche  in  T^  gleichmäßig  gegen 
ZQ*ie).  Ist  j^i,  «Tg,  ..  irgendeine  Folge  von  Punkten  {Sj.  in  T^^  oder 
auf  8^,  die  gegen  8^  (in  T^  oder  auf  jS'q)  konvergiert,  so  ist  VimZ^{g^ 

k=seo 

«=  Z^ijs^.  Den  Beweis  führt  Cmvrant  indirekt  durch  Betrachtung 
der  BiridüfisQk&D.  Integrale 


d 


J  I  dg 


-hZ*{d)  dxdy, 


unter  K^  ein  Ki'eisgebiet  um  den  Punkt  g  =  Q  verstanden.  Der  vor- 
stehende, ebenso  wie  der  Nr.  4:8  b)  p.371  besprochene  CoM/flwfeche  Satz 
gilt  unverändert  bei  mehrfach  zusammenhangenden  beschränkten  Gebie- 
ten in  ®,  deren  alle  Randkomponenten  Jordansoke  Kurven  sind.  Ein 
ganz  analoger  Satz  gilt,  wenn  T„(«  =  0, 1, .  )  emfach  zusammen- 
hängend smd,  für  die  in  der  üblichen  Weise  normierten  Funktionen 
ZJji)  (w  =  0,  1, . . .),  die  T„  (w  =  0, 1, . . .)  auf  die  Fläche  des  Ein- 
heitskreises abbilden.  Die  Umkehrfunktionen  ;e(„(Z)  (w  ==  1,  2, . .  ) 
konvergieren  in  dem  Gebiete  |-^|^1  gleichmäßig  gegen  g^iZy^"^) 

Es  sei  noch  der  folgende  von  GaratModory  angegebene  Satz 
genannt: 

Es  sei  Tf  eine  für  0  <  <  ^  1  erklärte  einparametrige  Schar  em- 
fach zusammenhängender  beschränkter,  ^  =  0  enthaltender  Gebiete  in 
@.  Damit  die  T^  auf  K  abbildende  Funktion  ^^{Z)  (0,(0)  =  0,  ^«^(0) 
reell  und  >  0)  für  jeden  Wert  von  Z{\Z\<  1)  stetig  von  t  abhänge, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß:  1.  jedem  Bei  eiche  T  -]-  B  m  Tf, 
der  0  =  0  enthält,  ein  Wert  «  >  0  zugeoidnet  werden  kann,  so  daß 
T  -\-  S  in  T^  enthalten  ist,  sofern  \t  —  t |  <  £  ist,  2.  wenn  ein  ß  =  0 
enthaltender  Bereich  T  -\-  8  m  T^,  T^^,...  enthalten  ist,  T  -\-'S  auch 
m  Tg  liegt,  unter  d  einen  beliebigen  Häufungspunkt  der  Folge  t^^ 
^, . . .  verstanden.^*^) 

Eine  Reihe  spezieller  Sätze  über  konforme  Abbildung  veränderlicher 
Gebiete  sowie  über  Potentialfunktionen  in  diesen  wird  bei  der  Durch- 
führung der  Eontinuitätsmethode  abgeleitet  (Nr.  46)  So  beweist 
P.  Koebe  (auf  zwei  verschiedene  Arten)  einen  Satz  über  die  stetige 
Änderung  der  zu  emem  22J-fach  zusammenhängenden  Fimdamental- 
gebiete  in  (£  mit   paarweise  analytischer  und  regulärer  Zuordnung 

687)  B.  Cmrmi,  loc   oit  621),  p.  108—109. 

688)  0  Oarathiodoi-y,  loc.  oit   677),  p  188—189. 
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der  Raudkompouenten  zngehörenden  ÄhdBGhen  Integrale  bei  emei 
stetigen  Änderung  des  Q-ebietes.''^')  Man  vergleiche  femer  P.  Koehe, 
loc  cit  489)  d)  p  68 — 77  In  diesem  Zusammenliang  sind  noch  die 
Arbeiten  von  JE.  Bitter  über  das  Verhalten  automorpher  Funktionen 
bei  einer  kleinen  ijiderung  des  Fundamentalbereiches  zu  erwähnen. **°) 

639)  Das  Fnndamentalgebiet  ist  dabei  als  eine  ideal  geschlosBene  Fläche 
vom  Bange  p  zn  betraobten.  VgL  P  Koebe,  Math  Ann  76  (1914),  p.  42— lii9 
[p  61— 71J  Der  eine  direkte  Beweis  stützt  sich  wesenthoh  anf  den  Ooiirant- 
KoebeBohen  Hilfssatz  (Nr.  45  d),  der  andere  ist  indirekt  nnd  benutzt  den  Montel- 
aohen  Konvergenzsatz  (Nr.  41  p  816) 

640)  Vgl  U  Bitter,  Math.  Ann  46  (1894),  p.  473—644;  46  (1896),  p.  200—248 


(Abgeschlossen  im  Mai  1918 ) 
Die  seit  Aagast  1914  erschienenen  ansländisohen  Arbeiten  konnten  nnx  zum  Teil 

berücksichtigt  werden. 
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Gnmdlagen  der  Theorie. 

1.  Definition,  des  anals^aolien  Cliarakters  einer  Punktion. 
Man  hat  zwei  wesentlich  verschiedene  Ausgangspunkte  fm-  die  Defi- 
nition des  analytischen  Charakters  einer  in  einem  Bereiche  der  kom- 
plexen jer-Ebene  eindeutig  erbläi-ten  Funktion  zu  unterscheiden.  An 
den  allgemeinen  Dirichletschen  Funktionsbegriff  knüpft  die  nach  Caucliy 
und  Biemann  benannte  Erklärung  an:  Analytisch  heißen  diejemgen 
eindeutigen  Funktionen,  welche  an  jeder  Stelle  einen  Differential- 
quotienten besitzen.  Im  Sinne  der  Ton  Weierstraß^)  und  M(}ray  Ter- 
tretenen  Auffassung  liegt  es,  den  analytischen  Charakter  durch  die 
Entwickelbarkeit  m  Potenzreihen  zu  erklären.  Daß  beide  Definitionen 

1)  Bei  Weters^aß  scheint  dieser  Begriff  des  analytischen  Charakters  einer 
in  einem  gegebenen  Bereiche  eindeutig  erklärten  Funktion  nicht  vorzukommen 
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gleichwertig  sind,  ist  eine  bekannte  Folge  des  (7flz«;%sclien  Integral- 
satzes.*)  Indem  aber  sein  Beweis  zu  verscliiedenen  Zeiten  ein  melir 
oder  weniger  großes  Ausmaß  an  Voraussetzungen  nötig  machte,  wech- 
selte die  Fassung  der  Cauchy-JRiemannBch.&i  Definition  So  glaubte 
man  bis  1884  (und  länger),  dazu  noch  die  Stetigkeit  des  Differential- 
quotienten voraussetzen  zu  müssen.  Erst  Goursat  erkannte,  daß  die 
Stetigkeit  nicht  besonders  vorausgesetzt  werden  muß  (näheres  weiter 
unten).  Daß  auch  an  der  so  entstehenden  Fassung  der  Definition  noch 
Abstriche  gemacht  werden  können,  werden  wir  weiter  unten  sehen 
Unseier  heutigen  an  der  reellen  Funktionentheorie  geschulten  Auf- 
fassung liegt  wohl  die  Cauchy-BtemannBche  Definition  näher  als  die 
Weiäfstraßßcih.e.  Daß  Weierstraß  dieser  gleichwohl  den  Vorzug  gab, 
hängt  wohl  mit  den  folgenden  Umstanden  eng  zusammen:  Weierstraß 
war  die  Caitdiy-JRiemannBcke  Definition  durchaus  geläufig.  Hat  er  sie 
doch  schon  1841^^),  also  rund  10  Jahre  vor  Ccmchy  und  JRiemann  zum 
Ausgangspunkt  eines  Beweises  für  den  LdweniBoh&n.  Satz  genommen, 
den  er  also  auch  zwei  Jahre  vor  La/u/reniB  Veröffentlichung  besaß. 
Aber  zu  emer  exakten  Begründung  der  Integration  im  komplexen  Ge- 
biet ist  von  da  noch  ein  weiter  Weg.  Die  Art,  wie  Weierstraß  in 
dieser  Abhandlung  im  komplexen  Gebiet  vorsichtig  integriert,  läßt 
deutlich  erkennen,  daß  er  sich  schon  damals  ii,ber  die  Schwierigkeiten 
eines  Aufbaues  der  Integralrechnung  im  komplexen  Gebiet  klar  ge- 
wesen sein  muß.  Tatsächlich  sind  dieselben  ja  auch  erst  lange  nach 
dieser  Zeit,  m  der  sich  Weierstraß  seine  Grundanschauxmgen  bildete, 
überwanden  worden.  Ein  genauer  Begriff  des  Eurvenintegrals  im  kom- 
plexen Gebiet  hätte  wohl  Weierstraß  zur  Verfügung  stehen  können, 
wenn  auch  die  endgültige  Fassung  erst  die  zweite  Auflage  von  Jor- 
dans Cours  d'analyse  (1896)  brachte  Hmgegen  die  bis  zu  Pringsheims 
Beweis  von  1900  (oder  GoursatB  Beweis  von  1884)  üblichen  Beweise 
des   GaitchyBchen  Integralsatzes  mochten  wohl  einen  exakten  Denker 

2)  Man  vgl  auch  PrmgsheimB  Übexaetzung  dieaei  Methode  ins  „Integral- 
lose". Ä.  P'ringahezm,  a)  tlhei  die  Entwicklung  eindeutiger  analytischer  Funk- 
tionen in  Potenzieiien,  Münch  Ber.  1896,  p.  75—92;  b)  Über  Yereinfachungen 
in  der  elementaren  Theorie  der  analytischen  Funktionen,  Math  Ann.  47  (1896), 
p.  121—164,  c)  Elementare  Funktionentheorie  und  komplexe  Integration,  Mflnch 
Ber.  1920,  p  145—182.  —  Falls  die  Punktmenge,  in  welcher  f{e)  betrachtet  wird, 
kern  Gebiet  ist,  so  gibt  es  dann  unter  Umständen  differenzierbare  nicht  analy- 
tische Funktionen,  deren  Gesamtverlauf  gleichwohl  durch  Angabe  der  Fimktions- 
werte  m  gewissen  Punktmengen  bestimmt  ist.  VgL  dazu  z  B  JS  Bord,  Le^ons 
Bur  les  fonctions  monog&nes  uniformes  d'une  vanable,  Paris  1917 

2,1)  K  Weierstiaß,  Darstellung  emer  analytischen  Funktion  einer  komplexen 
Yeränderhchen,  deren  absoluter  Betrag  zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen  hegt, 
Münster  1841.    Zuerst  veröffentlicht  in-  Gesammelte  Werke  Bd  I,  p  61—66 
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nicht  zm-  Nacheiferung  locken.  Die  Frage  indessen,  ob  Weiersfraß 
bei  ernstlichem  Willen  die  namentlich,  wenn  auch  nur  anscheinend, 
im  ö-ebiete  der  analysis  Situs  liegenden  Schwierigkeiten  hätte  übei- 
winden  können,  scheint  mir  müßig.  Denn  die  arithmetische  Vei  an- 
lagung trieb  Wei&'straß  ganz  von  selbst  in  eine  andere  Richtung,  m 
der  dazu  noch  die  Linie  des  geringsten  Widerstandes  lag  Dazu  kam 
der  prägnante  Chai-akter,  den  die  Definition  des  analytischen  Gebildes, 
der  analytischen  Funktion,  der  Prozeß  der  analytischen  Fortsetzung 
(namentlich  gegenüber  den  etwas  unbestimmteren  Darlegungen  Bie- 
mcmna^)  erhielt.  So  lag  es  nahe,  die  Reihenlehre  von  vornherein  zum 
Ausgangspunkt  zu  wählen,  weil  so  der  ganze  Bau  eine  große  innere 
Geschlossenheit  erhielt. 

Für  uns  Heutige  fallen  die  Hemmungen  weg.  Der  Integi-albegri£f 
und  die  Integralsäfcze  sind  in  einfachster  voU  befriedigender  Weise 
begründet.  Dazu  erscheint  ein  Aufbau  dei  Infinitesimalrechnung  aus- 
gehend von  dei  Biemannadhen  Defimtion  natürlicher,  einfacher  und 
durchsichtiger  Zwar  halten  auch  wir  an  der  WeierstiraßiBGh.en  Defi- 
nition des  analytischen  Gebildes  fest,  doch  machen  wir  geltend,  daß 
es  gerade  die  komplexe  Integration  ist,  die  allerorts,  auch  in  der 
Theorie  dei  analytischen  Fortsetzung,  die  schönsten  Ergebnisse  und 
die  elegantesten  Methoden  gezeitigt  hat  Wer  auf  sie  verzichtet,  be- 
raubt sich  eines  der  zugkräftigsten  Hilfsmittel  Darum  legen  wir 
unserer  Dai-stelluug  die  Cauchy-Eiemcmmche  Definition  zu  giunde 
Wir  können  das  um  so  eher  tun,  als  bereits  m  H  C  1  {Pniigslieini 
u.  Fabey)  die  für  den  Weiersti'aßa(ih.QTi  Standpunkt  in  Beti-acht  kom- 
menden Reihensätze  ausführlich  dargestellt  sind.^) 

3.  Der  Fundamentalsatz  der  Fxuxktionentheorie  ist  der  Cauohy- 
sohe  Zntegralsatz.   Er  wird  am  besten  so  formuliert: 

Eine  geschlossene  relzUfiziertay  e  Kurve  (5  gehöre  einem  einfach  m- 
sammenhängenden   Bereiche^)  an,   in  welchem  f{e)  eindeutig  und  v(m 

8)  Siehe  z.  B  Riemann^  Gesammelte  mathematische  Werke,  2.  Aufl.  (1S92), 
p.  88—89. 

4)  Osgood  hat  in  Selected  topica  m  the  genei-al  theory  of  funotions.  Bull 
Am  math  8oc.  (2)  5  (1898),  p.  Ö9 — 87  auf  amen  dritten  Ausgangspunkt  hmgewiesen 
Man  erklare  als  analytisch  diejenigen  Funktionen,  für  welche  d&a  jf{e)  d e  =  0 
ist  immer  dann,  wenn  es  über  eine  geschlossene  Kurve  eines  gegehenen  em- 
fach  zusammenhangenden  Bereiches  erstreckt  wird.  Dann  lehrt  der  Satz  von 
Moiera  die  Überemstimmung  diesei  Definition  mit  der  ühhchen  Vgl  auch 
Moraa,  Sulla  definizioue  di  funzione  di  una  vanabile  complessa,  Atti  di  Tonne 
87  (1902),  p   99-102 

5)  Daiunfcei  wird  wie  üblich  eine  Punktmenge  verstanden,  zu  der  mit  jedem 
Punkt  auch  eine  gewisse  Umgebung  desselben  gehört,  lu  der  je  zwei  Punkte 
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cmalyMscheni  Charakter  ist    Dann  ist 

ff{e)d8  =  0. 

Wälirend  die  älteren  Beweise  dieses  Satzes  (II  B  1  {Osgood),  Nr.  3) 
die  Stetigkeit  der  Ableitimg  Ton  /(li)  voraussetzen  müssen,  liat  eine 
auf  Qmjyrsat^)  zurtickgeliende  Beweisanoidnnng  die  MSglichkeit  ge- 
geben, mit  der  bloßen  Existenz  der  Ableitung  auszukommen,  den  Satz 
also  m  der  eben  ausgeaproclienen  Fassung  zu  beweisen.  Eine  kaum 
noch  zu  überbietende  klassisclie  EinfacKheit  liat  der  Beweis  des  Haupt- 
satzes durch.  A  JPringsheim'')  erhalten*)  Doch  erst  aUmählioh,  einem 
bekannten  Trägheitsgesetz  folgend,  verschafft  er  sich  Eingang  m  die 
Lehrbücher*)  und  in  das  Bewußtsein  der  wissenschaftlichen  Welt  Man 
kann  den  Integralsatz  auf  Fälle  ausdehnen,  wo  die  geschlossene  Kurve 
^  nicht  dem  Inneren,  sondern  dem  Rande  des  Regularitätsbereiches  an- 
gehört Das  leistet  die  Goursatadke  Fassung  des  Beweises  ^°)^^)  A.uf 
Grund  der  WeierstraßBoheia.  Definition  der  analytischen  Funktion  hat 

einen  sie  verbindenden  Polygonzng  besitzen  nnd  deren  Bandpuiikte  eine  zusammen- 
bBngende  Menge  bilden,  eine  Menge  alao^  die  Bicb  nickt  in  zwei  punktfremde 
abgeschlossene  Teilmengen  zerlegen  Idßt 

6)  E  Goursat,  a)  Demonstration  du  th^oi&me  de  Caucliy,  Acta  math  4  (1884), 
p  197—200;  b)  Sur  la  ddfinition  gdn^rale  des  fonctions  analytiques  d'apräs 
Oamhy^  Trans  Am  math  Soc  1  (1900),  p.  14—16 

7)  A  Pnngslieim^'a.)  Über  Goursata  Be-weis  des  Caucliyachen  Infcegralsatzes, 
Trans  Am  math.  Soc  2  (1901),  p.  418— 421,  b)  Zur  Geschichte  des  Taylonchen 
Lehrsatzes,  Bibl  math.  (8)  1  (1900),  (p.  438—479)  p   477—479;  c)  a  a.  0    8e) 

8)  Man  vgl.  ferner  a.)  JS  H  Moore,  A  simple  proof  of  the  fundamen- 
tal Gauehy  -  Goursat  theorem,  Trans  Ajn  math  Soc  1  (1900),  p  499 — 506, 
b)  L  He/fter,  Zur  Theorie  der  reellen  Kurvenintegrale,  Gott.  Naohr  1902, 
p  116—140;  c)  L.  Heffter,  Zum  Beweia  des  Cauchif-GoursatQGhea.  Integralsatzes, 
Ebd.  1908,  p  312—816;  d)  L.  Hefftei,  Über  die  Yon  emem  Integiationsweg  von 
vornherein  unabhängige  Definition  des  bestrmTnten  Integrales  Im  zweidimensio- 
nalen Gebiet,  Ebd  1904,  p  196—200;  e)  A.  Pringsheim,  Der  Cauchy-GoujsatBche 
IntegraJsatz  und  seine  Übertragung  auf  reelle  Enrvenmtegrale,  Müuoh  Ber  88 
(1908),  p  678—682 ;  f )  F  SchoUky,  Übei  den  geometrischen  Begriff  der  Funktion 
einer  komplexen  Veränderlichen,  Berlin.  Ber  1915,  p  790 — 798;  g)  F.  Schottly, 
Über  das  Gaitchyacke  Integral,  J.  f  Math    146  (1916),  p  284—244. 

9)  Vgl  z  B  B"  Bwrkhardt,  Einführung  in  die  Theorie  der  analytischen 
Funktionen  einer  komplexen  Verändeilichen,  8  Aufl.,  Leipzig  1908  oder  K  Knapp, 
Fnnktionentheorie ,  Bd  1,  Sammlung  Goesohen.  Auch  Osgood  hat  für  die  Dar- 
stellung in  seinem  Lehrbuch  Kenntnis  von  den  neueren  Beweismethoden  ge- 
nommen. 

10)  Man  vgl  z  B  die  Darstellung  bei  0  Stolz,  Grundzüge  der  Differential- 
und  Integralrechnung  II,  Leipzig  1896,  p   217  ff 

11)  Man  vgl.  ferner  die  spezielleren  Untersuchungen  von  A.  JPrmgsheim, 
Über  den  CaM(%schen  Integralsatz,  Münch  Ber  25  (1895),  (p  39—72)  p  71 
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kürzlicli  Tringsheim'^^^^  den  Hauptsatz,  den  Residueneatz  und  andere 
mohtige  Sätze  abgeleitet.^^^) 

3.  Die  Integralformel  ist  eine  bekannte  Folgerung  aus  dem  lu- 
tegralsatz  Sie  lautet  bekanntlicli  so:  Wenn  die  gescMossene  orien- 
tierte Kurve  (5  einem  einfaclizusamnienliäDgenden  Bereicbe  angehört, 
m  "weleliem  f{g)  eindeutig  und  von  analytischem  Charakter  ist,  und 
wenn  sie  die  Stelle  g  einmal  in  positivem  Simie^^")  umschließt,  dann 
gut  die  DarsteUung")  i      r  f(^^dt 

In  den  meisten  Lehrbüchern  pflegt  die  Sache  so  dargestellt  zu  wer- 
den, als  handele  es  sich  um  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Inte- 
gralsatz Wenn  das  richtig  sein  soll,  so  muß  man  zu  mindest  aber 
den  Integralsatz  so  allgemein  formulieren,  wie  dies  z.  B.  0.  Stole'"^) 
getan  hat  Denn  sonst  ist  die  gewöhnlich  herangezogene  Hilfskurve 
gar  nicht  unter  den  Kurven  enthalten,  fdr  die  der  Integralsatz  be- 
wiesen wurde  Denn,  sie  enthält  ein  doppelt  durchlaufenes  Stück, 
liegt  somit  nicht  im  Innern  eines  einfach  zusammenhängenden  Re- 
gulantätsbereiches  von  f{e)  Aber  selbst  wenn  man  wie  K  Kncypp^) 
durch  Einschaltung  zweier  doppelt  durchlaufenen  Hilfsgeraden  diesen 
Übelstand,  auf  den  ich  ihn  aufmerksam  machte,  vermeidet,  so  krankt 
die  Beweisanordnung  doch  noch  immer  daran,  daß  die  Autoren  eine 
anschauhche  Vorstellung,  keine  begriffliche  Fassung,  des  Umlaufssiimes 

IIa)  A.  Fnngsheim^  Elementate  Fnnkhonentheone  tind  komplexe  Integra- 
tion, Münoh  Ber.  1920,  p.  145—182  Vgl  auch  Ä  Prmgahdm,  Zui  Theorie  der 
synektiBchen  Funktionen,  Müncb.  Ber.  1896,  p.  167 — 182 

IIb)  Vgl  aucli  A  Kneser,  Die  elementare  Theorie  der  analytisohen  Funk- 
tionen und  die  komplexe  Integration,  Münch  Ber  1920,  p  65 — 81. 

11c)  Damit  ist  gemeint,  daß  bei  Durchlauftmg  der  Kurve  im  vorgeschrie- 
benen Sinne  log(^  —  z)  genau  um  ^m  zunimmt 

12)  Wenn  <p{^  auf  der  rektifizierbaren  Randkurve  ©  von  B  stetig  ist,  so 
stellt  bekannthch  das  Integral  /> 

2niJ   f  — Ä     *" 

eine  m  B  analytische  Funktion  dar,  deren  unter  umständen  m  irgend  einem 
Sinne  existierende  Eandvrerte  aber  mit  gp(3  nicht  übereinzustimmen  brauchen 
Indessen  bestehen  gewisse  Beziehungen,  mit  welchen  sich  die  folgenden  Arbeiten 
befassen  a)  M  Hamburger,  Über  das  Cat*c%sche  Integral,  Sitzungsbei  Berl 
math  Ges  2  (1908),  p  17—25,  b)  J.  Flemelj,  Em  Ergänzungssatz  zur  Caucky- 
schen  Integraldarstellung  analytischer  Fimktionen,  Randwerte  betreffend,  Mo- 
natsh  Math  Phys.  19  (1908),  p.  205—210,  c)  B  Pompdju,  Sur  les  fonc- 
tions  reprdsentdes  par  des  integrales  ddfimea,  Ann  sc.  d.  Ac  d.  Porto  5  (1910), 
p  214—219  (dazu  E  Borel,  a  a  0  188  c),  p.  8,  Fußnote  1);  d)  W  Gross,  Eme 
Bemerkung  zum  CawcÄyachen  Integral,  Monatsh  Math  Phys  28  (191 7),  p  238—242. 
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benutzen.  Dalier  Legt  es  nahe,  den  Beweis  dadurch,  zu  führen,  daß 
man  durch  log  (§  —  z)  den  Bereich  auf  einen  schlichten  einfach  zu- 
sammenhängenden Hilfsbereich  abbildet,  in  dem  dann  die  übliche 
HilfskuiTe  wieder  geschlosBen  liegt.  (Näheres  im  eisten  Band  meines 
demnächst  erschemenden  Lehrbuches  der  Funktionentheorie.)  Die 
Beweisanordnung  Ton  Schottlcy^)  bietet  besondere  Vorteile. 

4.  Erweiterungen.  Man  kann  in  mannigfacher  Weise  die  Gauchy- 
Riemarmsche  Definition  noch  erweitem,  an  den  gemachten  Annahmen 
mannigfache  Abstriche  vornehmen  Immer  handelt  es  sich  darum  fest- 
zustellen, daß  Teile  der  gemachten  Annahmen  sich  aus  dem  Best  der- 
selben erschließen  lassen.  Der  älteste  in  diese  Richtung  zielende  Satz 
ist  der  j!2^ew^awwsche  über  hebbare  Unstetigkeiten: 

Wenn  eme  Funktion  in  der  Umgebung  einer  Stelle  eindeutig, 
analytisch  und  beschränkt  ist,  so  existiert  ein  Grenzwert  von  f(g) 
bei  Annäherung  an  diese  Stelle.  Wenn  man  die  Funktion  an  der 
kiitischen  Stelle  dadurch  erklärt,  daß  man  sie  diesem  Grenzwei-t  gleich- 
setzt, so  ist  die  neue  Funktion  auch  an  der  kritischen  Stelle  selbst 
analytisch  geworden. ^^) 

Es  liegt  auf  der  Hand,   daß  man  auch  endlichvielo  solche  kriti 
sehe  Stellen,  ja  unendlichviele  zulassen  kann    Näheres  darüber  wird 
m  Nr.  13  bei  Besprechung  der  smgnlären  Stellen  gesagt  werden. 

Man  pflegt  häufig  die  vorausgesetzte  Differenzierbarkeit  durch 
das  Bestehen  der  Gauchy-Miemcmn&QJa&R  Differentialgleichungen  auszu- 
drücken Natürlich  folgen  diese  Differentialgleichungen  aus  der  Diffe- 
renzierbarkeit  von  f{d).  Aber  aus  dem  Bestehen  dieser  Differential- 
gleichungen folgt  noch  nicht  ohne  weiteres  die  Differenzierbarkeit  von 
f{z)  Denn  die  partiellen  Ableitungen  enthalten  nur  Grenzübergange 
m  zwei  bestimmten  Richtungen,  während  in  der  Ableitung  f{fs)  ein 
aUgememerer  Grenzübergang  steckt.  Erst  aus  der  vollständigen  Diffe- 
renzierbaikeit  ^^*)  von  Real-  und  Imaginärteil  folgt  die  Existenz  der 
Ableitung  f{z).  Diese  vollständige  Differenzierbarkeit  folgt  z.  B  aus 
der  Stetigkeit  dieser  partiellen  Ableitungen  als  Funktionen  der  beiden 
Variabelen  x  und  y  {g  =  x  -{-  iy).  Ob  sie  schon  aus  der  Stetigkeit 
dieser  partiellen  Ableitungen  als  Funktionen  einer  jeden  eimelnen  der 
beiden  Yariabeln  folgt,  scheint  eine  noch  offene  Frage  zu  sein  ^*)   In 

18)  Viele  der  älteren  Beweise  Bind  mißlungen    Neuere  siehe  unter  46) 
18 a)  D,  h     I  qp (x,  y)  —  {x  —  x^)  qp^(a;, ,  y^)  —  {y  —  2/o)  ^y i^o  1 2/o) t 

<s{\x  —  x^\  +  \y  —  y^\) 
für  jedes  positive  a  bei  genügend  kleinen 

\x  —  x^\    und    |y  — yo|. 
14)  L  Heift&r,  a  a  0   8  b),  p  182 
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diese  ßichtimg  zielt  allerdings  em  Satz,  den  MonteV^)  gewonnen  hat. 
Die  eindeutige  Funktion  to  =  f{d)  (w  =  m  +  ?u,  e=^x-\-iy)  sei  in 
einem  Bereiche  B  beschränkt.  Die  vier  partiellen  Ableitungen  u^,  u^j, 
v^,  V  sollen  überall  mit  Ausnahme  einer  Menge  vom  Maße  Null  exi- 
stieren, beschränkt  sein  und  den  Ga/nchy-EiemannackevL  Dififerentialglei- 
chungen  genügen  Dann  ist  /"(£)  yon  aaalytiscliem  Charakter.  Aus 
dem  Monteladhen  Satze  würde  also  z  B.  folgen,  daß  f{g)  analytisch 
ist,  wenn  es  in  einem  Bereiche  JB  eindeutig  und  stetig  erklart  ist, 
wenn  dazu  der  Differentialquotienfc  f(ßf)  überall  mit  Ausnahme  emei 
Menge  vom  Maße  NuU  existiert  und  zudem  beschi'änkt  ist ") 

In  anderer  Richtung  liegt  ein  schönes  Ergebnis  von  H.Bohr'^'') 
Aus  der  Existenz  von  /"(s;)  — /"(O 

folgt  offenbar  die  Existenz  sowohl  von 


lim 


m-f(8,) 


^  —  SSn 


als  von  bm  arg^^"=^"^. 

Eine  Funktion,  für  die  der  erste  Grenzwert  eiistieit,  möge  strecken- 
treu, eme,  für  die  der  zweite  existiert,  möge  winkeltreu  heißen 
jET.  JBohr  hat  bemerkt,  daß  nicht  alle  streckentreuen  Punktionen  ana- 
lytisch oder  zu  aualytisclien  konjugiert  smd  Setzt  man  aber  noch 
voraus,  daß  f(/)  eine  schlichte  Abbildung  eines  Bereiches  vermittelt, 
daß  sie  eindeutig  und  streckentreu  ist  und  duß  bei  der  Abbildung 
der  Umlaufssinn  erhalten  bleibt,  dann  ist  f(/)  analytisch  (Vgl  hieizu 
iiuch  II  0  3  {Lichtenstein\  Nr.  11  f^) 

16)  P  Montel,  a)  Sar  les  suites  iufinies  de  fonctions,  Ann  Eo  Norm  (3) 
2i  (1907),  (p.  288—884)  p.  298—884,  b)  Sur  les  diff&entielles  totales  et  les  fonc- 
üona  monogenes,  Fans  C  E.   156  (1913),  p  1820—1822. 

16)  Weitere  Untersuohnngen  in  ähnlicher  Biohtung  rühren  von  verschiedenen 
Autoren  her  a)  Ij  Ltchtenstem,  cc)  8nr  la  d^finition  gdnärale  dos  fonctions  ano- 
lytiques,  Paris  C  R  160  (1910),  p  1109—1110;  ß)  Über  einige  Integrabilitatsbe- 
dingungen  zweigUednger  Difierentialanadruoke  mit  einer  Anwendung  aiif  den 
CaucliyBchea  Tntegralsatz,  Sitzbei  Berl  math  Ges.  9  (1910),  p  84—100,  b)  Oh.de 
la  Vailde-Poussm^  Bäduction  des  mtägi'ales  doables  de  Lebesgue  Application  ä  la 
d^fimtion  des  fonctions  analjtiqnes,  Ac.  r  de  Belgiqne,  Bull,  de  la  claase  des  sc 
1910,  Nr  11,  p  793 — 798,  c)  S  BademaclieTj  Bemerkungen  zu  den  GaucHiy-Bie- 
marmachevi  Differentialgleichungen  und  zum  Morerasch&D.  Satz,  Math.  Ztschr  4 
(1919),  p   177—185. 

17)  H.  Bohr,  Über  streckentreue  und  konforme  Abbildung,  Math.  Ztschr  1 
(1918),  p  408 — 420.  Einen  einfacheren  Beweis  gab  H  Mademacher,  Über  streokeu- 
treue  und  winkeltreue  Abbildung,  Math.  Ztschr  4  (1919),  p  131—138 

18)  Mit   solchen  Fragen   hat   sich    schon   vorher  JR   Remcüc  befaßt«   Über 
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5.  Begriff  der  analytisolien  Fiuiktion.  Die  Vorstellung  oder  dei 
Begriff  der  analytisclieii  Fortsetzung  spielte  sowohl  bei  Riemmtn  wie 
bei  Weierstraß  eme  beherrschende  RoUe.  Während  er  aber  bei  Bie- 
mann  und  seinen  Nachfolgern  mehr  als  eme  zur  VorsteUnng  der  JRie- 
wawnschen  Fläche  hinführende  nicht  ins  einzelne  ausgeführte  Idee  auf- 
tritt, hat  Weierstraß  diese  Vorstellung  mit  voller  begrifflicher  Schaife 
dmchdiungen.  Sie  hat  ihn  zum  Begriff  der  analytischen  Funktion  ge- 
führt, der  auch  bei  Biemarm  aber  mehr  in  anschaulicher  als  begriff- 
licher Klaiheit  auftritt.  Der  Ausgangspunkt  liegt  immer  m  der  Be- 
meikung,  daß  zwei  in  einem  Bereiche  analytische  Funktionen  dann 
duichweg  übereinstimmen,  wenn  dies  nur  in  emer  Punktmenge  zutrifft, 
welche  einen  dem  Bereiohinneren  angehörigen  Häufungspunkt  besitzt. 
Daraus  ergibt  sich  mm  wieder  das  Streben,  eine  in  einem  Bereiche 
definierte  analytische  Funktion  wenn  möglich  auch  über  diesen  Be- 
reich hmaus  zu  verfolgen  Diesem  Bestreben  hat  Weierstraß  eme 
präzise  Fassung  gegeben  durch  seinen  Begriff  der  analytischen  Fort- 
setzung Wenn  eme  analytische  Funktion  in  einem  Kreise  durch  ihre 
Potenzreihenentwicklung  gegeben  ist,  so  ist  es  möglich,  daß  die  Ent- 
wicklung derselben  Funktion  an  emer  vom  Mittelpunkt  des  Kieises 
verschiedenen  SteUe  des  Kreises  noch  in  Stellen  konvergiert,  die  dem 
ersten  Kreise  nicht  mehr  angehören  Dann  wird  durch  die  neue  Ent- 
wicklung eine  Fortsetzung  der  gegebenen  Funktion  erklärt  Jede  der 
Entwicklungen  stellt  ein  FunJäionselement  dar  Man  sagt,  das  zweite 
Element  gehe  aus  dem  ersten  durch  unmittelbare  analytische  Fort- 
setzung hervor.  Den  eben  beschriebenen  Prozeß  kann  man  iteneien, 
um  so  immer  neue  Elemente  zu  erhalten.  Ihre  Q-esamtheit  erschöpft 
die  analytische  Funktion  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  jedes  der 
Elemente  alle  übrigen  bestimmt 

Unter  einer  analytischen  Funhtion  verstellt  man  also  die  Gesamt- 
heit der  FunMionselemente,  die  man  aus  einem  derselben  durch  Iteration 
des  Prozesses  der  unmittelbaren  analytischen  Fortsetmng  erhalten  Jcann 

Duich  eme  Erweitemng  des  Begriffes  „Funktionselement"  gelangt 
man  von  hier  zum  analyttsclten  Gebilde.  Man  kann  kurz  sagen,  es 
gehe  aus  der  analytischen  Funktion  dadurch  hervor,  daß  man  die 
Stellen  lationalen  und  die  Stelleu  algebraischen  Charakteis  mit  in  Be- 
tracht zieht     Ein  solches  allgememes  Element  erscheint  so  entweder 

m   emer    der   Formen  ic  =  ^(yB  —  a),  ^fl/— j,   wo   ^ßff/i)    eine 
Potenzreihe  in  Yg  (n  ganzzahlig)  mit  endlich  vielen  negativen  Potenzen 

Winkel  treue  und  streckentreue  Abbildung  an  einem  Punkt  und  in  der  Ebene, 
Rend  di  Palermo  38  (1914),  p   198—246 
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ist,  oder  aber  in  der  allgemeineren  Gestalt  der  Parameteidarstellung 

wo  jede  der  beiden  Potenzreihen  nach  ganzen  Potenzen  von  t  fort- 
schreitet und  nur  endlich  yiele  negative  Potenzen  von  t  enthalt 
Durch  unmittelbare  Fortsetzung  eines  solchen  allgemeineren  Elementes 
erhält  man  nur  polfireie  Elemente  Daher  bedarf  auch  der  Begriff  der 
analytischen  Fortsetzung  einer  gewissen  Erweiterung,  wenn  man  wieder 
sagen  will,  daß  alle  Elemente  eiues  analytischen  Q-ebüdes  durch  ana- 
Ijrtische  Fortsetzung  aus  einem  derselben  entstehen.  Es  reicht  nicht 
aus,  diesen  Begriff  wieder  als  Iteration  des  Prozesses  der  unmittel- 
baren Poitaetzung  zu  erklären.  Vielmehi  gehört  eiu  Element  dann 
und  nur  dann  dem  durch  ein  Element  erklärten  analytischen  Gebilde 
an,  wenn  es  ein  reguläres  Element  gibt,  das  aus  beiden  durch  Iteration 
des  Prozesses  der  unmittelbaren  Fortsetzung  erhalten  werden  kann.**) 
6.  Riemannsobe  Mannigfaltigkeiten.  Das  ist  die  begrifflich 
scharfe  Fassung  einer  Vorstellung,  die  auch  die  üiewawwsche  Theorie 
beherrscht.  Namentlich  liegt  sie  der  Idee  der  J2iewa«»schen  Fläche 
zugrunde.  Ursprünglich  waren  diese  Gebilde  fttr  B,iemann  weiter  nichts 
als  anschauliche  Hilfsmittel.  Und  mehr  bedeuteten  sie  auch  zunächst 
für  öeine  Nachfolger  nicht,  auch  wenn  diese  wie  z  B.  Koemgsberger  die 
Idee  der  Biemanns(ila.en.  Fläche  aus  dem  Weiersi»-aßaGh.en  Prozeß  der 
analytischen  Fortsetzung  heraus  entwickelten  Doch  wui'de  damit  eine 
Auffassung  vorbereitet,  die  mit  der  Zeit  mehr  und  mehr  in  den  Vor- 
dergrund gerückt  wurde,  und  die  neuerdings  durch  WeyV^  ihre  be- 
grifflich scharfe  Fassung  erhalten  hat  Das  ist  die  Erkenntnis,  daß 
die  Einführung  der  Itiemannschen  Fläche  weiter  nichts  bedeutet  als 
die  Hervorhebung  gewisser  geometrischer  Eigenschaften  der  analyti- 
schen Funktionen.  Damit  werden  die  allgemeinen  geometrischen  Me- 
thoden, namentlich  die  der  Topologie  für  die  Funktionentheorie  ver- 
fügbar. Und  das  ist  ein  Umstand,  den  sich  bereits  Rtemann  selbst 
zunutze  gemacht  hat,  z  B  bei  seiner  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen und  ihrer  Integrale  In  mehr  und  mehr  bewußter  Weise  hat 
nach  ihm  Klein  das  geometrische  Moment  in  den  Vordergrund  ge- 
schoben, freilich  wohl  auch  mit  dem  Bewußtsein,  daß  die  wirkhch  be- 
grifflich scharfe  Durchführung  der  anschauhch  so  bestechenden  Ge- 
dankengänge mit  Notwendigkeit  zu  erheblichen  Schwierigkeiten  führen 
mußte  Aus  dieser  Wurzel  ist  eine  ganze  geometrische  Funktionen- 
theorie  erwachsen,  die  sich  namentlich  an  die  Lehie  von  der  kon- 
formen Abbildung  anschheßt.   Der  Umstand  endlich,   daß  man  Bie- 

19)  Ztim  Ganzen    H  Weyl,  Die  Idee  der  JBj«non«schen  Fläche,  1913 
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mcmnache  Flächen  auch  losgelöst  Ton  ihrer  Entstehung  aus  einer  ana- 
lytischen Funktion  betrachten  kann,  legte  die  umgekehrte  Frage  nahe, 
oh  jede  Biemannache  Fläche  als  ItiemawiBoh.Q  Fläche  einer  bestimmten 
Funktion  angesehen  werden  kann. 

Bevor  Tvir  den  in  unseren  Zeitraum  fallenden  Lösungen  dieses 
Hauptproblemes  uns  zuwenden,  müssen  wir  einen  Blick  auf  die  Ent- 
wicklung des  Begriffes  der  Biemannadhen  Fläche  selbst  werfen. 

Schon  bei  Btemann  treten  neben  den  mehrblättiigen  Flächen 
durch  Randerzuordnung  geschlossene  Flächen  auf.  Auch  der  Begriff 
des  funktionentheoretischen  Fundamentalbereiches,  weist  ganz  in  diese 
Richtung  Dann  kommen,  auf  eine  mündliche  Bemerkung  JPi-ynis  zu- 
rückgehend, Klems  frei  im  Räume  gelegene  Biemannsohe  Flächen  in 
Betracht.^")  Endlich  tritt  bei  Klein  zuerst  die  allgemeine  Vorstellung 
der  BiemannBchen  Flache  (besser  der  JBiemawnsohen  Mannigfaltigkeit) 
hervor.***)  Aus  diesen  Elementen  hat  JST  WeyP^)  unter  Heranziehung 
der  KomigsbergerBohen  Erzeugung  der  Bienicrnnsoheii  Flächen  aus  dem 
Weierstraßadken  Begriff  der  analytischen  Funktion  und  des  analytischen 
Gebildes  heraus  einen  einheitlichen  Aufbau  der  Theorie  der  Biemann- 
Bchen  Flächen  geschaffen,  dessen  strenge  Begiündung  ein  oft  gefühltes 
Bedürfnis  befnedigt  Man  hat  also  drei  Sorten  von  Biemarnischen  Gre- 
bilden  zu  unterscheiden:  die  Biemannadhen  Felder'^),  die  Biemannadhen 
Flächen,  die  Biemannadhen  Mannigfaltigkeiten.  Yersteht  man  unter  der 
Umgebung  eines  Funktionselementes  diejenigen  Elemente,  die  man  aus 
demselben  durch  unmittelbare  analytische  Fortsetzung  erhalten  kann,  so 
überzeugt  man  sich  leicht,  daß  die  G-esamtheit  aller  Elemente  einer  ana- 

20)  F  Klein,  a)  Über  JStemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und 
ihrer  Integrale,  Leipzig  1882,  b)  Neue  Beiträge  zur  Btemannsohen  Funktionen- 
theone,  Math.  Ann  21  (1883),  p.  141 — 248;  c)  Über  den  Begriff  dea  fonktionen- 
theoretiBchen  Fundamentalbereiohes,  Math  Ann  40  (1892)^  p  180 — 189  Schon 
£ruh  hat  JE  Belirami  analytische  Funktionen  auf  krummen  Flächen  stücken  be- 
trachtet Er  hat  so  den  57etnachen  Standpunkt  vorbereitet  Vgl.  B.  Beltrami, 
DeUe  vanabili  complesse  sopra  una  superficie  qualnnque,  Ann  dl  mat  (2)  1 
(1867/68),  p   329—866 

21)  P  Koebe,  a)  Über  die  TJnifomusierung  beliebiger  analytischer  Kurven 
in,  Gott  Nachr  1908,  p  337— 8B8,  b)  Abhandlungen  zur  Theorie  der  konformen 
Abbildung  LH:  Der  allgemeine  Fundamentalsatz  der  konformen  Abbildung  nebat 
einer  Anwendung  auf  die  konforme  Abbildung  der  Oberfläche  einer  körperlichen 
Ecke,  J.  f  Math.  147  (1917),  p  67—103. 

22)  H  Weyl,  a)  a  a  0.  19),  b)  Strenge  Begründung  der  Charaktenatiken- 
theone  auf  zweiseitigen  Flächen,  Jahresber.  d  Deutsch.  Math.-Ver  25  (1916), 
p   266—278 

28)  Die  Benennung  rührt  von  B  Fr%cke  her,  Die  eUiptisohen  Funktionen 
und  ihre  Anwendungen,  Leipzig  1916,  p  24 
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lytisehen  Funktion  eine  Fläche  ausmaehen  in  dem  von  S.  Weyl  piäzise 
festgelegten  Sinn.**)  Man  muß  nur  statt  Element  der  Funktion  Puukt 
der  Fläcte  sagen,  muß  also  nur  die  Benennung  ändern  und  die  Um- 
gebung eines  Punktes  m  der  eben  angegebenen  Weise  eikläieu,  um 
.aus  einer  analytischen  Funktion  die  zugehörige  BiemanmohQ  Fläche 
zu  erhalten.  Unter  der  Koordinate  eines  so  erklarten  Flächenpunktes 
versteht  man  das  Funktionselement,  das  dem  Punkt  entspricht.  Durch 
die  Funktion  to  =  f{i)  wird  die  Umgebung  eines  jeden  Flächenpuuktes 
auf  ein  schlichtes  Gebiet  der  ;er-Ebene  abgebildet.  Wegen  dieser  Be- 
ziehung zur  analytischen  Funktion  w  ==  f{ß)  heißt  die  i?«ewa7?«sche 
Fläche  „über  der  ^-Ebene  ausgebreitet"  Mit  Fricke  bezeichne  ich 
diese  Art  von  Biemannaoheii  Flächen  als  BiemannaGhe  Felder. 

Durch  Hinzunahme  der  Elemente  rationalen  und  algebraischen 
Charakters  gelangt  man  vom  Biemannachen.  Felde  zur  Riemannsohen 
Fläche.  In  dem  damit  gegebenen  Sinne  wollen  wir  fortan  dies 
Wort  gebrauchen  Auch  sie  erscheint  über  der  «"-Ebene  ausgebreitet 
Da  aber  bei  der  Darstellung  der  Elemente  duioh  e  gebrochene  Po- 
tenzen auftreten,  erscheint  es  zweckmäßig,  Parameterdarstellungen  der 
Elemente  einzuführen:  Durch  die  gewöhnlichen  Potenzreihen  0  =  0(t) 
und  w  =  w(t)  wird  ein  Funktionselement  definiei-t,  wenn  diese  Reihen 
nur  endlich  viele  negative  Potenzen  enthalten,  und  einen  Konvergeuz- 
kreis  von  nicht  verschwmdendem  Radius  gemeinsam  haben.  Natiii- 
hch  liefern  alle  Reihenpaare,  die  ausemander  durch  umkehrbar  ein- 
deutige umkehrbar  analytische  Parametertransfoi-mation  hervorgehen, 
dasselbe  Element,  Elemente  werden  fortgesetzt,  mdem  man  die  Reihen- 
paare einer  geeignet  gewählten  Parameterdarstellung  foi-tsetzt.^^  **)  Die 
Gesamtiieit  der  so  erhaltenen  Elemente  macht  wieder  das  analytische  Ge- 
bilde aus.  Sagt  man  wieder  statt  „Element  der  Funktion"  „Punkt  der 
BiemannBeh&D.  Mannigfaltigkeit^'  und  erklärt  die  Umgebung  eines  Punktes 
dm-oh  die  durch  unmittelbare  Portsetzung  aus  dem  entsprechenden 
Elemente  hervorgehenden  Elemente,  so  erhält  man  den  Begiiff  der 
Biemannschen  Mannigfaltigkeit,  bei  der  also  wogen  der  Paiameter- 
darstellung  keine  unmittelbare  Beziehung  auf  eine  ;e:-Ebeue  vorhanden 
ist  Die  Umgebung  emes  jeden  Punktes  derselben  erscheint  also  durch 
das  zugehörige  Element  auf  ein  schlichtes  Stück  der  ^Ebene  abgebildet 
Daher  nennt  man  t  einen  lokalen  uniformisierenden  Parameter  oder  kurz 
Ortsparameter  der  Mannigfaltigkeit  Eine  jede  so  erhaltene  Mannig- 
faltigkeit kann  nach  Weyl^^)  tnanguliert  werden;  d.  h.  man  kann  die 
ganze   Mannigfaltigkeit  m   dreieckige   Elemente   zerlegen,   die   keine 

24)  H.  Weyl,  a.  a  0.  19),  dazu  eine  Berichtigung,  Math.  Ann.  77  (1916),  p  849 
24  a)  Vgl   die  Bemerktmg  am  Ende  der  Nr  5  dieses  Aufaatzes. 
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inneren  Punkte  gemein  haben.  Wir  sahen  n'ämlicli  gerade,  daß  jedes 
Element  bei  bestimmt  gewählter  Parameterdarstellung  die  schlichte  Ab- 
bildung eines  bestimmten  Stückes  der  Mannigfaltigkeit  auf  einen  Be- 
reich der  Parameterebene  liefeii  Man  kann  nun  abzählbar  viele  solche 
Elemente  in  geeigneter  Parameterdarstellung  auswählen,  die  in  ihrer 
Gesamtheit  schlichte  Abbildungen  der  ganzen  Mannigfaltigkeit  liefern 
Man  kann  es  so  einrichten,  daß  jedem  Element  ein  schlichtes  Dreieck 
dei  Paiameterebene  entspricht  Die  Seitenpaai'e  der  verschiedenen 
Dreiecke  ei scheinen  durch  umkehrbar  eindeutige  analytische  Abbildung 
einander  zugeordnet  An  diese  Betrachtung  schließt  sich  die^oc&esche*^) 
Foi-muhenmg  des  Begriffes  der  BiemannBcken  Mannigfaltigkeit  an 

Die  Ortspai-ameter  dienen  auch  zur  Erklärung  des  Begriffes  einer 
auf  der  Fläche  oder  auf  der  Majinigfaltigkeit  analytischen  Funktion. 
Wenn  eine  Funktion  in  der  Umgebung  emer  Stelle  der  Mannigfaltig- 
keit erklärt  ist,  so  heißt  sie  dort  von  analytischem  Charakter,  wenn 
sie  als  analytische  Funktion  emes  zur  Stelle  gehörigen  Ortsparameters 
aufgefaßt  werden  kann 

So  gibt  also  jede  analytische  Funktion  Anlaß  zur  Emführuug  der 
eben  beti-achteten  zweidimensionalen  geonietnschen  Gebilde.  Man  kann 
aber  nun  von  vornherein  derai-tige  zweidimensionale  Mannigfaltigkeiten 
betrachten,  losgelöst  von  ihrer  Beziehung  auf  bestimmte  analytische 
Funktionen,  aus  welchen  sie  entstanden  waren.  Kur  muß  für  jeden 
Punkt  der  Fläche  festgelegt  sein,  was  man  unter  einer  in  seiner  Um- 
gebung auf  der  Fläche  analytisehen  Funktion  verstehen  soU.  Die  all- 
gemeinste Fassung  erhält  diese  Vorstellung  in  dem  Begriff  der  JRie- 
manmchen  Mannigfaltigkeit,  den  im  wesentlichen  Klein^"')  entdeckt 
hat.  Man  kann  mit  Koebe^^)  so  erklären:  Man  denke  sich  m  der 
komplexen  ^Ebene  eine  abzählbare  Menge  von  schhchten  Dreiecken, 
welche  durch  je  drei  noch  in  den  Ecken  analytische  Kurven  begrenzt 
sind  Die  Ränder  derselben  sollen  paai'weise  durch  umkehrbar  eindeutige 
analytische  Abbildungen  einander  zugeordnet  sein.  Durch  diese  Zu- 
ordnungen schheßen  sich  die  dreieckigen  Elemente  zu  einer  zusammen- 
hängenden zweidimensionalen  Mannigfaltigkeit,  der  HiemannBohen  Man- 
nigfaltigkeit zusammen.  Man  erkennt,  wie  alle  bisher  betrachteten 
Mannigfaltigkeiten  als  spezielle  Fälle  in  dieser  Vorstellung  enthalten 
smd  Man  kann  -aber  auch  den  Begriff  der  IiieonannBGh.en.  Maimig- 
faltigkeit  auf  kreisförmige  Wcierstraßache  Elemente  aufbauen,  statt 
ihn  wie  Koebe  von  dreieckigen  Elementen  ausgehend  zu  erklären.  Man 
hat  dann  etwa  so  zu  verfahren:  In  der  komplexen  ;e-Ebene  sei  eme 
abzählbare  Menge  schlichter  oder  endlichvielblättriger  Kreisscheiben 
gegeben.   Zwischen  denselben   wird  durch  gewisse  umkehrbar  emdeu- 
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tige  analytische  Abbildungen  ein  Zusammenh.ang  hergestellt.  Wenn 
so  zwei  Elemente  yerbtinden  erscheinen,  so  geschieht  es  auf  folgende 
Weise.  Von  jedem  der  beiden  Elemente  ist  durch  eine  zwei  seiner  Rand- 
punkte verbindende  analytische  Kurre  ein  sichelförmiges  Gebiet  ab- 
gegrenzt Durch  umkehrbar  eindeutige  analytische  Abbildung  sind 
diese  sichelföripigen  Stücke  paarweise  aufeinander  bezogen  Doch  muß 
für  diese  Zuordnungen  noch  die  Gruppeneigenschaffc  bestehen:  Wenn 
zwei  einem  Element  zugehörige  Sicheln  ein  Stück  gemeinsam  haben, 
das  also  durch  zwei  Abbildungen  auf  zwei  verschiedene  andere  Elemente 
bezogen  ist,  so  sollen  diese  beiden  Elemente  m  Sicheln  aufeinander 
bezogen  sein,  welchen  die  Bilder  jenes  gemeinsamen  Stückes  ange- 
hören. Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  daß  zwecks  Berücksichtigung 
des  Unendlichfernen  auch  das  Äußere  gewisser  Kreise  heraugozogeu 
werden  muß. 

Diese  Begnffsbildung  führt  mit  Notwendigkeit  zu  dem  Gruud- 
problem  der  jRimawwschen  Funktionentheone  hin,  nämlich  zu  der 
Frage,  ob  jede  so  zu  bildende  JRiewowwsche  Mannigfaltigkeit  als  Ric- 
mtmnsche  Mannigfaltigkeit  einer  analytischen  Funktion  au%efaßt  werden 
kana,  oder  ob  diejenigen  J!2iemannschen  Mannigfaltigkeiten,  ftlr  welche 
das  zutrifft,  etwa  noch  besonderen  Bedingungen  genügen  müssen.  Daß 
dies  nicht  so  ist,  daß  vielmehr  jede  i?«ma«Msche  Mannigfaltigkeit  als 
i2{6mam»sche  Mannigfaltigkeit  analytischer  Funktionen  aufgefaßt  wei- 
den kann,  ist  ein  Satz,  den  Klein  als  erster  aussprach,  den  aber  erst 
Ko^e^^)  in  voller  Allgemeinheit  zu  beweisen  vermochte.  Bald  darauf 
hat  auch  L.  Bieberbadi^^)  einen  Beweis  des  Satzes  geliefert,  dessen 
prinzipieller  Foi-tschritt  gegenüber  dem  Koebeachen  darin  besteht,  daß 
er  unter  Vermeidung  aller  topologischen  Hilfsmittel  voUstllndig  im 
Rahmen  der  WeierstraßBcken  Theorie  geftthi't  wird 

Man  wird  bemerken,  daß  durch  diese  Begriffsbildungen  und  Ge- 
dankengänge sich  eine  Einordnung  der  RiemannBohen  Ideen  in  die 
WeiersiraßBche  Theoiie  anbahnt.  Zu  Weieistraß'  Zeiten  mußte  aller- 
dings ein  Aufbau  der  Theorie  auf  so  vagen  Ideen  fast  als  wissen- 
schaftlich ungenügend  erscheinen  und  ich  möchte  aus  mancher  An- 
deutung schließen,  daß  Weierstraß  sogar  von  noch  schärferor  Auf- 
fassung nicht  zu  weit  entfernt  wai.  Indessen  muß  man  zugeben,  daß 
ihr  wie  allem,  wofür  sich  Biemann  und  sein  Nachfolger  Klein  ein- 
setzten, ein  Zug  ins  Große  anhaftet.  Und  es  ist  in  der  Tat  eine  Ei- 
kenntnis  von  großer  prinzipieller  Bedeutung,  daß  gewisse  funktionen- 
theoretische Wahrheiten  als  Spezialfälle  allgemeinerer  geometnscher 

26)  L  Bteberbach,  Über  die  Einordnung  des  Hauptsatzea  der  TJniforraiaie- 
rung  in  die  WeterstraßiBohQ  Funktionentheone,  Math.  Ann  78,  (p.  812—834)  p  314 
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Wahrheiten  aufgefaßt  werden  können.  Aber  daraus  möchte  ich  doch 
nicht  den  Schluß  ziehen,  daß  es  einsig  richtig  ist,  derartige  Sätze  wie 
z  B.  die  über  das  Geschlecht  mit  rein  geometrischen  Methoden  zu 
beweisen.  Yielmehr  sehe  ich.  eine  wichtige  Aufgabe  der  Weiterent- 
wicklung der  Theorie  und  der  weiteren  Yerschmelzung  Uiemann-Klem- 
Bchen  Schwunges  mit  Weiersbraßsolasii:  Herbe  darin,  auch  Geschlechts- 
säteie,  überhaupt  alles,  was  heute  noch  topologisches  Denken  oder 
gar  topologische  „Anschauung"  zu  erfordern  schemt,  den  Methoden 
der  Analysis  zugänglich  zu  machen.  Das  ist  eine  Aufgabe,  die  bis- 
her erst  zu  einem  Teil  m  der  Theorie  der  Uniformisierung^"^)  gelöst 
ist.  Auf  diesem  Wege  ist  dann  wohl  auch  em  einfacherer  Aufbau 
der  Theorie  zu  erhoffen  —  ähnlich  wie  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  —  einfacher  als  er  in  der  PPeyZschen  geometrischen  Theorie 
bisher  yorliegt. 

Man  wird  weiter  bemerken,  daß  durch  die  ParaUelisierung  der 
Begriffe  „Ezewawwsche  Mäche"  und  „analytische  Funktion"  das  Bie- 
mowwsche  Hauptproblem  auch  ein  für  die  "FTejersi^aySsche  Auffassung 
durchaus  verstandliches  und  wichtiges  wird.  Aber  für  die  JRiemawwsche 
Auffassung  spielt  doch  dieses  Problem  eine  viel  größere  RoRe.  Es  liegt 
ja  im  Zuge  der  JRiemmm^vAi&n.  Theorie,  eine  Funktion  zunächst  einmal 
durch  ihren  Q-esamtverlauf,  ihren  Verzweigungscharakter,  ihi-e  smgularen 
Stellen  zu  definieren  und  dann  erst  nach  der  speziellen  Werteverteilnng 
zu  fragen,  die  mit  solchen  Bedmgungen  verträglich  ist.  Nach  wie  vor 
aber  bleibt  es  Grundproblem  der  Weierskaßs(i!a.Bn  Theorie,  eine  Funk- 
tion, die  durch  ein  erstes  Element  gegeben  ist,  in  ihren  Schicksalen 
zu  verfolgen,  also  Methoden  zu  entwickeln,  welche  es  erlauben,  aus  den 
Koeffi-zienten  des  ersten  Elementes  auf  den  Gesamtverlauf  zu  schließen 
Während  nun  die  iJiejwowwsche  Theorie  kaum  irgendwo  so  weit  gediehen 
ist,  die  Frage  zu  beantworten,  welche  Koeffizienteneigenschaffcen  das 
erste  Element  haben  muß,  wenn  die  J?  JemoMwsche  Flache  der  zugehörigen 
Funktion  diese  oder  jene  Eigenschaft  haben  soll,  so  ist  die  Wderstraß- 
sche  Theorie  wenigstens  in  einigen  Fällen  dazu  gediehen,  das  Problem 
der  Fortsetzung  emes  Elementes  restlos  zu  lösen,  so  daß  man  manchmal 
aus  den  Koeffizienteneigenschaften  auf  die  Struktur  der  J2/ejwanwschen 
^Fläche  oder  auf  die  Lage  der  Singularitäten  schließen  kann  Weit  ist 
man  dagegen  in  der  naheien  Untersuchung  emes  einzelnen  Zweiges 
gediehen.  Die  Uiemownsche  Theorie  hinwieder  hat  m  der  Losung  des 
Uniformisierungsproblems  schöne  Triumphe  gefeiert,  ferner  in  der  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  den  Wettbewerb  mit  anderen  Theorien 
ausgehalten  und  sich  in  der  Lehre  von  den  automorphen  Funktionen 
bewährt    Schon  diese  Beispiele  zeigen,  daß  die  Uiewamiflchen  Frage- 

Bnoyklop   d    math   WlsBensoli.    US  27 
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Stellungen  sämtlich,  auch  für  die  Weierstraßsohe  Theorie  wichtig 
sind,  während  die  Weiersdraßschen  vielleicht  einem  Anhänger  der  Bte- 
mannsohen  Theorie  minder  wichtig  erscheinen  mögen.  Aber  wie  dem 
auch  sei,  die  Gegensätze  schwinden  immer  mehr  und  die  Funktionen- 
theorie ist  auf  dem  besten  Wege  ein  emheithcher  Bau  zu  werden.  Hält 
es  doch  bei  vielen  Fragen  heute  schon  schwer,  zu  entscheiden,  ob  das 
nun  Fragen  der  JRtemawwschen  oder  der  Weierstraßsch&R  Theorie  sind 
Darum  soll  auch  m  diesem  Berichte  weiter  mcht  mehr  geschieden  werden 

7.  ■ünifonnisiening.  Das  Problem  der  Uniformisierung  ist  das  der 
eindeutigen  Pai-ameterdarsteHung  der  analytischen  Funktionen.  Wenn 
also  w  =  f{g)  eine  analytische  Funktion  ist,  so  sollen  zwei  emdeutige 
Funktionen  3(ß)  und  w(t)  derart  gefunden  werden,  daß  für  alle  t:  w(t) 
=  fißiit))  ist  und  daß  man  durch  Elimination  von  t  aus  den  Elementen- 
paaren rationalen  Charakters  der  beiden  Funktionen  g(t)  und  w(t)  alle 
Elemente  algebraischen  Charakters  der  Funktion  /"(;?)  eihält  Wie  aus 
dem  Artikel  II  B  4  (Fricke,  Nr  36)  näher  zu  ersehen  ist,  hat  zunächst 
Klein  im  algebraischen  Fall  die  Überzeugung  von  der  Lösbarkeit  die- 
ses Problems  gewonnen  und  hat  auch  die  ersten  Beweisansäfcze  ge- 
liefeit.  Daß  das  Problem  auch  für  allgemeinere  analytische  Funk- 
tionen mindestens  eine  Lösung  besitzt,  hat  Poinca/r4^^)  im  Jahre  1883 
zunächst  für  den  Spezialfall  gezeigt,  wo  die  Funktion  w  =  f((s)  drei 
Weite  ausläßt.  Der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  gelang  erst  im  Jahre 
1907  ungefähr  gleichzeitig  PoincarS^'')  und  Koebe^^).  Wir  brauchen 
hier  nur  in  großen  Zügen  auf  diese  Dinge  einzugehen,  weil  in  dem 
schon  erwähnten  Artikel  über  automorphe  Funktionen  und  in  dem 
Ai"tikel  n  C  3  {lAchtenstein)  über  konforme  Abbildung  ganz  ausführ- 
lich darüber  gehandelt  ist. 

Der  ursprüngliche  Pomcar^che  Ansatz,  der  auf  eine  mündhche 
durch  Klein  am  14.  Mai  1882  brieflich  an  Poincare  übermittelte 
Äußerung  von  H.  Ä  Schwäre  zurückgeht,  zerlegt  das  Problem  in 
zwei  TeUe,  einen  topologischen  und  einen  funktionentheoretischen. 
Im  topologischen  Teil  wird  die  Etemannacihe  Fläche  der  Uniformisie- 
rungstranszendenten  als  Überlagerungsfläche  aus  der  RtemcmnsGhen 
Fläche  von  iv  =  f{is)  aufgebaut,   d  h.  es  wird  diejenige  Eiemcmnsche 

26)  H  Potncare,  Sur  un  thöoiöme  de  la  thöone  gönörale  des  fonctione,  S  M 
F.  Bull,  11  (1883),  p  112—125.  Auch  den  algebraischen  StigmatafaU  behandelt 
Poiticard  als  erster 

27)  H.  Poincare,  Sur  runiformisation  des  fonotions  analytiques,  Acta  math 
81  (1907),  p.  1—64 

28)  P.  Koebe,  Über  die  Uniformisierung  behebiger  analytischer  Kurven» 
Gott  Nadhr.  1907,  p  197—210 
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Fläche  konstruiert,  aiif  welcher  alle  relativ  zur  RiemannBchen  Fläche 
von  w  =  f{e)  unverzweigten  Funktionen  eindeutige  Funktionen  des  Ortes 
suid  Diese  Fläche  erweist  sich  als  einfach  zusammenhängend.  Und  damit 
ist  das  Problem  der  Uniformisieruug  auf  die  Frage  zuröckgeföhi-t,  ob 
eine  solche  unendlichvielblättrige  einfachzusammenhängende  Flache, 
ahnlich  wie  dies  seit  JRiemawn  für  die  schlichten  Bereiche  allgemem 
bekannt  wai',  auf  die  Fläche  emes  Kreises  umkehrbar  emdeutig  konform 
abgebildet  werden  könne. 

Dieser  Ansatz  birgt  eine  Menge  von  Worten  und  anschaulichen 
Vorstellungen,  die  erst  nach  1907  ihre  voUe  begriffliche  Klärung  ge- 
funden haben. 

Zunächst  die  Überlagetungs fläche.  Eine  Ri^mamiBche  Fläche  heißt 
Überlagerungsfläche  einer  gegebenen,  wenn  jede  auf  der  gegebenen  ein- 
deutige Funktion  auch  auf  der  neuen  Flache  eindeutig  ist  Solcher 
Flächen  gibt  es  natürhch  eine  reiche  Menge.  Unter  allen  diesen  hebt 
der  SchwargechQ  Ansatz  eine  als  besonders  wichtig  hervor;  das  ist  die, 
auf  welcher  mcht  nur  alle  auf  der  gegebenen  Fläche  schon  im  ganzen 
eindeutigen  Funktionen,  sondern  auch  aUe  die  eindeutig  sind,  welche 
nur  m  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  der  gegebenen  Fläche  ein- 
deutig sind.  Auch  sie  sind  auf  der  Überlagerungsfläche  jetzt  eindeutige 
Funktionen  des  Ortes.  Man  kann  das  auch  so  ausdrücken:  Die  Um- 
gebung einer  jeden  Stelle  der  Rtemannschen  Fläche  von  w  =  f(0)  kann 
auf  ein  schlichtes  Flächenstück  abgebildet  werden  t  =  t(d)  sei  eine 
Funktion,  die  das  leistet  Man  nennt  dann  t  einen  lokalen  uniformi- 
sierenden  Parameter  Setzt  man  t=  t(0)  über  die  Btemcmnaohe  Fläche 
von  w  =  f(0)  fort,  so  wird  im  allgemeinen  nicht  die  Umgebung  einer 
jeden  Stelle  durch  t  =  t(8)  schlicht  abgebildet  werden,  ja  im  aUgememen 
kann  man  i(/)  gar  mcht  über  die  ganze  Fläche  analytisch  fortsetzen. 
Der  Uniformisierungssatz  aber  behauptet,  daß  es  Funktionen  t(/)  gibt, 
welche  diese  Eigenschaften  besitzen.  t{ß)  muß  dann  also  eine  schhchte 
Abbildung  der  ganzen  Bieinannachen  Fläche  von  f(js)  liefern  Schon 
das  Beispiel  des  eUiptischen  Integrals  erster  Gattung  zeigt  aber,  daß 
diese  Abbildung  im  allgemeinen  nicht  umkehrbar  eindeutig  sein  kann, 
wie  bei  den  Flächen  der  unikursalen  Kurven  t(0)  ist  daher  eine  auf 
der  Fläche  mehrdeutige,  wenn  auch  in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle 
eindeutige  Funktion,  deren  Bi^mannsche  Fläche  also  eine  Überlagerungs- 
fläche der  gegebenen  sein  muß.  Es  war  ein  glücklicher  Gedanke,  unter 
allen  möglicherweise  in  Betracht  kommenden  Überlagerungsflächen  eine 
zu  suchen,  auf  der  alle  relativ  zur  Fläche  von  to  =  f{d)  unverzweigten 
Funktionen  emdeutig  sind.  Denn  auf  ihr  ist  jedenfalls  auch  eine  jede 
Unifonnisierungsfunktion  emdeutig.  Man  kommt  damit  nämlich  um  ein 

27* 
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I  näheres  Eingelieii  auf  den  mögliclien  Gesam  tverlauf  der  Uniformisierungs- 

fanktion  lierum.  Allerdings  ist  es  dann  wieder  ein  besonderer  Q-lücks- 
fall,  daß  die  so  gefundene  Fläche  wirklich  auf  einen  schlichten  Bereich 
konform  abgebildet  werden  kann.  Aber  die  Erkenntnis,  daß  die  so  ge- 
fundene Fläche  einfach  zusammenhängend  sei,  konnte  hier  den  GHauben 
an  den  Erfolg  stärken 

Die  Konstruktion  der  Fläche,  die  begriffliche  Fassung  der  Vor- 
stellung „einfach  zusammenhängend",  sind  allerdings  wieder  Probleme 
für  sich,  die  erhebliche  Schwierigkeiten  boten  Koebe'^)  und  seme  Vor- 
gänger gehen  z.  B.  stets  von  der  fertigen  Fläche  Yonf(e)  aus,  zerschneiden 

f  dieselbe  und  bauen  dann  aus  der  zerschnittenen  Fläche  die  Überlage- 

I  rungsfläche  auf.   Wesentlich  einfacher  ist  die  Erklärung  und  Konstruk- 

tion, welche  S.  WeyP^)  gibt.  Direkt  aus  dem  Begriff  der  monogenen 
analytischen  Funktion  heraus  hat  Bieberbach^^)  die  Überlagerungsflache 
konstruiert 

I  Die  Überlagerungsfläche  ist  einfach  zusammenhängend:  Diese  Vor- 

stellung ist  erst  durch  H  WeyP^)  begrifflich  gefaßt  worden   Der  Begriff 

I  wird  dort  losgelöst  von  den  funktionentheoretischen  Eigenschaften  hm- 

gestellt.  Man  kann  ihn  auch  —  und  das  erscheint  mir  zweckentsprechen- 
der —  im  Anschluß  an  die  Abbildung  der  Fläche  entwickeln    Dann 
heißt  eme  Fläche  einfach  zusammenhangend,  wenn  sie  auf  einen  schhch- 
I  I  ten  einfach  zusammenhängenden  Bereich  konform  abbildbar  ist.'*) 

Bei  der  Abbildung  der  Überlagerungsfläche  auf  die  schlichte  Fläche 
emes  Kreises  können  mehrere  PäUe  eintreten    Es  kann  die  Vollebene 
'  ]  herauskommen.    Dann  muß  aber  schon  die  ursprüngliche  Fläche  ge- 

schlossen und  vom  Geschlecht  Null  sein  Sie  fäUt  dann  mit  allen  ihren 
Überlagerungsflächen  zusammen  Oder  aber  es  kommt  ein  Kreis  mit 
unendlichem  Radius  heraus,  also  etwa  die  Vollebene  mit  Ausschluß  des 
unendlich  fernen  Punktes.  Dahin  gehören  als  wichtiger  Fall  z  B  die 
algebraischen  Kurven  vom  Geschleehte  Ems  und  auch  gewisse  tran- 
szendente unikursale  Kurven.  Schließlich  kann  ein  Kj-eis  von  endlichem 
Radius  zum  Vorschein  kommen.  Bei  der  Abbildung  der  Überlagerungs- 
fläche kommen  also  noch  FaUimterscheidungen  herein  und  das  war  gerade 
die  Schwierigkeit,  die  Foinca/rd  1883  noch  mcht  überwinden  konnte. 
Die  Methoden  von  Fomcot/r4  und  Koebe  benutzen  reichlich  Sätze  und 

89}  P.  Koebe,  a)  Über  die  üniformisierang  der  algebraischen  Kurven  I,  Matb 
1^  Ann  67  (1909),  p.  146 — 244;  b)  Über  die  üniformisierung  behebiger  analytischer 

'/  Kurvenll  Die  zentralen TJniformiaierungsprobleine,  J  f.Matb  189  (1911),  p.251— 292 

'l  80)  A  a  0  19),  p.  50  u.  61. 

.;!  81)  A.  a  0.  19),  p  47 

82)  Diese  Fassung  bei  Bieherhach  a  a.  0  26) 
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Hilfsmittel  der  Potentialtiieorie,  Einen  ersten  Sckritt  zur  Yermeidtmg 
derselben  macht  Plemel^^^).  Ganz  beseitigt  erscheinen  sie  zuerst  bei 
Koebe^)  auf  Kosten  einer  verstärkten  Inanspruchnahme  topologischer 
Hilfsmittel,  und  hei  Bieher'bach^'^),  der  den  Beweis  mit  den  Mitteln  der 
Funktionentheorie  allein  fuhrt. 

Den  auf  den  Po*Mcaresclien  Ansatz  aufgebauten  Methoden  reihen 
sich  noch  einige  andere  Verfabrungs"weisen  an.  Die  älteste  ist  die  gleich- 
falls von  K  Ä.  Schware^^^)  ersonnene  Methode  des  Linienelementes, 
die  auf  eine  Randwertaufgabe  der  Differentialgleichung  A«  ==  e"  hinaus- 
läuft Neben  den  älteren  Arbeiten  von  Picard  und  Poincare  sind  hier 
neuerdings  Bieherbmch^^)  und  Liehtenslem^^)  zu  nennen  (Vgl.  auch 
IIB  ^,  Fnclce) 

Eine  weitere  ist  die  älteste  von  Klein  ersonnene,  von  Klein  und 
Poinca/r4  verwendete,  von  Koebe  ausgebildete  Kontinuitätsmethode*'); 
das  Schmiegungsverfahren"^)  reiht  sich  an.    Während  aber  diese  drei 

88)  J  FlemelQ,  Die  GrenzkceiBunifonxiisieniiig  analytisolier  Gebilde,  Monatsh 
Math.  PhyB.  28  (1912),  p   297—804. 

84)  P  Koebe,  a)  Über  die  Uniformisieroiig  beliebiger  analytisclier  Kurven, 
Gott  Nachr  1908,  p.  387—358;  b)  Zur  Theorie  der  konformen  Abbildung  und 
Umformisierung,  Leipzig   Ber  66  (1914),  p  67 — 75.   Vgl.  auch  Note  86)  und  87). 

84,1)  Gott  Nachr.  1889,  p.  560—561 

86)  L.  Bieberbach,  a)  Au  »=e"  und  die  automorphen  Funktionen,  GOtt  Nachr. 
1912,  p  599—602;  b)  Au'^e"  und  die  automorphen  Funktionen,  Math,  Ann.  77 
(1916),  p.  178—212 

36)  L.  Lic^tenstem,  a)  Integration  de  l'^quation  Au  •^  Joe**  sur  une  eurface 
fermöe,  CR  167  (1918),  p  1508—1611;  b)  Integration  der  DifFerentialgleichung 
AjU  =  %e**  auf  geschloBsenen  Flächen,  Acta  math  40  (1915),  p.  1—84;  c)  Die 
MetJiode  des  Bogenelementea  in  der  Theorie  der  üxufomusierungstranEzendenten 
mit  Grenz-  oder  Hauptkreis,  Gott.  Nachr  1917,  p  141 — 148,  d)  Bemerkung  zu 
der  Note  Die  Methode  des  Bogenelementea  in  der  Theorie  der  UuifonmsierungB- 
tranazendenten  mit  Grenz-  oder  Hauptkreis,  Gott.  Nachr  1917,  p  426.  Vgl.  femer 
P  Eoehe"^) 

87)  P  Koebe,  a)  Begründung  der  Eontinuitätsmethode  im  Gebiete  der  kon- 
formen Abbildung  und  Uniformisierung  (Voranzeige),  Gott  Nachr  1912,  p.  879— 886 ; 
b)  Daas  zweite  Mitteilung,  Gott  Nachr.  1916,  p.  266-289;  c)  Zur  Begründung 
der  Kontinmtatsmethode,  Leipzig.  Bex  64  (1912),  p  69 — 62,  d)  Über  die  Unifor- 
miBierung  der  algebraischen  Euxven  IV,  Math.  Ann  76  (1014),  p.  42 — 129 

88)  P  Koehe^  Über  eine  neue  Methode  der  konformen  Abbildung  und  Um- 
formisierung, Gott  Nachr.  1912^  p   844—848. 

Weiter  vgl  man  die  folgenden  Arbeiten,  -welche  aDe  mehr  oder  weniger 
apezielle  Fragen  mit  boBonderen  Methoden  behandeln  8  Jöhantison,  a)  Über  die 
Umformisierung  ßiemannscher  Flächen  mit  encUicher  Anzahl  Windungspunkte, 
Acta  Soc  Bc  Fennicae  83  (1905),  Nr.  7 ;  b)  Ein  Satz  -aber  die  konforme  Abbildung 
einfach  zuBammenh9jigender  Mieniannsckeii  Flächen  auf  den  Emheitskreis,  Math 
Ann  62  (1906),  p.  177 — 188;  c)  Beweis  der  Existenz  linearer  polymorpher  Funk- 
tionen vom  GrenzkreistypuB   auf  Biemannaohen  Flachen,   Math.  Ann    62   (1006), 
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ietztgenannten  Verfahren  auf  den  Fall  der  algebraischen  Funktionen 
zugeschnitten  sind,  ist  die  HübertBche  Methode  des  DiricMetachea  Prin- 
zips für  die  Uniformisierung  der  allgemeinen  analytischen  Funktionen 
geeignet  **) 

Letzthin  hat  Jßieberhach^)  eine  neue  Methode  entwickelt,  die  man 
etwa  als  Methode  der  sukzessiven  Uniformisierung  bezeichnen  könnte. 
Bieberhach  knüpft  an  den  Weiersh-aßschen  Aufbau  der  anolytischen 
Funktion  an,  und  konstruiei*t  die  umfomiisierende  Funktion  als  Grenz- 
fonktion  von  lokalen  uniformisierenden  Parametern,  die  ihre  uniformi- 
sierende  Kraft  sukzessiye  über  immer  mehr  durch  die  Fortsetzung  an- 
emandergereihte  Funktionselemente  erstrecken  Jeder  Anfiigung  eines 
neuen  Elementes  der  zu  uniformisierenden  Funktion  folgt  eine  Änderung 
des  uniformisierenden  Parameters  auf  dem  Fuß,  derai-t  daß  der  neue 
Pai-ameter  eine  eindeutige  Darstellung  aller  bis  dahin  aneinandergereihten 
Elemente  liefert. 

Der  so  behandelte  Satz  wird  am  besten  als  Hauptsatz  der  Uniformi- 
sierung bezeichnet  Er  beweist  die  Möglichkeit  der  Uniformisierung 
mit  dem  Zusatz,  daß  die  Aufgabe  so  gelöst  werden  kann,  daß  gleich- 
zeitig alle  auf  dem  Gebilde  tv  ==  f{e)  unverzweigten  Funktionen  mit- 
unifoi-misiert  werden  und  daß  dabei  die  uniformisierende  Funktion 
selbst  zu  diesen  un verzweigten  Funktionen  geholt.  Diese  Aufgabe  kann, 
abgesehen  von  umkehrbar  eindeutigen  Substitutionen  des  Parameters, 
nur  auf  eine  Weise  gelöst  werden.  Diese  Unität  ist  dabei  wesentlich 
durch  die  auf  die  uniformisierende  Kraft  sich  beziehende  Bedingung 
gewährleistet.  Läßt  man  diese  fallen,  so  sind  noch  eine  große  Zahl 
anderer  Losungen  möglich,  Lösungen,  bei  welchen  die  uniformisierende 

p  184—198;  d)  Zur  Theorie  der  ünifonmaierung  JRiemcmnBcher  Flachen,  Acta 
Soc  Fennicae  40  (1010),  Nr.  2. 

P  Koehe,  a)  Über  die  TTnifonniBierang  reeller  algebiaiacher  Kurven,  Gott 
Nachr  1907,  p.  177—100,  h)  Zur  Unifonnisiermig  der  algebraischen  Kurven, 
Q-ött  Nachr  1907,  p  410—414;  c)  Über  die  Uniformisierung  bebebiger  analytischer 
Kurven  11,  Gott  Nachi   1907,  p  683—669 

39)  a)  D.  Ellbert,  Zur  Theorie  der  koufoiinen  Abbildung,  Gott  Naohr  1909, 
p  814—328;  b)  P  Koehe,  Über  die  ünifonmaierung  bebebiger  analytischer  Kur- 
ven, Qött.  Nachr.  1909,  p.  324—361;  c)  P.  Koehe,  Über  die  iZiZJertsohe  Uniformi- 
Bieriuigsmethode,  Gott  Nachr.  1910,  p  69—74;  d)  P  Koele,  Über  die  Uniformi- 
sierung bebebiger  analytischer  Kurven  I.  Das  allgemeine  Uniformisierungsprinziij, 
J  f  Math  188  (1910),  p.  192— 858;  e)  JR  Gotirant,  Über  die  Anwendung  des  Dm-w;//- 
Zctoohen  Prinzips  auf  die  Piobleme  der  konfoimen  Abbildong,  Dias  Göttingen  1910; 
f)  B.  Gourant,  Zur  Begründung  des  Dinchletachea.  Prmzips,  Gott.  Nachr  1910, 
p  154—160;  g)  E.  Courant,  Über  die  Methode  des  Dtrichletschen  Prinzips,  Math 
Ann.  72  (1912),  p  612-550,  h)  E  Weyl,  a  a.  0  19),  p  78ff ;  i)  B  Cotirant,  Über 
die  Existenztheoreme  der  Potential-  und  Funktionentbeone,  J  f.  Math  144  (1914), 

p  190— an 
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Funktion  durch  ihre  (größere  oder  kleinere)  uniformiaierende  Kraft 
festgelegt  werden  kann,  und  noch  allgemeinere  Lösungen,  bei  -welchen 
auch  dies  nicht  möglich  ist.  Die  Frage  nach  der  Aufz'ahlung  aller 
möghchen  Uniformisierungen  isb  kaum  in  Angriff  genommen.  Die 
•wichtigsten  sind  zweifellos  die  schon  Ton  F.  Ktem^^)  formulierten  Lösun- 
gen, Dahin  gehören  die  Funktionen,  welche  dadurch  charakterisiert 
sind,  daß  alle  in  gegebener  Weise  relativ  zu  m;  =  f{is)  Terzweigten 
Funktionen  und  nur  diese  eindeutig  werden,  daß  also  die  uniformisierende 
Funktion  selbst  zu  der  zu  uniformisierenden  Funktionsklasse  gehört.  Zu 
semer  Lösung  stehen  fast  alle  voihm  aufgezählten  Methoden  zur  Yer- 
fttgung.  Wegen  der  weiteren  von  Klem  formulierten  Probleme  sei  auf 
ArtikeinB4  (i^r2CÄ;e)  verwiesen.  Biebethacli*^)  hat  bei  zwei  Gelegenheiten 
Beispiele  gegeben,  die  zeigen,  daß  mit  diesen  Klein8Qh.&a.  Problemen 
lange  nicht  aUe  Uniformisierungsproblemei  erachöpft  sind.  Koebe^^)  hat 
aber  durch  sein  allgemeines  üniformisierungsprinzip  gezeigt,  daß  die 
volle  Aufzählung  im  Grunde  ein  topologisches  Problem  ist:  die  Auf- 
zählung aller  derjenigen  Überlagerungsfl'ächen,  welche  eine  schlichte 
konforme  Abbildung  zulassen.  Man  kann  sehr  wohl  dies  topologische 
Problem  als  rein  gruppentheoretisches  Problem  formulieren.  Bei  der 
Aufzählung  aller  relativ  zu  w  =  f(0)  unverzweigten  üniformisierungs- 
funktionen  läuft  es  darauf  hinaus,  diejenigen  Untergruppen  der  zu  «;==  /"(n) 
gehörigen  Grenzkreisgruppe  anzugeben,  deren  Fundamentalbereich  eine 
Ränderzuordnung  aufweist,  die  durch  schlichte  Abbildung  vollzogen 
werden  kann. 

8.  Begriff  der  singulären  Stelle.  Den  Begriff  des  singulären  Punktes 
emer  analytischen  Funktion  haben  nicht  alle  Yerfasser  unserer  Epoche  mit 
der  wünschens weiten  Klarheit  erfaßt  Ich  halte  einzig  und  allem  die  fol- 
gende Definition  für  richtig:  Wenn  die  Gliedör  einer  Kette  von  regulären 
Elementen  '^{g  —  a)  der  Funlction  w  =  f(e)  durdt  unmiUelbcMre  Foiiseteung 
a/useinander  hervorgehen,  derart  daß  thre  Mittdfpunkte  einen  einmgen  Hau- 
fimgspunM  haben,  mid  ihre  Konvergengradien**'^)  gegen  Null  Tionvergieren, 

40)  F  Klein,  Neue  Beitrüge  zur  JRie?na««schen  Funktionentheone ,  Math 
Ann  21  (1888),  p  141—218 

41)  L  Btcherhach,  a)  Zur  Theorie  der  automorplien  Funktiouen,  Dias  Göttm- 
gen  1910;  b)  a   a  0   26) 

42)  P.  Koebe,  a)  Über  ein  allgememes  UniformisiertuigBprinzip,  Atti  de!  IV 
congresBO  internaz  dei  mat  vol  U.  Borna  1909,  p.  S5— 30;  l>)  Sur  un  principe 
gßnöral  d'oniformiaation,  Paria  C  R  148  (1909),  p  824—828;  o)  a  a,  0  89  d).  Vgl. 
auch  J  Kaufmann,  Zur  Theorie  der  konformen  Abbildung,  Diss.  Basel  1917. 

42,1)  Diese  sind  auf  der  Kugel  zu  messen.  Ich  rerstehe  darunter  den  auf 
der  Eugel  gemessenen  Abstand  des  Entwicklungämittelpunktes  vom  Eand  des 
Konvergenzkreises 
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SO  defintert  diese  KeMe  eine  smgtdäre  Stelle  Die  g-Koordmate  des  Eaufungs- 
punktes  ist  ihre  s-Koordinate  Man  sagt  auch,  sie  liege  über  der  häreffenden 
Stelle  der  e-JEbene.  Die  sie  hestimmende  Kette  nennen  wir  ElemenÜcoordi- 
nate  der  singvlären  Stelle  Wann  zwei  nicht  identische  Eetten  denselben 
singularen  Punkt  festlegen,  wird  hernach  erklärt  werden.  Yerbmdet  man 
die  Mittelpunkte  je  zweier  aufeinanderfolgender  Kreise  der  Kette  durch 
einen  JordansotLen  Kurvenbogen,  der  den  von  beiden  Kreisen  gebildeten 
Bereich  nicht  verläßt,  so  macht  die  ö-esamtheit  dieser  Kurvenbogen 
eine  einzige  Kurve  aus.  Man  sagi^  die  Fortsetzung  erfolge  längs  dieser 
Kurve  oder,  diese  Kurve  führe  zu  dem  singularen  Punkt  hin  Diese 
Erklämag  der  singularen  Punkte  zeigt,  daß  sie  als  uneigentliche  oder 
ideale  Elemente  oder  uneigentliche  ideale  Punkte  der  Riemannsoheji 
Fläche  aufzufassen  sind.  Man  gelangt  nämhch  zu  den  eigentlichen, 
den  regulären  Stellen,  durch  Ketten,  deren  Elementmittelpunkte  sich 
aucli  in  einer  einzigen  Stelle  häufen,  deren  Konvergenzradien  aber  mcht 
gegen  Null,  sondern  gegen  einen  anderen  Grenzwert  streben.  Daß  mau 
jede  solche  reguläre  Kette  —  im  Sinne  der  gleich  zu  eröi-temden 
Gleichheitsdefinition  —  durch  eine  endliche  ersetzen  kann,  ändert  nichts 
an.  der  Tatsache,  daß  es  eben  solche  unendliche  Ketten  gibt. 

Ist  z.  B.  eine  eindeutige  Funktion  vorgelegt,  so  sind  nach  dieser 
Definition  nicht  aUe  Grenzpunkte  des  Definitionsbereiches  also  im  all- 
gemeinen auch  nicht  aUe  Häufungspunkte  der  singularen  Punkte  selbst 
singulare  Punkte,  sondern  nur  die  durch  Jordankaryea  erreichbaren 
Grenzpunkte  treten  als  Koordinaten  der  singularen  Punkte  auf.  Man 
hat  also  scharf  zwischen  Grenzpunkten  des  Definitionsbereiches,  smgu- 
lären  Punkten  und  Koordinaten  von  smgulären  Punkten  zu  unter- 
scheiden. Trotzdem  gibt  es  Darstellungen*^),  die  mehr  oder  weniger 
klar  die  hier  gegebene  Erklärung  zugrunde  legen,  in  einem  Atem  aber 
erklären,  die  Menge  der  singularen  Punkte  sei  abgeschlossen. 

Aber  von  solchen  Inkonsequenzen  ganz  abgesehen,  ist  eine  Definition, 
welche  die  singularen  Punkte  einer  eindeutigen  Punktion  tait  den  Grenz- 
punkten  des  Ezistenzbereiches  identifizieien  wollte,  aus  vielen  Gründen 
höchst  unzweckmäßig. 

1.  Sie  entspricht  wenig  dem  Geist  der  Weierstraßschen.^^'^)  Erklärung 
der  analytischen  Funktion,  weil  sie  nicht  an  den  Begriff  der  analytischen 
Fortsetzung  anknüpft    Während  aber  Ketten  von  Funktionselementen, 

43)  So  L  ZoretM,  Le9onB  Bur  le  prolongement  analytique,  Fans  1911. 

48  a)  Gleiobwohl  hat  sich  Weierstraß  gelegentlich  derselben  bedient  Eine 
eigentliche  Theorie  der  smgulären  Funkte  hat  indessen  Weterstraß  nicht  ge- 
geben. YgT  z.  B  :  Einige  auf  die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  mehrerer 
YeiSnderHche  sich  beziehende  Sätze,  %  8 
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deren  Mittelpunkte  nur  einen  einzigen  Eäufongspmikt  haben,  deren 
Konvergenzradien  aber  nicht  gegen  Null  streben,  zu  einem  Funktions- 
element hinfükren,  betrachtet  unsere  Definition  Ketten,  deren  Konvergenz- 
radien gegen  Null  streben.  Im  Begriff  der  „Kette  mit  einem  einzigen 
Häufangspunkt"  sind  also  die  Begriffe  „reguläre  Stelle"  und  „singulare 
Stelle"  vereinigt 

2.  Eine  Definition  aber,  die  bei  eindeutigen  Funktionen  singulare 
Stellen  und  Grenzstellen  des  Definitionsbereickes  identifiziert,  laßt  sich 
nicht  auf  mehrdeutige  Funktionen  überti-agen,  weil  da  erst  die  Erklärung 
des  Grenzpunktes  zu  geben  wäre.  Man  hat  da  ja  nicht  ohne  weiteres 
eine  größere  Fläche  zur  Verfügung,  die  an  sich  zwar  mchts  mit  der 
Funktion  zu  tun  hat,  von  der  aber  der  Existenzbereich,  also  jetzt  die 
EiemannBclie  Fläche,  ein  Teilbereich  ist. 

3.  Schon  bei  eindeutigen  Funktionen  erfordern  die  örenzpunkte 
eine  ganz  andere  Behandlung,  als  die  spezielle  Sorte  derselben,  die  als 
Koordmaten  unserer  singulären  Stellen  auftreten. 

4.  Viele  Beispiele  drängen  direkt  zu  unserer  Definition  hin,  so 
z.  B.  nach  Hurwite^)  die  Betrachtung  der  Umkehrungsfunktionen  der 
ganzen  Funktionen  Die  nicht  algebraischen  singulären  Stellen  der- 
selben entsprechen  den  GJ-renzwerten,  die  man  bei  kurvenmäßiger  An- 
näherung an  den  wesenthch  singulären  Funkt  der  ganzen  Funktion 
erhalten  kann. 

Der  Begnff  der  singulären  Linie  kann  bei  den  allgemeinen  analyti- 
schen Funktionen  so  gefaßt  werden:  Jede  Kette  von  Funktionselementeu 
definiert  eme  smguläre  Linie,  wenn  die  Radien  dieser  Elemente  gegen 
Null  streben,  ohne  daß  dabei  die  Mittelpunkte  der  Kettenglieder  emen 
Grenzwert  haben.  Die  Projektion  der  Kurve  auf  die  ;^Ebene  wird 
von  den  Häufungspunkten  der  Elementmittelpunkte  gebildet 

9.  Begriff  der  TTnigebnng  einer  singulären  Stelle.  Sie  besteht 
aus  Funktionselementen,  die  wie  folgt  erhalten  werden.  Wenn  der 
singulare  Funkt  die  Koordinate  a  hat,  so  nehme  man  eine  Umgebung 
dieser  Stelle  in  der  0-Ebene  und  eine  Kette,  die  zu  dieser  Stelle  hm- 
führt.  Den  Teil  dieser  Kette,  der  nur  Elemente  über  Punkten  dieser 
Umgebung  enthält  und  m  a  endigt,  bezeichne  man  mit  L  und  nehme 
nun  alle  Elemente,  die  man  von  den  Elementen  der  Kette  aus  erhalten 
kann,  wenn  man  sie  längs  Kurven  fortsetzt,  die  ganz  in  dieser  Umgebung 
verlaufen.  Die  Gesamtheit  dieser  Elemente  heißt  eme  Umgäning  der 
singulären  Stelle.    Zwei  durch  verschiedene  Ketten  definierte  singulare 

44)  A  Hurwttz,  Sar  les  points  critiques  des  fonctions  inverBeB,  Paris  G  B. 
143  (1906),  p   877—879  und  144  (1907),  p.  68-  65 
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Stellen  -werden  dann  als  identisch  angesehen,  wenn  alle  ihre  Um- 
gebungen  identisch  sind.  Man  kann  etwas  präziser  die  Definition  dei 
singulären  Stelle  nun  also  so  fassen:  Was  in  der  yongen  Nnmmer  als 
singulare  Stelle  bezeichnet  wurde,  werde  richtiger  singulare  Kette  ge- 
nannt Eine  singulare  Stelle  wird  dann  der  Inbegriff  aller  der  singu- 
lären Ketten,  die  im  eben  bezeichneten  Sinne  eine  Umgebung  gemein- 
sam haben. 

G-ibt  es  eine  Umgebung  der  Kowdinate  a  derart,  daß  kem  ihr  an- 
gehdrjger  Weg,  von  einem  Element  emer  a  definierenden  Kette  aus,  zu 
einer  anderen  singulären  Stelle,  als  eben  der  über  a  gelegenen  hinführt, 
so  heißt  diese  singulare  Stelle  isoliert.  Besitzt  eine  smguläre  Stelle  eine 
Umgebung,  in  der  zu  jeder  Koordmate  höchstens  em  Element  gehört, 
so  heißt  die  singulare  Stelle  eindeutiQy  sonst  mehrd&uiig. 

10.  Eindeutige  isolierte  Singularitäten.  Sie  zerfallen  ia  Pole  und 
wesentlich  singulare  Stellen  Das  ist  bekanntlich  eine  direkte  Folge 
des  Satzes  über  die  hebbaren  Unstetigkeiten:  Wenn  f{B)  im  Bereiche  B 
eindeutig  ist,  und  auf  allen  den  Punkt  a  nicht  treffenden  Wegen  fort- 
setzbar ist,  wenn  sie  außerdem  beschränkt  ist,  so  besitzt  sie  bei  An- 
näherung an  a  einen  Grenzwert  h  und  wird  auch  in  diesem  Punkte 
regulär,  wenn  man  in  a  die  Erklärung  ändert  und  f{a)  =  6  setzt  In 
unserer  Epoche  haben  sich  verschiedene  Verfasser'"')  mit  diesem  Satz 
beschäftigt    Neuerdings  hat  er  durch  Fhragmm  und  Lmdelöf^^)  eine 

iö)  W.  F.  Osgood,  Some  pomts  in  the  elements  of  the  theory  of  functions, 
Bull  Am.  math  Soo  (2)  2  (1896),  p  296—802 ;  E.  Landau,  On  a  familiär  theorem 
of  the  theoiy  of  functions,  Bull.  Am  math  Soc  (2)  12  (1906),  p.  155—156, 
D.  H  Ourttsa,  A  proof  of  the  theorem  conceming  ortifioial  smguIantieB,  Ann. 
of  math  (2)  7  (1906),  p  161—162 ;  M.  Bodier,  An  other  proof  of  the  theorem  cou- 
ceiTung  artifioial  BÜigularitiefl,  Ann.  of  math.  (2)  7  (1906),  p  168 — 164 

46)  E  JPhragmm,  Sur  une  extension  d^un  thäoreme  claBBique  de  la  throne 
des  fonctionB,  Acta  math  28  (1904),  p.  351 — 368.  Die  Arbeit  enthält  noch  eine 
ßeihe  ähnlicher  Sätze  In  einer  späteren  Arbeit  E  PJiragmen  und  E,  Lmdelof, 
Sur  une  ezteuBion  d'uu  principe  olaBBique  de  Panaljae  et  sur  quelques  propritStäs 
des  fonctions  monogenes  dans  le  voiamage  d'un  pomt  singulier,  Acta  math  31 
(1908),  p.  881 — 406  Bind  diese  Fragen  wieder  aufgenomjuen.  Die  Beweise  sind 
dort  vereinfacht  und  die  Sätze  sind  auf  eine  allgemeinere  Grundlage  gestellt.  Sie 
fließen  alle  aus  dem  folgenden  Prinzip:  Die  Funktion  f{e)  sei  in  dem  Bereiche  B 
eindeutig  und  regulär.  Ihr  absoluter  Betrag  möge  am  Rande  mit  Ausnahme  ge- 
wisser Stellen  den  folgenden  Bedingungen  geniigen.  Wenn  g  hinroicheud  nahe 
am  Rande  liegt,  so  gelte,  wie  klein  auch  das  positive  s  gewählt  sem  möge,  die 
Ungleichung  |  /"(«)  |<  C  +  £ . 

In  den  Ausnahmepuukten  aber  soU  folgendes  gelten:  Es  soll  eine  im  Bereiche 
reguläre  und  von  Null  verschiedene  Funktion  w{z)  geben,  die  folgende  Eigen- 
schaften hat:  In  B  ist  \w(e)\<Zl.   In  hinreichender  Nähe  der  Ausnahmepunkte 
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wesentliche  Vertiefung  erfahren    Ich  erwähne  nur  den  folgenden  Saie: 
Wenn  f{g)  m  der  Umgebung  von  8  =  0  emdeutig  ist,  wenn  es  für 

I  ^S  ^  I  "^^  T  ^^  dieser  Umgebung  der  Bedingung 

genügt,  wenn  dabei  Ku  <  ir  gilt,  wenn  für  alle  anderen  0  der  Umgebimg 

\M\<G, 
ist,  so  ist  f(js)  bei  geeigneter  Erklärung  yon  /*(0)  auch  im  Punkte  g  =  0 
regulär. 

Während  in  emem  Pole  von  /*(«)  die  Funktion  yr-.  regulär  bleibt, 
kommt  nach  Weiers^aß^'')  f{g)  in  der  Umgebung  einer  wesentlich 
smgulären  Stelle  jedem  Wert  beliebig  nahe.  Der  Picarc^sche  Satz 
stellt  sogar  fest,  daß  die  Funktion  jeden  Wert  mit  höchatens  einer 
Ausnahme  unendlich  oft  annimmt.    (Näheres  weiter  unten.) 

11.  Mehrdeutige  isolierte  SingularitSten.  Sie  zerfallen  in  endlich 
meldeuUge,  die  durch  eine  geeignete  Wurzeloperation  zu  eindeutigen 
regulären  oder  singulären  Stellen  gemacht  werden  können  und  in  iran- 
seendente.  Besitzt  die  Funktion  bei  Annäherung  an  die  singulare  Stelle 
einen  Grenzwert  (endlich  oder  unendlich)  d.h.  weicht  sie  m  hmi'eichend 
naher  Umgebung  (siehe  Nr.  9  dieses  Artikels)  der  bingulären  Stelle  be- 
liebig wenig  von  emem  festen  Wert  ab,  so  Hegt  eine  außenoesenüiche 
oder  logariihmische  Singularität  sonst  eme  wesentliche  Singularität  vor. 
Zu  ihrer  näheren  Charakterisierung  dient  die  Betrachtung  ihres  Werte- 
Vorrates  oder  ihres  Unbestimmtheitshereic'hes^^)  (Näheres  wird  Nr  20flF. 
angegeben  werden.) 

13.  Der  Monodromiesatz.  Längs  eines  jeden  in  einem  einfach 
zusammenhängenden  Bereiche  B  veilaufenden  Weges  sei  die  Funktion 
f(ji)  fortsetzbar.  Dann  ist  sie  im  Bereiche  JB  emdeutig  und  regulär. 
Der  Satz  besagt  also,  daß  eine  in  einem  emfach  zusammenhängenden 

gilt  fdi  jedes  positive  s  und  für  jedes  positive  a  die  Ungleichung 
Unter  dienen  Voraussetzungen  gilt  in  ganz  B  die  Ungleicbtuig 

und  dabei  steht  gleich,  nur  dann,  wenn  f(is)  eine  Konstante  ist 

47)  E  Weietstraß,  Zni  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen, 
Berl.  Abh  1876,  p  11  =-  Werke  Bd.  2,  p.  77—124  (§  8) 

48)  P  Pawilevij  Bur  les  singnlant^s  des  fonctions  analytiques  et  en  parti- 
culier  des  fonotions  däfinies  par  des  öquations  difförentielles,  Paris  C  R  131 
(1900),  p.  489  —  4^2  Ferner-  Notice  snr  les  travaui  scientiGquea  de  31.  PainJeve, 
Paris  1900 
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Bereiche  JB  melirdeutige  Funktion  in  diesem  BereicHe  Singularitäten 
besitzen  muß.**) 

13.  Verteüting  der  Singularitäten  bei  eindeutigen  Funktionen.^ 
Die  Frage  nach  den  Punktmengen,  welche  als  Singularitätenmengen 
eindeutiger  Funktionen  auftreten  können,  ist  durch  den  Satz  völlig 
gelöst,  daß  jeder  hehebige  Bereich  Existenzbereich  einer  analytischen 
Fimktion  sein  kann  Die  Singularitäten  sind  nämlich  die  erreich- 
baren Randpunkte  des  Existenzbereiches  Für  eindeutige  Funktionen 
wurde  der  Satz  zuerst  durch  Mittag- Leffler^^)  bewiesen.  Eine  andere 
Frage  ist  die,  ob  an  den  einzelnen  smgularen  Stellen  auch  die  Natur 
der  Smgularität  beliebig  vorgeschrieben  werden  kann.  Hierüber  existieren 
bisher  nur  sehr  spezielle  Untersuchungen.^^)  Eng  damit  zusanmien  hängt 
die  Frage,  ob  und  wie  man  eine  gegebene  Funktion  so  als  Summe 
zweier  anderer  darstellen  kann,  daß  die  eine  an  emer  gegebenen  Teil- 
menge der  Singularitätenmenge  der  anderen  singulär,  die  andere  daselbst 
regulär  ist/^  Dahin  gehört  auch  der  Satg  von  Coustn'^^):  Wenn  zwei  Be- 
reiche Ä  und  B  den  Bereich  0  gemeinsam  haben  und  wenn  /"(ä)  in 
A,  giß)  in  B  eindeutig  und  analytisch  ist,  die  Differenz  fiß)  — g{e) 
aber  in  G  regulär  ist,  so  gibt  es  eine  in  A  und  B  erklärte  eindeutige 

•49)  Der  Satz  iflhrt  von  Weiersiraß  her.  VgL  0  Steil»  u.  J.  Omeiner,  Einleitung 
in  die  Fnnktionentheorie ,  Leipzig  1910,  wo  der  von  Weierstraß  in  Beinen  Vor- 
lesungen gegebene  Beweis  zu  finden  ist  Neuerdings  hat  sioh  Osgood  mit  ihm 
beschäffcigt:  On  a  gap  in  the  ordmary  piesentation  of  the  Weierstraß  theory 
of  fonctions,  Am  M  S  Bull.  (2)  10  (1904),  p.  294—801  Einen  Beweis  gibt 
A  Fringshetnif  Über  eine  charakterietiBohe  Eigenschaft  sogenannter  Treppenpoly- 
gone und  deren  Anwendung  auf  einen  Fundamentalsatz  der  Funktionentheorie, 
Münoh  Ber.  1916,  p  27—66  Einen  sehr  einfachen  Beweis  enthält  der  erste 
Bond  meines  demnUchst  ersoheinenden  Lehrbuches  der  Funitionentheorie 

60)  Mittag- Leffler,  Sur  la  reprösentation  analytiqne  des  fonctions  monogenes 
nniformes  d'nne  variable  indiSpendante,  Acta  math.  4  (1884),  p.  1 — 79.  Verschie- 
dene Autoren  haben  nenerdings  den  Satz  anf  mehrdeutige  Fnnktionen  ansgedehnt 
und  haben  bewiesen,  daß  ein  jedes  RtemannacheB  Flächenstück  als  Existenzbereioh 
gewisser  analytischer  Funktionen  aufgefaßt  werden  kann.  Koebe,  Fonction  poten- 
tielle et  fonction  analytiqne  ayant  nn  domame  d'existence  donnöe  ö.  un  nombre 
quelconqne  (fini  ou  infini)  de  feuUlets,  Paris  0  R.  148  (1909),  p  1446—1448; 
JE?.  FreundUch,  Analytische  Funktionen  mit  bebebig  vorgeschriebenem  unendlich- 
blättrigem  Bxistenzbereich,  Diss.  Qöttmgen  1910;  Osgood,  Lehrbnoh  der  Fnnk- 
tionenÜieone,  2   Anfl    Leipzig  1912,  p.  748—758 

51)  Mtttag-Leffler,  a.  a.  0  50);  G.  Fäber,  Über  analytische  Funktionen  mit 
vorgeschriebenen  Srngnlaritäten,  Math.  Ann  60  (1906),  p  879—397  Fdber  dehnt 
die  Untersuchungen  auf  mehrdeutige  singulare  Stellen  aus 

52)  G  Fäber,  a  a  0  51),  A.Eaar,  Über  analytische  Funktionen  mit  singu- 
laxer  Linie,  Gott  Nachr  1914,  p.  115—128 

58)  P  Cousin,  Snr  les  fonctions  de  n  variables  complexes,  Acta  math  19 
(1894),  p  1—61.  Vgl.  auch  F  Fhragmin,  a.  a  0.  46) 
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analytische  Fmiktion  F(e),  fdr  die  F{e)  —  f{e)  in  A,  Fi/)  —  g(/)  m 
J5  regulär  ist 

Bei  eindeutigen  Funktionen  kann  die  Singularitätenmenge  nach, 
rein  mengentheoretischen  Gesichtspunkten  klassifiziert  werden.  Wir  be- 
trachten die  Menge  der  Grenepunkfe  des  Existenebereiclies  1.  Die 
Menge  sei  dbgdhWar.  Dann  ist  jeder  Punkt  erreichbar,  und  die  Menge 
besteht  also  aus  lauter  singulären  Punkten.  In  beliebiger  Nähe  eines 
jeden  derselben  hegen  isolierte  Singulaiitäten.  Für  jede  von  einem 
Pole  verschiedene  Singulaiität  gilt  daher  der  FiccwdaGhe  Satz  Daher 
ist  auch  auf  solche  Funktionen  der  Satz  von  den  hebbaren  TJnstetig- 
keiten  übertragbar 

2.  Die  Menge  enthalte  perfekte  Bestandteile.  Dann  kann  man  sich 
mit  Bücksicht  auf  das  eben  Gesagte  auf  den  FaU  beschränken,  daß  die 
Menge  selbst  perfekt  ist.  Als  solche  kann  sie  dann  punkthafb  sein 
oder  kontinuierliche  Bestandteile  enthalten 

Es  sei  also  zunächst  die  Menge  der  Grenzpunkte  perfekt  und 
jpunkthaft.  Wir  teilen  sie  nach  ihrem  Fldchenmaß  (NuU  oder  positiv) 
sowie  nach  ihrem  Umfang  ein.  Damit  ist  folgendes  gemeint  Man 
betrachte  eine  Folge  von  endlich  vielen  Kreisen  um  die  Punkte  der 
Menge  2^  sei  die  untere  Grenze  der  Gesamtlänge  dieser  Kreise,  falls 
ihr  Durchmesser  d  mcht  übeitriflfb.  Bei  Verkleinerung  von  d  nimmt 
Zj  nicht  zu,  und  es  sei  lim  l^  «=  l.    Dann  heißt  l  Umfang  der  Menge. 

Er  kann  NuU,  endlich  oder  unendlich  sein.  Mit  Hilfe  der  Integralformel 
kann  man  auf  den  ersten  Fall  leicht  den  Satz  von  den  hebbaren  Sin- 
gularitäten übertragen,  und  damit  gilt  für  diese  Singularitäten  wieder 
der  Satz  von  Weierstraß  und  daher,  wie  man  mit  Hilfe  der  Modulfunk- 
tion  sieht,  auch  der  Satz  von  Pica/ird. 

Ist  der  Umfang  endlich  und  von  NuU  verschieden,  so  kann  man  nur 
noch  zeigen,  daß  die  Funktion  an  den  smgulären  Stellen  nicht  stetig 
sem  kann.^*)  Man  kann  aber  schon  Funktionen  angeben,  die  ui  der 
voUen  Ebene  beschränkt  sind,  deren  Smgularitäten  aber  eine  derartige 
perfekte  diskontmuierliche  Menge  ausmachen'*'*) 

Ist  schheßhch  der  Umfang  unendlich,  so  kann  man  nach  Powi- 
p^u^^  und  Golouheff^^)  Beispiele  von  Funktionen  bilden,  die  in  der 

64)  P  Pamlev^,  Notice  sur  les  travauz  scientifiqnea  de  M  Painleve,  Pai-ia 
1900;  L  Zorettt,  a  a  0  48),  p  80 

66)  A.  Deryoy,  Snr  les  fonotions  analytiques  -aniformes  ä  singulantäa  dis- 
contmues  non  Isoldes,  Paris  C.  E  160  (1900),  p  32 — S4 

66)  D  Pomp^tt,  Sur  la  continuitä  des  fonotions  de  variables  complexea, 
Ann.  de  Toulouse  (2)  7  (1908),  p.  264—816.  Zoreth  versuchte  in  seiner  These  Sur 
lea  fonctions  analytiques  uniformes,  qui  poas^dent  un   ensemble  parfait  discon- 
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ganzen  Ebene  stetig  nnd  doch  nicht  konstant  sind  und  deren  Singa- 
laritäten  unter  den  Punkten  der  Menge  enthalten  sind.^^ 

Sind  in  der  Eandmenge  des  EzistenzbereicheB  kontinuierliche  Be- 
standteile enthalten,  so   ist  wieder  eine  große  Mannigfaltigkeit   von 
Fällen  möglich.    Erst  wenige  davon  sind  untersucht     Ich  wiU  nur  von 
'  dem  Fall  reden,  wo  eine  isolierte  Linie  von  Singularitäten  da  ist.   Altere 

Untersuchungen  verfolgen  hauptsächlich  das  Ziel,  Beispiele  dafür  zu 
geben,  daß  solche  Fälle  möghch  sind.  Heutzutage  zweifelt  niemand 
mehr  an  ihrem  häufigen  Vorkommen.  Ja  man  weiß  sogar,  daß  unter 
allen  im  Einheitskreis  konvergierenden  Potenzreihen  diejenigen  am 
häufigsten  vorkommen,  die  nicht  über  diesen  Kreis  hinaus  fortsetz- 
bar smd.")^»} 

tinxL  de  points  Bingiihers,  J   de  math    (6)  1  (1906),  p    1 — 61  das  Gegenteil  zu 

beweisen.    W  Gohuieff,  Sur  lea  fonctiona  ä.  Bingulantös  discontinues,  Pans  C  R. 

168  (1914),  p.  1407— 14Ö9 

I  67)  Mit  den  Fragen  dieses  Absobuittes  befassen  sich  noch  eine  ganze  Beihe 

I  weiterer  Arbeiten  von  Pompdju  und  von  Devyoy:  D  Ponipdju,  &)  Sur  les  fono 

tions  de  variables  complexea,  Paris  C  R.  184  (1902),  p  1196—1197;   b)  Sur  les 

singularitÖB  desfonctions  analytiques  uniformes,  Fans  C  R.  189  (1904),  p  914 — 916; 

c)  Sur  les  singulaxit^  des  fonotions  analytiques  unifoimes,  Paris  C.  B>  149  (1909), 

I  p  108 — 106;  d)  Sur  les  singularit^s  discontinues  des  fonctions  analytiques  unifonaes, 

'  Fans  C.  R.  149  (190Ö),  p.  1060—1061;    e)  Sur  la  repiösentation  des  fonotions 

analytiques  par  des  integrales  döfinies,  Fans  C  R  149  (1909),  p  1365—1357;  f)  Sur 

les   singulant^a   des  fonctions   analytiques   uniformes,   Fans   C   R    149    (1910), 

p.  464 — 466 ;  g)  Sur  les  singulantäa  des  fonctions  analytiques  uniformes,  Rend 

I  di  Palermo  29  (1910),  p   806 — 807;   h)  Sur  un  exemple  de  fonction  analytique 

'i  partout  continue,  Am.  J  of  math.  82  (1910),  p.  327—832;  i)  Sur  lea  singulantös 

I     ]  des  fonctions  analytiques  uniformes,  Enseignement  math.  12  (1910),  p.  18 — 20, 

I    i'  k)  Sur  les  fonctiona  analytiques  uniformes,  Nieuw  archiev  voor  wiskunde  (2)  9 

j      j  (1-910),  p  172—176;  1)  Sur  les  fonotions  de  vanables  oompleies,  Paris  C  R   168 

I      !  (1911),  P   624—626. 

[  Ä  Dev^oy,  Sur  les  fonctiona  analytiques  uniformes,  qui  restent  contmues 

I  sur  un   ensemble  parfait   discontmue  de  amgulantäs,   Paris  C   R    148   (1909), 

I      I  p.  1154 — 1166;  P.  Famlevi^  Observations  au  sujet  de  la  communication  pröcddente, 

I    ,J  Paris   CR  148  (1909),  p  1166—1167;  A  Devijoy,  Sur  les  fonctions  analytiques 

I  uniformea  Ä.  singularit«is  diBoontinues,  Faiia  C  R  149  (1909),  p  268—260,  A.Den- 

'  joy,  Sur  lea  singulantöa  discontmues  des  fonctions  analytiques  uniformes,  Paria 

I  C.  R   149  (1909),  p.  886—388 

I  68)  Ansätze  von  Borel,  a)  Sur  les  söries  de  Taylor,  Fans  C  R  128  (1896), 

p.  1061—1062;  b)  Sur  les  sönes  de  Taylor,  Acta  math   21  (1897),  p.  243—248; 
I  o)  Sur  les  sÄneg  de  Taylor  admettant  leur  cercle  de  convergence  comme  coupure, 

j    '.  J.  de  math  (6)  2  (1896),  p  441—451;  A  Pringshetm,  Über  Funktionen,  welche  in 

I  gewissen  Punkten  endliche  Differentialquotienten  jeder  endlichen  Ordnung  aber 

ij    ,  keine  Ta^Zorsche  Reihenentwicklung  besitzen,  Math.  Ann  44  (1894)  [p  41—56] 

1     '  p.  60—61;   E   Fabry,  a)   Sur  les  s^ries   de   Taylw,   Paris   C    R.  124   (1897), 

jl  p  142—148  und  Bd.  125  (1897),  p.  1080—1089,  b)  Sur  les  s6nes  de  Taylor,  qui 
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Der  Picardsche  Satz. 

14:.  Der  Fioardsohe  Satz.  Eine  glückliolie  Idee  fölirte  im  Jahre 
1879  JE.  Picard  zu  einer  wesentliclien  Vertiefang  des  Weierstra ßBchen 
Satzes,  daß  eme  jede  in  der  Umgebung  einer  wesentlicli  singulären 
Stelle  emdeutige  imd  meromorphe  Funktion  daselbst  jedem  Wert  be- 
liebig nahe  kommt  Eine  Anwendung  der  eUiptischen  Modulfunktion 
keß  ihn  eikennen,  daß  die  Funktion  aUe  Werte  mit  lioclistens  zwei 
Ausnahmen  wirklich  annimmt  Zunächst  EiUerdings '°*)  gelang  der  Be- 
weis nur  für  ganze  Funktionen  und  führte  so  zu  dem  heute  oft  als 
Jdemer  Picardscher  Säte  bezeichneten  Theorem.  Erst  etwas  später***") 
gelang  ihm  der  Beweis  des  großen  Picardschen  Satees,  wonach  eme 
jede  ]n  der  Umgebung  einer  wesenthoh  singulären  Stelle  eindeutig© 
und  meromorphe  Funktion  daselbst  jeden  Wert  mit  höchstens  zwei 
Ausnahmen  wirklich  annimmt.  (Unendlich  wird  dabei  als  Wert  ge- 
zählt, so  daß  eine  m  der  Umgebung  der  betreffenden  Stelle  reguläre 
Funktion  nur  noch  einen  endlichen  Ausnahme  wert  besitzen  kann.) 

Der  Grundgedanke  des  PicardBchen  Beweises  wird  am  besten  am 
klemen  PtcardBclo-en  Satz  erläutert.  Mit  (o{v)  sei  diejenige  eUiptische 

ont  une  mfinitö  de  pointa  singnliere,  Acta  math  22  (1899),  p  65—87,  L.  Leau, 
Becherches  nva  las  Binf^aritäs  d'mie  fonctiou  ddfinie  par  tm  däveloppement  de 
Taylor,  J  demath.  (6)  6  (1899),  p.  866—426  Eine  \7irkliclie  und  entgülidge  Klämng 
dieser  Angelegenlieit  gat  erst  G.  Pölya^  Über  die  Potenzreihen,  deren  Konveigeuz- 
kreis  natürliche  Grenze  ist.  Acta  math.  41  (1917),  p.  99 — 11$;  F.  Saxisdoiif,  Zur 
Yerteilung  der  fortsetzbaren  Heihen,  Math  Ztschr  4  (1919),  p  98 — 108  Dagegen: 
Frdchet,  Leg  fonctiona  prolongeables,  Paria  C.  R   165  (1917),  p  669—670 

69)  Noch  sei  erwähnt,  daß  Fredliolm  [siehe  bei  Mtttag-Leffler,  a)  Sui  un© 
transcendante  renaarquable  d^ouverte  par  M  FredhoJm,  Paris  C  E  110  (1890)^ 
p.  627 — 629,  b)  Sur  nne  transeendante  remarquahle  trouvöe  par  M  Fieäliolnif 
Acta  math  15  (1891),  p  B79— 280;  A  Hurvuiiz,  Über  die  Entwicklang  der  all- 
gemeinen Theone  der  analytischen  Funktionen  in  neuerer  Zeit,  Verh.  d  L  Inter- 
nat. Math -Kongr.  in  Zilnch  1897,  Leipzig  1898,  (p  91 — 112)  p  109]  ein  BPispiel 
einer  Funktion  gegeben  hat,  die  samt  allen  Ableitungen  auf  der  natürhchen 
Grenze  noch  stetig  ist  Zu  diesör  Frage  vgl  man  noch:  A  Fringshetm,  Zur 
Theone  der  TayZoj-sohen  Reihe  und  der  analytischen  Funktionen  mit  beschränk- 
tem ExiBtenzbereich ,  Math  Ann  42  (1893),  p.  158—184.  Auch  schlicht  abbil- 
dende dei artige  Funktionen  kennt  man  als  explizite  Potenzreihen.  Frcdliohn, 
a  a.  0  und  Osgood,  a)  Ezample  of  a  single-valued  fonction  with  a  natoial 
boundaiy,  whose  inverse  is  also  Single  valued,  Am  Math  Soc  Bull  (2)  4  (1898)^ 
p  417 — 424,  b)  Supplementary  note  on  a  single-valued  funotion  wbose  inverae 
18  also  Single  valued.  Am  Math    Soc   Bull   (2)  5  (1898),  p   17—18 

60)  E.  Bicard,  a)  Sur  une  propnätd  des  fonctions  enti^res,  Paris  C.  R.  88 
(1879),  p  1024—1027;  b)  Sur  les  fonctions  entiäres,  Paris  C  ß  89  (1879), 
p  662 — 605;  c)  Sur  les  fonctions  analytiquea  uniformes  dans  le  voisinage  d'un 
point  Binguher  essentiel,  Paria  C  R.  89  (1879),  p  74B — 747;  d)  Mömoiie  sur  les 
fonctions  entiferes,  Ann   ifio   Norm    (2)  9  (1880),  p  146—166 
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Modulfunktion  bezeiclmet ,  welche  bei  v  =  0,  1,  oo  Verzweigungs- 
punMe  unendlicli  holier  Ordnung  besitzt  und  die  ibre  Itiem<mn8ch.e 
Fläche  auf  die  Halb  ebene  S(aj)  >  0  abbildet.  Wenn  nun  eine  ganze 
Funktion  f^e)  die  Wei-te  0,  1,  c3o  nicht  annähme,  so  wäre  auch 
(o[f(0)}  eine  in  der  Umgebung  eines  jeden  endlichen  /er- Wertes  ein- 
deutige und  reguläre  Funktion  also  nach  dem  Monodromiesatz  (Nr.  12) 
selbst  eine  ganze  Funktion,  welche  aber  nur  Werte  mit  positivem  Ima- 
ginärteil annehmen  könnte.  Daher  ist  nach  dem  WeierstraßBcheR 
Satz  (D[f{is)}  also  auch  f(/)  eine  Konstante  Der  Schluß  also,  daß 
(o{fij3)}  wieder  eine  m  der  Umgebung  von  cx>  eindeutige  Funktion 
ist,  beruht  auf  dem  Monodromiesatz,  setzt  also  die  Kenntnis  emes 
einfach  zusammenhängenden  Bereiches  voraus,  in  dem  die  Funktion 
von  rationalem  Charakter  ist.  Daher  kann  der  Monodromiesatz  beim 
Beweis  des  großen  Fica/rdschen  Satzes  kerne  Verwendung  finden 
Denn  da  hat  man  nur  einen  zweifach  zusammenhängenden  Bereich 
zur  Verfagung.  Bei  diesem  Sachverhalt  liegt  es  daher  nahe,  statt  der 
schlichten  Umgebung  des  unendlichen  Punktes  em  daselbst  unendlich 
oft  gewundenes  und  darum  wieder  emfach  zusammenhängendes  Rie- 
wawwsches  Flächenstück  einzuführen,  dann  wird  somit  «{/"(e*)}  eme 
in  emer  Halbebene  der  ^Ebene  eindeutige  Funktion,  die  kernen  Wert 
von  negativem  Imaginärteil  annimmt  In  diesem  Ansatz  stimmen  zahl- 
reiche Beweise  des  großen  Picardacken  Satzes  überem.  Zur  weiteren 
Ausbeutung  dieses  Gedankens  hat  man  mannigfache  weitere  Beweis- 
gründe ins  Feld  geführt.  Ich  halte  den  von  Inndelof^^)  gegebenen 
Beweis,  der  sich  auf  das  8chwarzBc\Le  Lemma  stützt  (vgL  Nr  60),  für 
den  naturgemäßesten  ^*) 

15.  „Elexaentare"  Methoden.  Diesen  mit  Hilfe  der  Modul- 
funktion  geführten  Beweisen   steht  eine  andere  Qruppe  von  Unter- 

61)  E  Linddöf,  a)  Mämoiie  sux  ceii;aines  in^galit^s  dans  la  thäone  des 
fonctiona  monogönes  et  sux  quelques  propri^t^s  nouvelles  de  ces  fonctions  dana 
le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel,  Aota  Soc  Fenn  85  (1908),  Nr  7; 
b)  Sur  le  thöoröme  de  M.  IHcard  dans  la  thöorie  des  fonctions  monogönes,  C.  R. 
du  oongr^s  des  math   tenu  ä  Stockholm  1909,  p   112 — 1S6. 

62)  Weitere  Beweise  bei  Ftcard,  a.  a  0  60)  Femer  in  traitö  d'analyse, 
2.  Aufl.  Bd.  II,  p  281,111,  p  366;  A  Sunoitz,  Über  die  Anwendung  der  elliptiBohen 
Modulfanktion  auf  einen  Satz  der  allgemeinen  Funktionentheorie,  Zürch  Viertel- 
jahxBschr.  49  ("1904),  p.  242—253;  E  Lcmdau,  Über  den  PtcorcZschen  Satz,  Zürch. 
Vierteljahrsschr.  61  (1906),  p  262—818 ;  F.  SchoWky,  Über  zwei  Beweise  des  all- 
gememen  JRkjarrfschen  Satzes,  Berhn  Sitzber  1907,  p.  828—840;  P  Montel,  Sur 
les  familles  des  fonctions  analytiquea,  qui  admettent  des  valeurs  exceptioneUes 
dans  un  domam,  Ann  £o.  Norm.  (8)  29  (1912),  p  487—685;  Osgood,  a)  Lehrbuch 
der  Funktionentheone,  2  Aufl.  (1912),  p,  709;  b)  Zum  Beweise  des  PwarcZschen 
Satzes-  Eine  Ergänzung,  Jakresber.  d   D   Math-Ver   22  (1918),  p.  35—86. 
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sucliungeii  gegenüber,  deren  Autoren  sich  darum  bemiüien,  aucli  ohne 
das  zugkräftige  Mittel  der  Modnlfanktion  den  Beweis  zu  bezwingen. 
Wenn  dies  an  sieb  auch  von  minderer  Bedeutung  ist,  so  haben  docb 
die  dabei  gewonnenen  Metboden  zu  einer  wesenthcben  Yersehärfong 
des  FicardBohen  Satzes  bei  ganzen  Funktionen  endlicber  Ordnung  ge- 
führt, und  diese  haben  wieder  nützliche  Anwendung  bei  der  Verall- 
gemeinerung des  JPica/rdsdhQn  Satzes  auf  gewisse  Klassen  mehrdeu- 
tiger Funktionen  gefunden  (vgl.  Nr.  19  u.  Nr.  32).  Hier  sei  nur  kurz 
erwähnt,  daß  JBorel'^^)  1896  den  kleinen,  Schotfhy^)  1904  den  gioßen 
Picar<?schen  Satz  ohne  Verwendung  der  Modulfunktion  bewiesen 
hat «) 

16.  Der  Iiandaufiohe  Satz.  Unter  den  zahlreichen  Xan^ou  sehen 
Veröffentlichungen  verdient  die  Arbeit  von  1904**'),  welche  sich  jener 
elementaren  Methoden  bedient  —  wenigstens  was  ihr  Ergebnis  an- 
langt —  besonderes  Interesse.  Lcmdaxi  beweist  dort  eine  wesentliche 
Verschärfung  des  kleinen  Picar<?schen  Satzes:  Wenn  eine  analytische 
Funktion  f{e)  durch  eine  Potenzreihe 

mit  a^  4°  ^  gegeben  ist,  so  gibt  es  eine  nur  von  a^  und  %  abhängende, 
von  den  übrigen  Koeffizienten  vöUig  unabhängige  Funktion  Bia^,  Oj), 
so  daß  im  Kreise  |  ;ef  |  <  r  |(r  >  JB(aQ,  a^))  entweder  eine  Nullstelle  oder 
eine  Einsstelle  oder  eine  Singularität  der  Funktion  f{(s)  liegt.  Bei 
ganzen  Funktionen  liegt  also  schon  in  diesem  Kreise  eine  NuUstelle 
oder  eine  Einsstelle. 

Auch  bei  diesem  Satz  hat  sich  bald  die  Überlegenheit  Mer  die 
eUiptische  Modulfunktion  benutzenden  Methoden  gezeigt  Denn  schon 
Landau  selbst^')  konnte  den  Satz  mit  Hilfe  dieser  Funktion  in  we- 
nigen Zeilen  beweisen.    Auch  liefert  die  Verwendung  dieser  Funktion 

68)  E.  Borel,  a)  Demonstration  ^dmentaire  d'an  th^or^me  de  M.  Pioard  but 
les  foDctiona  entifeiea,  Paris  C  E  122  (1896),  p.  1045—1048;  b)  Le9on8  sur  las 
fonctions  entiäres,  Note  I,  Paris  1900 

64)  F.  SchoUky,  Über  den  Picardeohen  Satz  trad  die  BoreZschen  Unglei- 
chungen, Berhn    Sitzber    1904,  p   1244—1262  nnd  1906,  p   82—86 

66)  Weiter  sind  hier  zu  nennen  F.  SchoUky,  a  a  0. 62)  Femer  F  SchoUky, 
Problematische  Punkte  und  die  elementaren  Sätze,  die  zum  Beweise  des  Ptcard- 
Bohen  Satzes  dienen,  J  f  Math  147  (1917),  p  161—172;  Landau,  a  a  0  62); 
E  Ltndelöf,  a.  a  0  61b);  J.  Kraft,  Über  ganze  transzendente  Funktionen  von 
unendlicher  Ordnung,  Diss.  Qöttingen  1918     Ä  Wiman,  a  a.  0.  127) 

66)  F.  La/ndaUj  Über  eine  Verallgemeinerung  des  Ptöardschen  Satzes,  Berlin. 
Ber   1904,  p  1118—1133 
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Schranken  für  E(%j  a^),  ja  die  genaue  Bestimmung  von  J?(ao,  a^y) 
Man  findet  so       ^ ,  .  _  2 1 3  [„  (a«)]  I  _  2g,  (a„) 

Mit  der  durcli  Lcmdau  mit  g){a^  bezeichneten  Funktion  befassen  sich 
eme  Reihe  Arbeiten®^)  namentlich  zu  dem  Zwecke,  handliche  Ab- 
sehätzungen dieser  Funktion  zu  gewinnen.     So  findet  A.  Sunmtg 

W{o>,)\^\l\a,\^\a,~l\^. 

Diese  Abschätzung  gestattet  es  Landau^^^  der  sie  erneut  emfacher 
gewinnt  und  verallgemeinert,  den  großen  PMJOrötschen  Satz  aus  dem 
LandauBch&D.  zu  erschließen. 

Die  angegebeneu  Gedankengänge  ermöglichen  es  natürlich  auch 
für  den  Fall,  daß  a^  und  einige  weitere  Koeffizienten  von  f{ß)  ver- 
schwinden, analoge  Sätze  zu  gewinnen.  Man  erhält  dann  eben  eine 
Sehranke,  die  von  a^  und  dem  ersten  weiteren  nicht  verschwindenden 
Koeffizienten  abhängt. 

Man  kann  natürlich  auch  die  Garai}ieodory^Qh&  Abschätzung  da- 
hm  interpretieren,  daß  sie  eine  Schranke  für  den  ersten  Koeffizienten 
Oj  derjenigen  Fmiktionen  liefert,  die  m  |  i»  |  <  1  regulär  smd  und 
in  diesem  Kreise  die  Werte  Null  und  Ems  nicht  annehmen.  Dieser 
Umstand  legt  die  Frage  nahe,  ob  man  moht  ähnliche  Schranken 
auch  für  die  weiteren  Koeffizienten  gewinnen  kann,  also  Überhaupt 
die  Frage  nach  den  Koeffizienten  derjemgen  in  |  £!  |  <  1  regulären 
Funktionen,  die  in  diesem  Kreise  die  "Werte  Null  und  Eins  aus- 
lassen Vermöge  der  elliptischen  Modulfunktion  hängt  diese  Frage 
eng  zusammen  mit  dem  GarafhcodoryH^&i  Problem,  die  Koeffizienten 
derjenigen  Potenzreihen  anzugeben,  welche  im  Einheitskreis  einen 
positiven  Eealteil  besitzen.  So  wurde  denn  auch  die  Losung  dieser 
Frage  im  Zusammenhang  mit  diesem  Problem  von  Carafhäodory  und 
Fej^^^)  gefunden 

67)  G.  Garaihiodory,  Siir  quelques  gönöraliBations  du  thdoreme  de  M  Ptcard, 
Paiis  0  R  141  (1905),  p.  1218— 121B  Die  wirkliche  Ausrechnung  gibt  erst 
Landau,  a  a  0  62) 

68)  A  EuTwUg,  a  a  0,  62);  jE7.  Landau,  a.  a.  0.  62);  P  Bernays^  Zur  ele- 
meutaren  Theorie  der  LandauBchen  Funktion  q){a^),  Zürch  YierteljahrsBohr  68 
(191S),  p.  203—238;  Gfronwall,  Sur  un  thöorfeme  de  M  Ptcard,  Paris  C.  R  166 
(1912),  p    764—766 

69)  C  Carathdodory  und  L  Fej4r,  Über  den  Zusammenhang  der  Extreme 
von  harmonischen  Funktionen  mit  ihren  Eo  effizienten  und  über  den  Bicard- 
XoMdaMscben  Satz,  Rend  di  Palermo  82  (1911),  p.  218—289  Vgl  auch  O  Toep- 
hte.  a  a.  0   295) 
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17.  VeraUgememerangeii.  Carath^odory^'^  hat  dadurch  eine  Ver- 
allgemeinerimg  des  Landauschen  Satzes  erzielt,  daß  er  statt  der  Mo- 
dnlfmiMion  eine  andere  Dreiecksfunktion  heranzieht  So  erhält  man 
etwa  folgenden  Satz: 

Wenn  die  Funktion 

M  =  «0  +  %«  H — 
im  Kreise  |  j^  [  <  »•  meromorph  sein  soU,  und  zwar  so,  daß  die  Ord- 
nung einer  jeden  NuJlstelle  ein  Vielfaches  von  m,  die  Ordnung  jeder 
Einsstelle  ein  Vielfaches  von  n,  die  Ordnung  eines  jeden  Poles  em 
Vielfaches  von  jp  ist,  und  wenn  dabei 

m     '     n     '    p 
gilt,  so  gibt  es   eine  nur  von  a^,  und  a^  abhängige  Schranke,  die  r 
nicht  übersteigen  kann.^"*) 

Durch  ähnliche  Schlüsse  hat  Carathdodory''^)  noch  allgemeinere 
Sätze  gewonnen,  die  olme  Konstantenbestimmung  schon  Landau''^) 
vorher  angegeben  hatte.     Ich  führe  nur  einen  derselben  an: 

Wenn  die  Funktion 

für  1  Ä  I  <  r  regulär  und  von  ( —  1)*"  verschieden  ist,  und  wenn  die 
Ordnungen  aller  ihrer  von  Null  verschiedenen  NullsteUen  Vielfache  von 
m  sind,  so  kann  r  eine  ge^visse  Schranke  yÄ^  nicht  übersteigen.  Da- 
bei ist  /        i\  /         1  \ 
^  _"  r"(i--)  r>»(i  +  — ) 

Nach  Landau''^)  kann  man  hieians  einen  interessanten  Schluß  ziehen: 
Wenn  k  und  l  zwei  teilerfremde  ganze  Zahlen  sind  (Z  >  1),  und 
wenn  die  Reihe        ^  _j_  ß_^gk+i  _j_  ß^gk+n  -f  . .  . 

für  I  Ä  I  <  r  konvergent  und  von  —  1  verschieden  sein  soll,  dann  muß 

sem    Das  merkwürdige  an  diesem  Satz  ist,  daß  die  an  den  Koeffi- 
zienten   angebrachten  Lücken   den    sonst  noch   vorhandenen  zweiten 

69  a)  Ygl  anch  Montel,  Stit  quelques  genäraHsationB  des  thäor^mes  de 
M  Picard,  Pans  0  R   155  (1912),  p  1000—1008 

70)  0.  Cartxthdodory ,  Snr  quelques  apphcations  du  thöoröme  de  Landavr- 
Ptcard,  Paris  C  R.  144  (1907),  p   1208—1206. 

71)  E  Landau,  Sar  quelques  g^n&alisations  du  th^or&me  de  M  Picard, 
ynn   tc   Norm    (8)  24  (1907),  p.  179—204. 
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Ansnahmewert  ersetzen.    Daliin  geliören  uamentlic]i  auch,  die  ange- 
raden  Funktionen.    Und  hier  leuchtet  ja   sofort   ein,  daß  mit  dem 

I  Ausnalimewert  —  1  noch  ein  weiterer  Ausnahmewert  +  1  gekoppelt 

ist.    Ebenso  ist  es  in  den  anderen  Fällen 

Der  iMndausQhQ  Satz  stellt  sich  als  eine  YeraUgemeinerung  des 
ÄZmen  Picardsoken  Satzes  dar.  Nach  einem  früheren  Yersuche  von 
Landau^*)  hat  CarafhSodory'^'')  auch,  dem  großen  PicardBcken  Satze 
eine  ähnliche  Vertiefung  gegeben.  Hier  gilt  der  folgende  Satz:  Wenn ' 
f(0)  für  0  <  I  £r  I  <  r  regulär  und  von  Null  und  Eins  verschieden  ist, 
dann  gibt  es  eine  von  f(/)  und  r  unabhängige  Zahl  a=^0  derart, 
daß  för  0  <  I  Ä  I  <  a  •  r  entweder  |  /(«)  |  >  2  oder  |  f(g)  |  <  j  gilt 

I  18.  Der  Soliottkysohe  Satz.     Um  eiue  weitere  Entdeckung  aus 

diesem  Fragenkreise  hat  SdioWay^)  die  Wissenschaft  bereichert.    Er 

I  hat  folgenden  Satz  gefunden: 

',  im  KJreise  |  s  j  <  r  die  Werte  Null  und  Eins  ausläßt  und  sich  dort 

regulär  verhält,  dann  gibt  es  eine  nur  von  a^  und  q  (9  <  1)  abhän- 
gige Zahl  £'(ao,  (>)  derart,  daß 

\f{B)\<K{a,,  q) 
I  ist  fQr  I  0  I  <  9  •  r. 

I  Auch   hier   läßt   sich   der  Beweis   mit  Hilfe  der  Modulfnnktion 

,i  leicht   erbringen.     So   geL'ngt   auch   die  wirkliche   Bestimmung   von 

JE"(ao,  qY^)    Beim  Beweis  zeigt  sich  auch,  daß  Kia^y  q)  eine  stetige 

Funktion  von  a^  ist,   solange  a^  die  Werte  0,  1,  00  vermeidet.    Es 

gibt  daher  eine  Zahl  X(s,  00,  q)  derart,  daß 

I  M  1  <  K^f  C;  q) 
ist  ffir  \0\  <.Q  'Tf  solange  |  a^  |  >  «,  j  ao  —  1  |  >  fi  und  |  ct„  [  <  cj  ist 
Landau  hat  gefunden,  daß  hier  die  auf  s  bezügliche  Bedmgung  weg- 
fallen kann.^^)     Man  hat  also  den  Satz: 

^«^  /W-o.  +  a,.  +  .   . 

72)  C  Carath^odory,  Sur  le  thöorfeme  gön&al  de  M.  Picard,  Paris  C  E.  154 
(1912),  p.  1690— 169S 

78)  0.  Gara^odory,  a.  a  0  67 

74)  E  Ländern  in  JEL.  Bohr  und  E.  Landau,  ^  Über  das  Verhalten  von  f(fi) 
und  fi(s)  in  der  Nähe  der  Geraden  ff==l,  Gott.  Nachr  1910,  p  803—880.  Wei- 
tere Beweise  gaben  Bemays  in  0  GaratModory  und  E  Landau,  Beiträge  zur 
Konvergenz  von  Fonktionenfolgen ,  Berl.  Ber.  1918,  p.  587 — 618;  femer  P.L6mj, 
Bemarques  sur  le  thäor^me  de  M.  Picard,  Bull,  de  la  Soc.  math  de  France  40 
(1912),  p  26—89;  G  Pick,  XSh&c  eine  Eigenschaft  der  konformen  Abbildung  kreis- 
förmiger Bereiche,  Math.  Ann.  77  (1916),  p   1 — 6. 
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in  I  j&  I  <  r  regulär  ist  und  die  Werte  Null  und  Eins  ausläßt,  so  gilt 

|/-W|<A(a,,  (,) 
m  \8\<Q  -r,  falls  ]  a,,  |  <  ro  ist. 

P.  Uvy''^)  hat  hieran  noch  verschiedene  Binzeluntersuchungen 
angeschlossen.  So  hat  er  z.  B.  gefunden,  daß  Kia^^  q)  zwischen  zwei 
Schranken  K,{a,)     ^^      K,{a,) 

1—Q  1— e 

hegt.'«) 

Aus  dem  äcäö^äj/ sehen  Satze  folgert  man  nach  Lcmlau^'^)  leicht: 

Es  sei  /•(^)  =  ao  +  %^  +  -" 

in  I ;»  I  <  r  regulär  und  von  NuU  verschieden  und  nur  an  _p  Stellen 
gleich  Ems.  Dann  liegt  |  f{e)  \  fttr  \8\<iQr  unterhalb  einer  nur  von 
ÜQ  und  jp  abhängigen  Schranke. 

Eine  weitere  Behauptung  von  JBoutroux'''^j  der  übrigens  den 
ÄcÄöi^Ä^ sehen  Satz  selbständig  wiedergefunden  hat,  wurde  von  Lan- 
dau^^)  widerlegt. 

19.  Erweiterungeii:  E  TicarcC^)  hat  1883  folgende  Verallgemei- 
nerungen seines  Satzes  gefunden: 

Zwischen  zwei  eindeutigen  analytischen  Funktionen  kann  nur 
dann  eine  algebraische  Gleichung  von  einem  Eins  übertreffenden  Ge- 
schlecht bestehen,  wenn  dieselben  keine  isoHei*ten  wesentlichen  Sin- 
gularitäten aufweisen. 

Öarath^dory'^^'^)  hat  kürzlich  den  eben  genannten  und  den  großen 
Picardschen  Satz;  als  Spezialfälle  eines  viel  allgemeineren  Satzes  er- 
kannt 

Ptcard''^)  hat  auch  den  Landau&chen  Satz  erweitert:  "Wenn  zwi- 

76)  P  L4vy,  a)  Sux  tm«  g^n^ralisation  des  thäorämee  de  M  JPicard,  Landau 
et  SchoUhy,  Pans  0.  R   168  (1911),  p.  668—660;  b)  a.  a  0  74). 

76)  Das  ist  also  viel  sobSxfer  als  die  Abschätzung,  ■weLdh.e'Schoiihtf^  a.  a.  0. 64) 
xmd  E  Ltndelöf,  a.  a.  0  61  b)  auf  „elementarem"  Wege  hier  gefanden  haben. 

77)  P.  JBout)  oux,  Fropriätäa  d'une  fonction  holomorphe  dans  im  cerole  on 
eile  ne  prend  pas  les  valeoxs  0  et  1.  Bull,  de  la  soc.  math.  de  France  84  (1906), 
p.  80—89,  Pans  0.  R.  141  (1906),  p  806—308 

78)  E.  Picard,  a)  Sur  nne  proposition  concemant  les  fonotions  uniformes 
d'une  variable  h^es  par  une  relation  alg^briqne,  BuU.  des  soiences  math.  (2)  7 
(1888),  p.  107 — 116;  b)  Dämonstration  d'un  thäor^me  gänäral  soi  les  fonctions 
uniformes  liäes  par  une  relation  alg^brique,  Acta  math.  11  (1887),  p  1 — 12. 

78,1)  C  Oaraihdodory,  Über  eine  Yerallgemeinernng  der  PfcartZschen  Sätze, 
Berl.  Sitzber.  1920,  p.  202—209 

79)  E  Picard,  a)  Sur  un  thäor^me  gänäral  relatif  aux  fonctions  uniformes 
d'une  variable  liäes  par  une  relation  alg^zique,  Paris  C.  R.  164  (1912),  p.  98 
biB  101;  b)  Sur  les  syst^mes  de  deuz  fonctions  uniformes  d'une  variable  liäes 
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sehen  zwei  um  t  =  0  meromorplieii  Funktionen 

JSf  =  «0  +  %^  -|-  •  ■ 

elue  algebraißclie  G-leicliung  Tom  Gt^esclüeclit  größer  als  Ems  besteheu 
soll,  so  können  beide  Funktionen  zugleich  nur  in  einem  Bjreise  |  ^  |  >  »* 
meromorph  sein,  dessen  Radius  eme  gewisse  nur  von  a^  und  o^  abhän- 
gende Schranke  nicht  übersteigt  Bemerkenswert  ist,  daß  hier  keinerlei 
Annahmen  über  Ausnahmewerte  gemacht  werden  müssen. 

BSmoundos  hat  in  zahlreichen  Arbeiten  die  Picar£?schen  Sätze  auf 
gewisse  Elassen  mehrdeutiger  Funktionen  ausgedehnt  Seme  These ^''*) 
enthält  z  B    den  folgenden  schon  von  Taml&oi  vermuteten  Satz- 

Wenn  eme  Funktion  to{ß)  durch  eine  Gleichung 

/•(a),4*)  =  (D''  +  A(^)a,''-i  +  ..    +A^{b)  =  0 

mit  ganzen,   aber  mcht  durchweg  rationalen  Koeffizienten  erklärt  ist, 
i  so  gibt  es  höchstens  2v  Ausnahme  werte  ojj,  für  welche  die  G-leichung 

fiPk)  <^)  =  0  ^"^  endlichviele  Wurzeln  hat. 

Ferner  gibt  Bj&movmdos  Ausdehnungen  des  Xcmdlau sehen  Satzes 
'  auf  algebraische  und  andere  endiichvieldeutige  Funktionen.    Auch  ge- 

I  - 

par  une  relation  alg^nque,  Bull,  de  la  boc  math.  de  France  40  (1912),  p  201—206 ; 
c)  Sur  les  couples  de  fonctions  uniformes  d'une  variable  correspondaut  auz  points 
d'tuie  oourbe  algöbnque  de  genre  supöiieure  ä.  l'unitö,  Rend.  di  Palermo  33  (1912), 
p   264—258 

80)  G.  RS-moundos,  a)  Sur  les  z^ros  d'une  classe  de  fonctions  transcendan- 

tes,  Ann.  de  la  fac   des  sc.  de  Toulouse  (2)  8  (1906),  p  1 — 72;  b)  Une  nouvelle 

g6n6raliBation  du  th^oräme  de  M  JPicard  soi  les,  fonctions  enti&res,  Faiis  C  R 

186  (1908),  p  968 — 965;  c)  Sur  les  z^os  d'une  classe  de  fonctions  tranecendan- 

'  tes,  Bull   de  la  soo.  math.  de  Franoe  32  (1904),  p.  44—50;  d)  Sur  les  z^ios  d'une 

classe  de  fonctions  transcendantes  multiformes,  Paris  G.  B.  188  (1904),  p  844 — 346, 

e)  Paris  C.  B.  165  (1912),   p  818—820   und   p   1592—1695,    138  (1904),  p  1574 

bis  1576;  f)  G^näraJisation  d'tm  thdor&me  de  M  LandaUt  Bull,  de  la  soc  math. 

I  de  France  41  (1913),  p  19—24,  p  340—346;  g)  Fans  C  B.  157  (1913),  p  542—545; 

I  h)  Sur  les  fanulles  de  fonctions  multiformes  admettant  des  valeurs  ezceptionelles 

j  dans  un  domame,  Aci^  math.  87  (1914),  p.  241 — 800;  i)  Sui  les  fonctions  en- 

j  ti^res  et  alg^broides ,  g&iäralisation  du  thdoräme  de  M.  Ticard  dans  la  direc- 

tion   de   Jf.  Landau,   Ann.  ific   Norm,  30  (1908),  p   877—893,   k)  Fans  0    R 

157  (1918),  p.  694—697,  1)  Le  thöor&mo  de  M.  Ficcurd  et  les  fonctions  algöbroi- 

I  des,  Rend.  di  Palermo  86  (1918),  p  217 — 224;   m)  Extension  d'xm  th^oreme  de 

j  M  JBorel   aux  fonctions   alg^roides  multiformes,   Rend    di  Palermo  82  (1911), 

I  p.  267—277;  ji)  Sur  le  module  masimum  des  fonctions  alg^roides,  Bull,  de  la 

soo.  math  de  France  89  (1911),  p.  804—809;  o)  Sur  les  fonctions  ayantunnombie 

fini  des  branches,  Paris  0.  R.  141  (1906),  p.  618—620  und  J  de  math.  (6)  2  (1906), 

p  87—107;  p)  Sur  la  croissance  des  fonctions  multiformes,  Paris  C  R  143  (1906), 

p,  891—898  und  J.  de  math    (6)  8  (1907),  p  267—298 
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wisse  Sorten  von  unendlichvieldeutigen.  Funktionen  werden  heran- 
gezogen. Aber  kein  Besultat  ist  so  bemerkenswert,  daß  es  hier  an- 
geführt werden  müßte  Häufig'  sind  die  Beweise  nur  skizziert  und 
unvollständig,  wie  bei  der  folgenden  Behauptung:  Die  Ausnahme  werte 
emer  ganzen  transzendenten  Gleichung  /"((d,  js)  =  0  treten  nur  in  ab- 
zahlbarer Menge  auf  und  häufen  sich  nirgends  im  endlichen.  Die 
Ergebnisse  von  Sire  und  Iversen^^)  lassen  die  Richtigkeit  der  Behaup- 
tung zweifelhaft  erscheinen. 

Weiteres  über  das  Yerhalteii  in  der  Nähe  wesentlicli  singulärer 

Stellen. 

20.  Grundbegriffe  Zur  weiteren  Untersuchung  der  smgularen 
Stellen  smd  verschiedene  Begriffe  eingeführt  worden,  die  wir  im  An- 
schluß an  W  Groß^^)  erklären  wollen.  Unter  einem  Einscfmitt  der 
Funktion  f(js)  versteht  man  einen  JordansGhen  Kurvenbogen,  der  die 
Mittelpunkte  einer  eine  singulare  Stelle  definierenden  Kette  verbindet 
Wir  sagen,  er  endige  in  dieser  Stelle.  Unter  dem  WeriebereicJi  dieses 
JEmschniUes  werde  der  Durchschnitt  der  Wertemengen  verstanden, 
welche  die  Funktion  auf  beliebigen  an  die  singulare  Stelle  anstoßen- 
den Teilbogen  des  Emschnittes  annimmt.  Unter  dem  Haufungshereich 
des  Einschnittes  werde  die  Menge  derjenigen  Werte  verstanden,  welchen 
die  Funktion  auf  dem  Einschnitt  in  behebiger  Nähe  des  singulären 
Punktes  ^nahekommt  Besteht  der  Häufungsbereich  aus  nur  einem 
Wert,  so  heißt  dieser  Konvergengwert  der  Funktion  längs  des  Ein- 
schnittes Unter  dem  Weiri^ereicli  einer  singulären  Stelle  (auch  Un- 
bestimmtheitsbereich*^)  genannt)  versteht  man  die  Vereinigungsmenge, 
der  Wertebei eiche  aller  zu  der  singulären  Stelle  hinführenden  Ein- 
schnitte Analog  wird  der  Häufungsbereich  und  der  Konvergenz- 
bereich der  singulären  Stelle  erklärt.  Der  Durchschnitt  der  Häufungs- 
bereiche aller  zu  einer  singulären  Stelle  hinführenden  Emschnitte 
heißt  Bereich  der  Sau^tjpunTcte 

81)  J  Site,  SuT  la  pmasance  de  rensemble  des  points  singulieis  trauscen- 
dants  des  fonctions  inverses  des  fonotioiiB  enti&res,  Bull  de  la  boc  matb  de 
France  41  (1913),  p.  148—160;  F  Iversen,  Sux  une  fonotion  entiöre,  dont  la 
fonction  inverse  präsente  tin  ensemble  de  siügnlaritäs  transcendantes  de  la  pois- 
sance  du  continu,  Oefversigt  af  Finska  vet  soc.  Fözh.andlingai  58  Afd.  A  8 
(1915) 

82)  W  Groß,  a)  Übei  die  Singularitäten  analytiBcher  Funktionen,  Monatsh. 
Math  Phys.  29  (1918),  p.  8 — 47  Em  Teil  des  erwähnten  Satzes  findet  Bioh  schon 
bei  Iversen^');  h)  Zum  Verhalten  analytischer  Funktionen  in  der  Umgebung  sin- 
gulärer Stellen,  Math  Zeitschr.  2  (1918),  p  242—294;  c)  Zum  Verhalten  der  kon- 
loriiiea  Abbildung  am  Rande,  Math  Zeitschr  3  (1919),  p.  43 — 64 
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Ich  betrachte  nun  die  Struktur  der  hier  eingeführten  Mengen. 
Ein  wesentliches  Hilfsmittel  hei  der  Untersuchmig  ist  der  Oroßsche^^^) 
Satz  über  den  Stern**"*)  der  Umkekningsfunktion  einer  meromorphen 
Funktion.  Jeder  Stern  einer  Unikehrungsfunktion  einer  meromorphen 
Funktion  erfüllt  darnach  die  ganze  Ebene  mit  Ausschluß  einer  Menge 
vom  Maße  Null,  Qroß^^^)  hat  einen  analogen  Satz  auch  für  die  Um- 
kehrungsfonktionen  solcher  Funktionen  bewiesen,  die  nur  m  einem 
gewissen  Bereiche  meromorph  sind. 

Was  nun  die  verschiedenen  Mengen  anbetrifft,  so  gibt  es  im 
Einheitskreis  meromorphe  Funktionen,  für  die  der  Wertebereich  des 
Punktes  j»  =  1  eine  behebige  meßbare  Menge  enthält  und  sich  von 
ihr  nur  um  eine  Nullmenge  unterscheidet  Jede  abgeschlossene  zu- 
sammenhängende Menge  kann  als  Häufungsbereich  des  Punktes  g  =  1 
für  eine  im  Binheitskreis  meromorphe  Funktion  auftreten.  Jede  ab- 
geschlossene Menge  kann  als  Menge  der  Hauptpunkte  auftreten 

Die  nichtalgebraisohen  Singularitäten  der  TJmkehrungsfunktion 
einer  in  der  ganzen  Ebene  meromorphen  Funktion  werden  (wie  schon 
Murwitfi*^)  andeutete  und  Iversen^^'')  ausführlich  darlegte)  durch  die 
Konvergenzwerte  der  nach  dem  unendliehfemen  Punkte  führenden 
Einschnitte  geliefert.  Jeder  Ausnahmewert  einer  ganzen  Funktion 
ist  Konvergenzwert  eines  zweckmäßig  gewählten  Einschnittes.*^**'^) 

21.  Geradlinige  Annähercmg  an  singulare  Stellen.  Ältere  Unter- 
suchungen haben  sich  namentlich  mit  den  Wertemengen  usw.  bei  ge- 
radliniger Annäherung  an  singulare  Stellen  befaßt.  Während  in  der 
Nähe  eines  Poles  ein  in  allen  Dichtungen  gleichmäßiges  Anwachsen 
der  Funktion  stattfindet,  gilt  ein  Gleiches  nicht  für  die  Umgebung 
isolierter  wesentlich  singulärer  Stellen  eindeutiger  Funktionen.  Schon 
der  Umstand,  daß  in  der  Umgebung  einer  solchen  Stelle  f(fs)  jeden 
Wert  mit  höchstens  einer  Ausnahme  wirklich  annimmt,  steht  dem 
entgegen  Gleichwohl  bieten  sich  in  verschiedenen  Beispielen  recht 
verschiedene  Erschemungen  dar.  Wir  denken  an  die  Funktion  e*,  die 
längs  jeder  Geraden  der  rechten  Halbebene  gegen  unendlich,  in  der 
linken  Halbebene  gegen  Null  strebt,  sofern  nur  diese  Geraden  nicht 
der  imagmären  Achse  parallel  sind.  Auf  diesen  letzteren  Geraden 
strebt  die  Funktion  keinem  bestimmten  Grenzwert  zu,  sondern  nimmt 

82.1)  Im  aligemeinen  erfällt  die  Bildkiuve  einez  jeden  Geraden  die  Bild- 
ebene überall  dicht;  Borel,  Paris  0.  B.  166  (1918),  p.  201. 

82.2)  YgL  die  Erklärung  dieses  Begiifres  auf  p.  446. 

82,8)  Vgl  dazu  auch  Yaitronj  Demonstration  de  l'eziBtence,  pour  les  fonc- 
tions  entiäres,  de  ohemins  de  dätemaination  infinie,  Paris  0  B  166  (1918),, 
p.  882—384. 
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eine  Wertmenge  an,  die  jeden  Punkt  einer  leiclit  anzugebenden  Kjreis- 
peripherie  zum  ELäufungspunkt  hat:  Hänfiingsbereidli  des  Einschnittes 
ist  also  ein  Büreis.  Darm  prägt  sich  eine  allgemeine  von  Swioite^*") 
gefundene  Gesetzmäßigkeit  aus.  Wenn  oo  eine  isolierte  singulare 
Stelle  von  f^e)  ist,  so  strebt  die  Funktion  auf  jedem  nach  oo  ziehen- 
den Einschnitt  entweder  einem  bestimmten  Grenzwert  zu,  oder  aber 
der  Häufongsbereich  des  Einschnittes  ist  eine  perfekte  zusammen- 
hängende Menge.*') 

Wenn  auch  das  Moximimi  M(r)  von  [  f{d)  \  für  j  jg  |  =  r  mit 
wachsendem  r  nach  unendlich  strebt,  so  kann  es  doch  vorkommen, 
daß  die  Funktion  auf  keiner  einzigen  Geraden,  g)  =  c{0  =  rtf'P'^  gegen 
unendlich  strebt    Das  ist  z.  B   bei 

e"***  und  bei  e~"" 
der  FaU,  Funktionen,  welche  auf  keiner  einzigen  Geraden  der  ganzen 
Ebene  gegen  unendlich  konvergieren.  JEC.  von  Koch^^)  hat  darauf  hinge- 
wiesen, daß  Ä-j-e*  auf  allen  Geraden  90=0  gegen  unendlich  strebt,  so  daß 

also  die  meromorphe  Funktion auf  allen  diesen  Geraden  gegen 

x(  +  e 

Null  strebt.  Es  gibt  auch  ganze  Funktionen,  die  dies  eigentümliche 
Verhalten  zeigen.  Malmqmsb^)  hat  auf  Veranlassung  von  Mittag- 
Leffler  zuerst  em  Beispiel  einer  ganzen  Funktion  gebildet,  die  auf 
allen  Geraden  g>  =  c  mit  der  einzigen  A-asnahme  9>  =  0  gegen  Null 
strebt.  E.  LindeWf^^)  und  Mütag-Leffler^'^  haben  weitere  Beispiele 
solcher  Funktionen  angegeben.  Ist  JE{s)  eine  solche  Funktion,  also  z.  B 

00 

0 

so  ist  nach  Miüag-Leffler 

Eid)  •  e-^W 

eine  Funktion,  die  auf  allen  Geraden  den  Konvergenzwert  Null  hat. 
Sire^^)  gab  zuerst  eiu  Beispiel  eiuer  ganzen  Funktion,  die  auf  ge- 

88)  H  von  Koch,  Snx  nne  olasse  lemarquable  de  fonctions  entiöres  et 
txanBcendantes,  Aikiv  fSr  mat.  astr.  och  fys   1  (1908),  p.  627 — 641. 

84)  J  Mälmgutst,  ü^nde  d'nne  fonction  enti^re,  Acta  math.  29  (1905), 
p  208—216 

86)  E  Lindelöf^  Bnr  la  dätermination  de  la  crolflsance  des  fonctiona  en- 
tiäies  d^finies  par  nn  d^veloppement  de  Taylor,  Bnll.  des  ac.  math.  (2)  27  (1903), 
p  218—226 

86)  G.  Mittag-Leffler ,  a)  Snr  nne  dasBe  de  fonctions  enti&xes,  Yerh.  des 
ni  Internat  MatK-Kongr  zn  Heidelberg  1904,  Leipzig  1906,  p  268 — 264;  b)  Snx 
la  repräaentation  anthmätiqne  des  fonctions  analytiqneB  g^n^rales  d'nne  Tariable 
oompleze,  Atti  del  lY.  congr.  intemaz.  dei  mat.  Borna  1908,  p.  76 — 86. 
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eigneten  Geraden  Konvergenzwerte  besitzt,  deren  Gesamtheit  die  Mäch- 
tigkeit des  Kontinnums  besitzt.  Iversen^^)  gab  ein  einfacheres  Bei- 
spiel dieser  Ajrt  Groß^"^  fügte  hinzu,  daß  der  Konvergenzbereich  des 
unendlichfemen  Punktes  bei  gewissen  ganzen  Funktionen  die  ganze 
Ebene  erfüllen  kann. 

H.  Bohr^''''^)  hat  folgenden  Satz  bewiesen:  f^e)  sei  in  dem  Be- 
reich, a;  >  0,  \y\<  w\(os),  wo  w(x)—*'0  jPür  a;  -^  oo,  emdeutig  und 
regulär  mit  \f{s)\  >  Ä  >  0.  Dann  gibt  es  eine  stetige  Funktion  <p(x), 
so  daß  für  alle  x>0  stets  \f(so)  \<(p(x)  gilt. 

So  sind  mannigfache  Beispiele  mannigfacher  Vorkommnisse  ge- 
funden Aber  eine  allgemeine  Untersucbung  der  auf  den  Geraden 
(p  =  c  möglichen  Wertebereiohe  steht  noch  aus.  So  ist  namentlich 
die  Frage  noch  offen,  ob  diese  Konvergenzwerte  stetig  von  (p  abhängen 
können.  Gleichwohl  sind  eine  ganze  Reihe  von  Gesetzmäßigkeiten  für 
diese  Konvergenz  werte  bekannt  Namentlich  E.Lmddof^^),  F  Iversen^^) 
und  W.  Qroß^^)  verdankt  man  gesicherte  Ergebnisse  in  dieser  Richtung: 

Wenn  f{ß)  m  (Pi^(p  ^<Pi,  |  iSf  |  >  i?  eindeutig  und  regulär  ist 
und  auf  <p  =  cpi  wn,d  auf  (p  =  (p^  denselben  Konvergenewert  a  hesitet,  so 
ist  die  FunJäton  entweder  im  WinTcelraum  hescIwmU  und  streit  dann 
für  äUe  <Pt  ^^  ^(Pi  gleichmäßig  gegen  a  oder  aber  sie  nimmt  im 
WinTcelraum  jeden  Wert  mit  höchstens  einer  Ausnahme  unendlich  oft 
an  Strebt  sie  aber  auf  <p  =  (pi  und  auf  9?  =»  gPg  gegen  verschiedene 
Grenewerte,  so  tntt  stets  der  letetere  Faß  ein.  Wetin  L  eine  dem  Win- 
Mrawn  angehörtge  Kurve  ist,  die  ins  Unendliche  fuhrt  und  wenn  auf  ihr 
f(e)  gegen  a  sk^t,  wahrend  f{z)  im  Winkelraum  beschrankt  ist,  oder  doch 
die  Werte  NuU  und  Eins  ausläßt,  so  strebt  die  FunJction  in  jedem  mne- 
ren  TeHwinlzdraum  gleichmäßig  gegen  a.  Ist  insbesondere  L  die  eine 
Qrenae  9  =  gj^,  so  strebt  f{e)  gleichmäßig  gegen  a  m  jedem  an  q)='cp^ 
anschließenden  inneren  Teilwinhelraum  (emscHiließlich  <p  '=  (Px).  Ist  f{0) 

87)  W.  Ghroß,  Eine  ganae  Pxinktion,  für  die  jede  komplexe  Zahl  Konver- 
genzwert ist,  Math   Ann   79  (1918),  p.  201—208. 

87,1)  SBohr,  En  funktxonBteoretiskBemaeiknmg,  Ny t  tidsskrifb  f  Mat.  1916. 

88)  U.  Lindelöf,  a)  a.  a  0.  61a),  b)  Sur  un  principe  general  d'analyse  et 
see  applicatiouB  ä  la  th^orie  de  la  repr^sentation  conforme.  Acta  Soc  8.  Feunicac 
46  CISIB)]  ^^-  ^>  "^uB  diesem  Satz  folgt  insbesondere,  daß  die  Bandfonktion 
einer  in  1 0 1  <]  1  regulären  beschränkten  Funktion  keine  sprunghaften  Unstetig- 
keiten  haben  kann  Dieser  Satz  ist  indessen  schon  länger  bekannt  Vgl 
A  jPrtngsheim,  a.  a  0.  222),  p.  96—98;  P  Fatou,  a.  a.  0  95),  p  863.  Einen  sehr 
einfachen  Beweis  hierfär  gab  Fej&r  bei  F  B%e8S,  a  a  0.  299),  p.  158,  Fußn.  1) 
Eine  zusommenfasaende  Darstellung  über  die  Eandfunktion  geben  F.  u.  M  Riese, 
Über  die  Eandwerte  einer  analytischen  Punktion,  4.  Congrfes  des  math  acaud.  a 
Stockholm  1916,  p.  27—44  Fftr  den  im  Text  angeführten  Satz  und  seme  Erweiterung 
auf  meromorphe  Funktionen  gaben  F  Ivmsen^^  und  W  Groß'*)  weitere  Beweise 
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<mf  emer  einem  Teüumkelraum  angehorigm  Kurve  heschrmU,  und  läßt 
sie  im  Teilwinkelraitm  die  Werte  NiM  und  Ems  aus,  so  liegt  f{0)  im 
gangen  Teihoinlcelrcntni  unter  derselben  Ormee.  Strebt  aber  f{ß)  auf  L 
gegen  ünendUch,  wahrend  es  wieder  im  WmTcelraum  dte  drei  Werte  Null, 
Eins,  Unendlich  auslaßt,  so  strebt  es  in  jedem  inneren  Teilwinkelraum 
gleichmäßig  gegen  Unendlich 

22.  Sätze  von  W.  Groß.  W.  Groß^^^Y^)  liat  diesen  Satz  wieder- 
gefonden  und  noeli  beträclitlicli  verallgemeinert: 

f(e)  sei  im  Gebiete  G  und  an  dessen  Rand  mit  Ausnahme  des 
Punktes  P  meromorph.  Der  Haufungsbereich  des  Punktes  P  möge 
emen  Punkt  aus  einem  der  Komplementärgebiete  enthalten,  welche 
duich  den  auf  den  Rand  bezüglichen  Häufungsbereich  von  P  bestimmt 
sind  Dann  enthält  der  Häufangsbereich  aUe  Punkte  dieses  Komple- 
mentargebietes  und  aUe  mit  Ausnahme  einer  Menge  vom  Maße  !N^uU 
werden  in  G  unendlich  oft  angenommen 

Groß^^  hat  weiter  den  folgenden  von  Zoretä^^)  vermuteten  Satz 
bewiesen:  Jede  Funktion  mit  beschränktem  Esdstenzbereich,  welche 
nur  Singularitäten  besitzt,  m  welchen  sie  verschwindet"*»^),  ist  identisch 
Null  Auf  Grund  dieses  Satzes  hat  Groß^'^)  das  vonge  Ergebnis  dar 
hm  ergänzt,  daß  f(0)  in  G  sogar  aUe  Werte  mit  Ausnahme  einer 
punkthaften  Menge  uneudhch  oft  annimmt  Ist  endlich  G  einfach  zu- 
sammenhängend, so  gibt  es  höchsteuB  zwei  Ansnahmewerte 

23.  'Werteverteilung  in  Winkelrätinien.  In  diesem  Zusammen- 
hang muß  auch  wieder  der  Satz  von  Fhragm^^^)  Erwähnung  fin- 
den, den  ich  so  aussprechen  wül:  Eine  ganze  ^^'^)  Funktion  der  Ord- 
nung Q  (vgl.  Nr  29)  kann  mcht  m  emem  Winkelraum,  dessen  Öffiaung 

ä(2 )  übersteigt,  beschränkt  sein.    Bei  der  Mittag-Lejfler&ohetx 

Funktion  -^       „v 

*  "     ^('  +  7) 

Wird  diese  Schranke  übrigens  gerade  erreicht  Auch  die  Winkelräume, 
in  welchen  eine  ganze  Funktion  der  Ordnung  q  ein  schwächeies  Wachs- 
tum zeigen  kann,  als  es  dieser  Ordnung  entspricht,  haben  eme  nur  be- 
schränkte Öffaung  Damit  hängt  es  zusammen*^),  daß  eme  solche 
Punktion  m  einem  jeden,  diese  Öffnung  übersteigenden  Winkelraum 

88. 1)  Sie  soll  also  auf  jedem  in  emer  sing^ären  Stelle  endigenden  Einschnitt 
den  Konvergenzwert  Null  haben. 

88.2)  Es  ist  nur  Bequemlichkeit,  wenn  ich  den  Satz  nur  für  ganze  Funktionen 
ausspreche.   Er  gilt  auch  fdr  die  Umgebung  isolierter  wesentlich  smgulärer  Stellen 

89)  L.  Bteberlach,  Zwei  Sätze  über  das  Verhalten  analytischer  Funktionen 
'II  der  Umgebung  wesentlich  singuiärer  Stellen,  Math.  Ztsohr.  2  (1918),  p.  158— ITO 
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einzelne  Werte  melirfaoli  ftTTnimint,  wahrend  die  Funktion 

einen  Winkelranm.  der  Öffia.mig  ä(2 )  sehlioht  abbüdet  Funk- 
tionen einer  \  nicbt  übersteigenden  Ordnung  können  in  keiaem  ein- 
zigen Winkelranm  wie  rationale  Funktionen  wachsen,  ganz  im  Ein- 
klang mit  einem  Satz  von  Wimcm  (p  436).  Bieberbach^^)  hat  weiter 
folgenden  Satz  gefunden:  Es  gibt  Polynome  eines  jeden  Grades  nnd 
ganze  Funktionen  einer  jeden  Ordnung  unter  -j-,  deren  sämtliche  NuU- 
und  Einsstellen  auf  der  positiven  reellen  Achse  liegen.  Ist  aber  f{is) 
eine  ganze  Funktion,  deren  OrdiLung  q  zwischen  j  und  1  liegt,  so  können 
passende  Winkebäume  der  ÖfFnung  — sc  einschließlich  des  Randes  von 
NuU-  und  EinssteUen  frei  bleiben.  In  jedem  größeren  Winkelraum 
aber  nehmen  diese  Funktionen  aUe  Werte  bis  auf  höchstens  eine 
Ausnahme  unendliob  oft  an.  Wenn  endlich  die  Ordnung  größer 
oder  gleich  Eins  ist,  so  können  passende  Winkelräume  der  öfEhung 
3t  (2 \  einschließlich  des  Eandes  zwei  oder  mehr  Ausnahmewerte 

zulassen  In  jedem  größeren  Winkelraume  aber  werden  wieder  alle 
Werte  mit  höchstens  einer  Ausnahme  unendlich  oft  angenommen."*' *v 
Nach  einem  weiteren  Satz  von  Thragmii/b  und  Lmdelöf'^  ist  eine 
jede  Funktion  der  Ordnung  p  in  einem  Winkelraum  einer  unter  — 
bleibenden  ÖfFnung  besckränkt,  sobald  sie  am  ßande  desselben  be- 
schränkt ist  Hält  man  dies  mit  dem  Zrim?eZo/sohen  Satz  der  Nr.  21 
zusammen,  so  sieht  man,  daß  der  Winkel  zweier  Geraden,  auf  welchen 
eme  Funktion  der  Ordnung  q  gegen  verschiedene  endliche  Grenzwerte 
strebt,  mindestens  —  sein  muß.  Daraus  folgt,  daß  zwei  Strahlen,  auf 
welchen  die  Punktion  gegen  verschiedene  endliche  Grenzwerte  strebt, 
nicht  aneinander  stoßen  können.  Es  muß  zwischen  ihnen  ein  Winkel- 
raum bleiben,  dessen  öf&iung  mindestens  —  beträgt.  Es  kann  also 
höchstens  2q  Winkelräume  oder  Strahlen  mit  endlichen  Grenzwerten 
geben.'*''')  In  jedem  der  frei  bleibenden  Winkelräume  muß  die  Funktion 

90)  L  Btehffrbach,  Über  eine  Vertiefung  des  Ptcardachea  Satzes  bei  ganzen 
Funktionen  endlicher  Ordnung,  Math  Ztschr.  8  (1919),  p.  176—190. 

90.1)  Für  jede  ganze  Funktion  lassen  aich  stets  beliebig  schmale  Winkel- 
rämne  angeben,  in  welchen  sie  alle  Werte  mit  höchstens  einer  Ausnahme  an- 
nehmen. Vgl  G  Jiilia,  Une  propriötö  g^n^rale  des  fonotions  entiörea,  Paris 
C  E.  168  (1919),  p.  602—604 

90.2)  G.  Valiron,  Sui  les  chemins  de  dätermination  des  fonctions  entitees, 
BuU.  Boo.  math.  Fr.  46  (1917),  p  168—161,  dehnt  dies  Resultat  auf  krn™«^liTiiff 
begrenzte  Winkelr&ume  von  konstanter  O&ung  aus. 
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jeden  Wert  mit  hoehsteiis  einer  Ansnakme  wirklich  annehmen.  EventneU 
kann  sie  in  jedem  Teüwinkebanm  desselben  gegen  unendlich  streben.^*) 

Bemerkt  man  mit  JStirwitg^),  daß  die  Grenzwerte,  die  auf  heiligen 
Kurven  bei  Annäherung  an  unendlich  erhalten  werden  können,  gerade 
die  nicht  algebraischen  Singularitäten  der  Umkehrungsfanktion  liefern,  so 
kommt  man  zu  der  noch  unbewiesenen  Yermutung  von  Denjoj;^^),  daß  die 
Umkehrungsfunktion  einer  ganzen  Funktion  endlicher  Ordnung  höchstens 
2q~{-1  Singularitäten  nicht  algebraischen  Charakters  haben  kann.*«*) 

Endlich  führe  ich  (als  Spezialfall  eines  allgemeineren)  den  folgen- 
den Satz  von  Phragmän  und  Linddöf*'^)  an,  der  das  Waclistum  im 
Inneren  eines  Winkelraumes  mit  dem  am  Rande  in  Beziehung  setzt 
f(s)  besitze  in  einem  Winkelraum  die  Ordnung  p,  so  daß  für  jedes  e  >  0 

limsup  =0 

r — ►ao  1 ' 

ist.  An  den  Rändern  9  =  qPi  und  9>  =  93  eines  Teüwinkelraumes, 
dessen  Öffiaung  kleiner  als  —  ist,  sei 

r ►oa  T° 

90,8)  In  einer  im  Aikiv  f5r  mat.  astr.  ocli  fys  ersoheinenden  Arbeit  hat 
T  Carleman  6  p  4-1  bewiesen 

91)  BoutrcMx  behauptet,  daß  sich  zwischen  zwei  Endlichkeitscänme  steta 
ein  XJnendllchkeitsiamn  lagere.  Vgl.  P.  BoutroxiXf  Soi  Tindätexmination  dhme 
fonotion  uniforme  an  voisinage  d'une]  singolarit^  transcendante,  Ann.  de  l'lSo 
norm  snp.  (8)  25  (1908),  p  819—870,*  nnd  Paris  0.  B  142  (1906),  p  499—601. 
Femer.  Sur  Tmyersion  des  fonctions  enti^ea,  Atti  del  IV  congr.  intemaz.  dei 
mat  Roma  1909,  Bd.  I,  S  31 — 86;  Sur  les  pomts  cxitiqneB  transcendants  et  snr 
les  fonctions  inverses  des  fonctions  entiöres,  Pans  C.  E.  146  (1907)  p  708—710,  und 
p  1406 — 1408.  Sux  les  singulant^s  transcendantes  des  fonctions  mverses  des 
fonctions  entiöres,  Paria  0.  R.  149  (1909),  p  266—268.  Die  Ergebnisse  von  Stre^^) 
lehren,  daß  diese  ünendlichkeitsräume,  wenn  sie  überhaupt  immer  vorhanden 
sein  sollten,  beliebig  schmal  sem  können. 

92)  A  Deryoy,  Snr  les  fonctions  enti&res  de  genre  fini,  Paris  0.  ß.  146  (1907) 
p  106—108 

93)  F.  Iversen,  a)  Recherches  sui  les  fonctions  mverses  des  fonctions  m^ro- 
morphes,  Diss  Helsingfors  1914;  b)  Sur  quelques  propri^tSs  des  fonctions  mono- 
genes au  Toisinage  d'un  point  singuher,  OefVersigt  af  Fmska  Tet.  Soc  Förh.  58 
(1916),  Afd.  A  Nr  25;  c)  Sur  quelques  fonctions  enti^res  qui  admettent  des  va- 
leurs  asymptotiques  finies,  Oefversigt  af  Finska  Yet.  Soc.  Förh.  61  (1919),  Afd.  A. 
Kr  1;  d)  Sur  les  valeurs  asymptotiques  des  fonctions  märomorphes  et  les  sin- 
gularit^s  transcendantes  de  leuis  inverses,  Paris  C.  B.  166  (1918),  p.  166  G  B4- 
mowndoa,  a)  Sur  les  points  oritiques  transcendants,  Ann  de  la  fac.  des  sc  de 
Toulouse  (2)  9  (1908),  p.  177 — 182;  b)  Sur  la  Classification  des  points  transcen- 
dants des  mverses  des  fonctions  entiäres  ou  m^iomorphes,  Pans  C.  B.  (1917), 
p  331 
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Ferner  sei  H{(p)  =  A  cos  ()g3  +  -S  sin  99),  S{<j>^  =  \f  ^{'Vs)  =  ^• 
Dann  ist  für  cpi^<p  ^g>i 

r — ►00  r^ 

24.  Bäuderzuordnnng  bei  konformer  Abbildung.  In  engem  Zu- 
sammenliang  mit  den  hier  besproclienen  Dingen  stehen  die  Unter- 
suolmngen  von  Study,  Ca/rafh^odory,  lAndelof  u.  a.  über  die  Ränder- 
zuordnung  bei  konformer  sehlicbter  Abbildung'"'^).  Dabei  spielt  auch 
der  Satz  Ton  Schwms^^)  eine  Rolle:  Ist  f{z)  oberhalb  der  reellen 
Achse  m  einem  an  dieselbe  anschließenden  Bereiche  regulär  und 
emdeutig,  und  strebt  sie  bei  Annäherung  an  die  reelle  Achse  gleich- 
mäßig einem  konstanten  Werte  zu,  so  ist  sie  überhaupt  eine  Kon- 
stante. Natürlich  läßt  sich  dieser  Satz  sofort  auf  die  Annäherung  an 
einen  analytischen  Kurvenbogen  verallgemeinem.  Nimmt  man  den 
Satz  von  CarathSodory  hinzu,  wonach  die  schlichte  Abbildung  eines 
von  einer  Jordankurve  begrenzten  Bereiches  auf  einen  Kreis  auch 
auf  dieser  Kurve  noch  stetig  ist,  so  läßt  sich  der  Satz  auch  für  die 
Annäherung  an  Jbrefowsche  Kurvenbogen  aussprechen. 

35.  Der  Fatousohe  Satz.  In  engem  Zusammenhang  mit  der 
Frage  der  Ränderzuordnung  steht  auch  der  i^b^sche  Satz^^).  Eine 
im  Einheitskreis  reguläre  beschränkte  Funktion  ist  m  aUen  Peripherie- 
punkten mit  Ausnahme  einer  Nullmenge  dreiecksstetig,  d.  h  sie  strebt 
einem  bestimmten  Grenzwerte  zu,  wenn  man  sich  dem  Punkte  längs 
eines  Emschnittes  nähert,  der  einem  Teildreiecke  des  Kreises  augehört 
Verschwindet  aber  eine  beschränkte  Funktion  in  einer  Punktmenge, 

93,1)  Mau  vgl  die  m  IIC8  (lAchtenstem) ,  Nr.  48  angegebene  Literatur 
Dazu  kommen  noch  die  'Arbeiten  von  Grroß^') 

94)  JH"  A  Schwäre,  Zur  Integration  der  Differentialgleichung  -^— ^  +  -p— » =  0 

unter  vorgesobriebenen  Grenz-  und  ünstetigkeitsbedingtingen ,  Berl.  Monatsb. 
1870,  p  764—795  und  Qes  Abb,  Bd  II,  p.  144—171.  Man  vgl  femer  Koehe, 
Abhandlungen  zur  Theorie  der  konformen  Abbildung  I,  J  f.  Math  146  (1916), 
p.  177 — 228     W  Groß^^  hat  diesen  Satz  verallgemeinert 

96)  P  Fatou,  Sörie  trigonomötrique  et  aörie  de  Taylor,  Acta  math.  80 
(1906),  p.  886 — 400.  Bin  eleganter  Beweis  findet  sich  bei  Garafftiodory,  Über  die 
gegenseitige  Beziehimg  der  Bänder  bei  der  konformen  Abbildung  des  Inneren 
einer  Jbrdowschen  Kurve  auf  emen  Kreis,  Math  Ann  78  (1918),  p.  805—320,  ^ 
femer  vgl  E  Study,  Vorlesungen  über  ausgewählte  Gegenstände  der  Geometrie, 
Heft  n,  herausgegeben  unter  Mitwirkung  von  W.  Blaschke,  1918,  p  50  Über- 
haupt gehören  in  diesen  Zusammenhang  auch  die  Untersuchungen  über  das  Band- 
verhalten  bei  schlichter  Abbildung  °'>^).  Fatou  dehnte  seinen  Satz  auf  die  An- 
näherung an  behebige  analytische  Lmien  aus  Snr  les  hgnes  singoh^es  des 
fouctions  analytiques,  Bull  de  la  soc.  math  de  France  41  (1918),  p  118 — 119. 
För  rettifizierbare  Linien  gibt  ihn  Dertjoy,  Paris  C  R.  168  (1919),  p.  887. 
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deren  Inhalt  Null  übertiifffc,  so  ist  sie  walirscliemlieli  identiscli  Null.^') 
Natürlich  genügt  statt  der  Beschränktheit  auch  die  Bedingung,  daß 
die  Funktion  em  Kontinuum  von  Werten  ausläßt.'*)  ^^) 

Oauze  transzendente  Funktionen. 

26,  Weieratraß.  Dem  vorigen  Abschnitt  reiht  sich  die  Theorie 
der  ganzen  transzendenten  Funktionen  an  Denn  auch  sie  ist  ja  in 
vielen  Stücken  eine  Theorie  des  isolierten  wesentlich  singulären  Punktes. 

Den  Ausgangspunkt  der  Theorie  bildet  die  Abhandlung  von 
Weierstraß^'')  aus  dem  Jahre  1876,  in  welcher  er  durch  schon  vorher 
bekannte  Beispiele,  wie  die  ^Funktion  und  die  trigonometrischen 
Funktionen  angeregt,  die  Produktdarstellung  der  ganaen  rationalen 
Funktionen  auf  die  ganzen  transzendenten  Funktionen  übertragt.  Er 
fand  den  Ausdinick 


/•W^^o.^.ri    1-i-^''*  ^^"''        ''""'    ,KI^I*-+i 


Dabei  bedeutet  g{8)  eine  weiteie  ganze  Funktion.  Die  \  sind  so  zu 
wählen,  daß  "^  1   g   *<  + 1 

^  \~äl 

konvergiert.  Wesentliche  Änderungen  hat  der  Wenerstraß^chQ  Beweis 
nie  erfahren.  Neuerdmgs  hat  ihn  A.  PringsJwim^^)  durch  Vermeidung 
komplexer  Logarithmen  noch  ein  wenig  elementarer  gefaßt.  Die  wei- 
tere Entwicklung  hat  sich  zunächst  hauptsächlich  mit  dem  Fall  be- 
schäftigt, wo  g(0)  rational  ist  und  wo  die  Jc^  unter  einer  festen  Greife 
liegen.    Das  sind  die  Funktionen  von  endlichem  Geschlecht 

37.  Laguerre  Dieser  Begriff  des  endlichen  Geschlechtes  ist  zu- 
erst von  Laguerre^^)  1882  verwendet  worden.  Weder  er  noch  seine 
Nachfolger  haben  stets  genau  die  heute  übliche  Definition  benutzt  Wir 
erklären  jetzt  so*  Die  ganze  Zahl  Tc  sei  so  gewählt,  daß 

96)  P.  Fatou,  a  a.  0  96),  p  894.  Vgl  auch.  L  Zorett%,  a  a  0.  48);  TT  Qroß, 
a)  Zur  Theorie  der  DifferentialgleichTuigeii  mit  featen  kritaschen  Punkten,  Math 
AniL  78  (1918),  p  832—342;  b)  a.  a.  0  82);  JH  u  F.  JRmg,  a.  a  0.  88) 

97)  .ff  Weterstraß,  Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen, 
Berl.  Abh.  1876,  p.  11—60,  Ges  Werke  Bd.  H,  p.  77—124. 

98)  A  Pringsheim ,  Über  die  Weterstraß  Bche  Produttdarstellung  ganzer 
transzendenter  Funktionen  und  über  bedingt  konvergente  unendliche  Produkte, 
Milnoh  Ber.  1915,  p.  887—400. 

99)  F  Laguerre,  Sur  quelques  äquations  tranBcendantes,  Paris  C.  R  94 
(1888),  p  160—168,  Oeuvres  I,  p.  167—170 
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divergiert  und  daß  "S^  1  g    *  +  '• 

konvergiert  In  der  obigen  Produkidarstellmig  können  dann  alle 
JCf  =  h  gewählt  werden  Die  ganze  Punktion  g(e)  sei  rational  nnd 
besitze  den  Grad  g.  Dann  heißt  die  größere  der  beiden  Zahlen  h  und 
g  das  Geschlecht  der  Funktion.  Kann  aber  die  ganze  Punktion  nicht 
in  dieser  Weise  dargestellt  werden,  so  beißt  sie  von  unendlichem  Ge- 
schlecht. 

Laguerre  hat  nach  zwei  Richtungen  hin  die  Theorie  über  Weier- 
straß  hinaus  fortgeführt.  Einmal  hat  er  die  Analogie  zur  Algebra 
weiter  verfolgt  und  Sätze  über  Wurzelrealität  übertragen.  Es  ist  ja 
bekannt,  daß  hier  mit  einer  Funktion  zusammen  nicht  auch  die  Ab- 
leitung lauter  reelle  Wurzeln  zu  besitzen  braucht."")  Laguerre  hat 
klar  erkannt"^),  wemi  auch  nicht  lückenlos  bewiesen^"*),  wie  hier  der 
Satz  lauten  muß: 

Eine  reelle  ganze  Punktion  vom  Geschlechte  jp  möge  außer  reellen 
genau  q  komplexe  Wurzeln  besitzen  Dann  besitzt  ihre  Ableitung 
außer  den  durch  Vielfaohheit  und  i2oZZßschen  Satz  bedingten  reellen 
Wurzeln  höchstens  noch  p  -\-  q  weitere  reelle  oder  kompexe  NuU- 
steUen.  Von  einem  gewissen  Modul  an  sind  nach  Lea/u^^^^)  die  nach 
Bolle  vorhandenen^  die  emzigen  reellen  Nullstellen "*'^).  Zahlreiche  wei- 
tere Arbeiten  schließen  sich  diesem  Fragekreis  an.^°") 

100)  Beispiele  findet  man  bei  E  Borel,  a  a  0. 68  b),  p.  30  und  bei  0.  Penon 
im  Arch  Math.  Phy«   22  (1914),  p.  862. 

101)  E.  Lagu&rre ,  a)  a  a  0  99);  b)  Sur  le  genre  de  quelques  fonctions 
entiöiea,  Paris  0.  ß  98  (1884),  p.  79—81;  Oeuvres  I,  p.  178—180;  o)  Sur  quel- 
ques pointa  de  la  th^orie  des  äquations  num^riques,  Acta  math.,  IV  (1884), 
p.  97—120;'  Oeuvres  1,  p  184—206. 

102)  Einen  ausführhchen  Beweis  findet  man  bei  M  Borel,  a  a.  0.  68  b). 
102,1)  L.  Leau"^^)  hat  den  Satz  auf  'einige  BHaasen  von  Punktionen  mit 

unendlich  vielen  komplexen  NuUstellen  ausgedehnt 

103)  JE  Laguerre,  Sur  la  throne  des  ^quations  numSnques,  J,  de  math. 
(a)  8  (1888),  p  99—146,';  Oeuvres  I,  p  8—47;  E.  öesdro,  a)  Sur  les  fonotions 
holomorphes  de  genre  quelconque.  Paris,  C.  R.  99  (1884),  p.  26—27;  b)  Sur 
un  th^or&me  de  M.  Laguerre,  Nouv  Ann  de  math.  (8)  4  (1886),  p.  821 — 827 
Weitere  Arbeiten  von  Bassi,  Vivanti,  MMllet,  Jaggt,  DeW  Ägnola,  Pueyna, 
De  Spcure,  Freneel  ub-w  mit  mehr  formalem  Inhalt,  findet  man  bei  Vivanti 
Theorie  der  emdeutigen  analytischen  Funktionen  Deutsch  von  A.  Otdemer, 
Leipzig  1906,  zusammengestellt.  Femer  BäUnt,  Math.  6s  term.  ärtesitö  31  (1918), 
J.L  W.V  Jensen,  Becherohes  suz  la  throne  des  ^quations.  Acta  math.  86  (1918), 
p  181 — 195;  G  PdZya,a)  Algebraische  Untersuchungen  über  ganze  Funktionen  vom 
Qesohlecht  NuU  und  Eins,  J  f  Math  145  (1916),  p  224—249;  b)  Bemerkung  zur 
Theorie  der  ganzen  Funktionen,  Jahresber  d  D.  Math -Ter.  25  (1915),  p.  892—400; 
o)  Über  die  Nullstellen  gevnsser  ganzer  Funktionen,  Math  Ztschr  2  (1918), 
p.  352 — 882 ;  d)  Geometrisches  über  die  Verteilung  der  Nullstellen  gewisser  ganzei 
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Viele  derselben  beziehen  sich  nicht  auf  den  allgemeinen  Fall, 
sondern  machen  die  spezielle  Annahme,  daß  das  g{d)  in  der  Wem- 
s^a^ sehen  Prodnktdarstellung  sich  anf  eine  Konstante  reduziert.  Solche 
Funktionen  heißen  kanonisch  oder  ^miim.  Da  aber  die  gefundenen 
Kriterien  für  die  Wurzelrealität  sich  z.  B.  auf  die  Koeffizienten  der 
Potenzreihenentwicldung  beziehen,  die  Bedingung  kanonisch  aber  an 
die  WeierskaßBQihß  Produktdarstellung  anknüpft,  so  yermißt  man  ein 
Koeffizienfcenkriterium  für  kanonische  Funktionen.  Diese  Lücke  hat 
MaiUet^^)  ausgefüllt.  Er  gelangt  zu  Formeln  fttr  die  Potenzsummen 
der  reziproken  Wurzeln,  die  den  algebraischen  analog  sind  Im  Zu- 
sammenhang damit  steht  auch  das  gesuchte  Kriterium  Für  den  FaU, 
daß  der  Grenzexponent  (Erklärung  weiter  unten)  nicht  ganzzahlig  ist 
und  den  Wert  q  hat,  findet  man:  Die  Fimktion 

ist  dann  und  nur  dann  kanonisch,  wenn 

a^  =  a^=  .  .  =>  »^  =  0 
ist,  wo  %  =a  [^]  bedeutet.  Daß  man  den  Grenzexponenten  seinerseits 
aus  den  Koeffizienten  ermitteln  kann,  werden  wir  bald  sehen.  Die 
erwähnten  Arbeiten  liefern  weiter  Methoden  zur  Berechnung  von  giß) 
Viele  der  Arbeiten  fassen  die  ganzen  Funktionen  als  gleichmäßige 
Grenzfonktionen  einer  Polynomenfolge  auf.  Dahin  gehört  auch  schon 
ein  Satz  von  Laguerre^^^)^  wonach  eine  solche  Folge  mit  lauter  reellen 
JSTuUstellen  nur  eine  ganze  Grenzfunktion  besitzen  kann,  die  aus  einer 
Funktion  des  Geschlechtes  1  durch  Multiplikation  mit  einem  Exponen- 
tialfaktor  zweiten  Grades  6>"*  entsteht  (y  <  0)."^*)  Haben  alle  Null- 
steilen  das  gleiche  Vorzeichen,  so  ist  die  Gxenzfnnktion,  wenn  über- 
haupt ganz,  eine  des  Geschlechts  Null,  multipliziert  mit  einem  Ej- 
ponentiaKaktor  ersten  Grades  e>".  Diese  Sätze  sind  erst  neuerdings 
durch  Lindivart^^^)  vollständig  bewiesen  worden     Der   Satz  wurde 

transzendenter  Funktionen,  Münoh.  Ber.  1920,  p  286 — 290;  J.  Qromm&r,  Ganze 
transzendente  Fnnktionen  mit  lauter  reellen  Nnllstellen,  J  f.  Math.  144  (1914), 
p  114—166  (=>  DisB.  Göttingen  1914)  Alcmder,  a)  Sor  le  däplacement  des  zäros 
des  fonotions  enti&res  par  lenr  d^nvation,  Diss.  ITpsala  1914;  b)  Snr  les  zäros 
extraordinaires  des  d^riväes  des  fonctiona  entiäres  reelles,  Axkiv  för  mat.  astr.  och 
fys  11  (1916),  Nr.  16;  o)  Sui  les  z^ob  des  d^nviäes  des  fonctionB  rationelles  et 
d'autres  fonctions  m^romoiphes,  ArMv  fSr  mat.  astr  och  fys.  14  (1920),  Nr  28 

104)  E.  Maiüet,  Snr  les  fonotions  enti^res  et  qnasienti^es,  J.  de  math. 
(6)  8  (1902),  p  829—886 

106)  E.  Laguerre,  Sni  les  fonctions  de  genre  z^ro  et  du  genre  un,  Paris 
C   E  95  (1882);  Oeuvres  p  174—177.  "^ 

106)  E.  Lmdioart,  Über  eine  Methode  von  Laguerre  zur  Bestimmung  des 
Geschlechtes  einer  ganzen  Funktion,  Diss    Ctöttlngen  1914. 

Eno7klop  d,  math  Wliieniob.   HS.  29 


428    n  C  4   L.  Bieberbach.  Neuere  Untersuch,  über  Funkt  von  kompL  Variablen. 

auch,  nocli  insofern  vertieft,  als  lAndwart  und  Pölya^^"^  erkannten, 
daß  es  genügt,  vorauszusetzen,  daß  die  betreffenden  Polynomfolgen  in 
einem  Teilkreis  der  Ebene  gleichmäßig  gegen  eine  nichtkonstante 
örenzfonktion  konvergieren,  während  die  ia^erre  sehen  Sätze  (nicht 
gleickmäßige)  Konvergenz  gegen  eine  ganze  Funktion  in  der  ganzen 
Ebene  verlangen."»)  "8.  i) 

J.  öromwer"*)  hat  aus  der  Algebra  die  bekannten  Bedingungen 
für  die  Realität  sämtlicher  NuUsteUen  übertragen.^*'»'*) 

Ich  komme  zur  zweiten  folgenschweren  ia^werreschen  Entdeckung 
Der  Anfang,  den  er  machte,  ist  zwar  auf  den  ersten  Blick  unschein- 
bar, aber  die  ganze  weitere  Entwicklung  hat  davon  ihren  Ausgang 
genommen.  Unter  Verwendung  des  CawcÄy  sehen  Integralsatzes  hat 
Laguerre^'^^)  gefanden,  daß  eine  ganze  Funktion  sicher  höchstens  vom 

Geschlecht  p  ist,  wenn      ,. 

lim 


«-»•00 


1  /•'(«) 


0 


ist.  Das  ist  insofern  der  Keim  zu  den  weiteren  mit  Poincare  1883 
einsetzenden  Fortschritten,  als  darin  zum  ersten  Male  eine  Beziehung 
zwischen  dem  Geschlecht  und  dem  Wachstum  der  ganzen  Funktionen 
angedeutet  ist.  Für  die  Funktionen  nämlich,  welche  der  Za^er/-e  sehen 
Bedingung  genügen,  ist  auch 

|/-(;ö)l<e.M*  +  i 
für  jedes  positive  e  von  einem  gewissen  [;&[  an. 

38.  Foinoarö.  Hadomard.  Borel.  Im  gleichen  Jahre  1883  und 
im  gleichen  Bande  des  Bulletin  de  la  soci^tö  math^matique  de  France 
hat  Pomcarä  zwei  grundlegende  Arbeiten  veröffentlicht,  die  über  üni- 

107)  JE.  lAfiAuart  und  G.  Fölya,  Über  den  Zusammenhang  zwischen  der 
Konvergenz  von  Polynomfolgen  und  der  Verteilung  ihrer  Wurzeln,  Rend.  di 
Palermo  87  (1914),  p  297—804  G.  JPüya,  a)  Über  Annäherung  durch  Poly- 
nome mit  lauter  reellen  Wurzeln,  Eend.  di  Palermo  86  (1913),  p.  297—895; 
b)  Über  Annäherung  durch  Polynome,  deren  sämtliche  Wnrzebi  in  emen  Wmkel- 
räum  fallen,  Qött.  Nachr  1918,  p  826—880.   Vgl  auch  J2  JemUach,  a.  a.  0  278) 

108)  Man  vgL  weiter  M  Petrovitch,  Sur  certames  transcendantes  entiöres, 
Bull,  de  ia  soo   math,  de  France  81  (1906),  p.  166—177. 

108,1)  Die  ganzen  Punktionen,  welche  als  Grenzen  von  Polynomen  aus  nur 
reellen  Nullstellen  auftreten  können,  besitzen  charakteristische  funktionentheore- 
tisohe  und  algebraische  Eigenschaften  G  Pdlya  u.  J.  Schur,  Über  zwei  Arten 
von  Faktorenfolgen  m  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  Crelles  J.  144 
(1914),  p  89—118 

108,2)  Gewisse  Vereinfachungen  des  Beweises  hat  N  KritiJcos,  Über  ganze 

transzendente  Funktionen  mit  reellen  NullsteUen,  Math.  Ann.  81  (1920),  p.  97 118 

erzielt. 

109)  S.  Laguerrej  Sur  Ia  dötermination  du  genre  d'une  fonction  transcen- 
dante,  Paria  G.  R  94  (1882),  p.  685—688;   Oeuvres  I,  p.  171—178 
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formisieruDg  und  die  über  ganze  Funktionen.^^**)  Poincard  hat  das 
LaguerreBche  Besultat  dahin  Teryollständigt;  daß  für  alle  Funktionen 
des  Geschlechts  p  und  beliebige  e  >  0  stets 

lime""''''"'' 1/(^)1=0 

ist.  Femer  hat  Foincare  schon  die  Beziehungen  des  Geschlechts  zu 
den  Koeffizienten  der  Funktion  zu  untersuchen  begonnen.  Er  hat 
nämlich  gezeigt,  daß  für  die  Koeffizienten  einer  Funktion  2%^  vom 
Geschlecht  p  stets 

a^  •  r  ("*  +^'[  ^)  -»-  0  (für  w  ->  oo  und  beliebiges  Ä>  0) 
gut. 

Zehn  Jahre  lang  war  dies  der  Stand  der  Theorie,  da  erschien 
1893  eine  bahnbrechende  Arbeit  von  J.  Hadamard^^^).  Er  hat,  wie 
weiterhin  näher  ausgeführt  wird,  die  Potwcar^schen  Sätze  umgekehrt. 

Bahnbrechend  wirkte  weiter  eine  Arbeit  von  E.  Bord^*).  Darin 
wird  die  Beziehung  zum  Pzca/t^ sehen  Satze  hergestellt  und  dieser 
gleichzeitig  vertieft 

Das  Bind  die  Hauptzüge,  aus  welchen  eme  große  Zahl  von  Ma- 
thematikern in  zum  Teil  nicht  minder  eigenartigen  Beiträgen  das 
heutige  Gesamtbild  der  Theorie  der  ganzen  Funktionen  endlicher  Ord- 
nung herausgearbeitet  haben.  Wir  wenden  uns  nun  der  systematischen 
Darstellung  der  Theorie  zu 

29.  GrandbegrüFe.  Zu  dem  schon  erwähnten  Begriffe  Geschlecht 
trage  ich  noch  nach,  daß  einzelne  Mathematiker  sich  anderer  Begriffs- 
namen bedienen.  So  findet  man  bei  Schaper'^^^)  und  Pringsheim^^^)  die 
Benennung  Höhe,  bei  YwarM^^^  den  Ausdruck  ßang.  Den  Grad  der 
Funktion  g{e)  in  der  'Wd€r8traßs(Ai.Gü.  ProduktdarsteUung  will  ich  (bei 
geeigneter  Normierung)  kurz  Grad  der  Funktion  nennen.  Dann  sind 
die  Funktionen  nullten  Grades  die  schon  erwähnten  kanonischen  oder 
primitiven  Funktionen    Ferner  spielt  der  Greneeaponent  (ordre  r^eUe 

110)  H.  Poincardf  Sur  lee  fonctions  enti^es,  BüU.  de  la  boo  math.  de 
France  11  (1883),  p.  136—144. 

111)  J  Madamard,  Etnde  snr  lea  pxopn^t^s  des  fouciionB  enti^res  et  en 
particolier  d'nne  fonotion  consid^de  par  Biemann,  J.  de  math  (4)  9  (1898)^ 
p  171—216 

112)  E.  Borel,  Sor  les  z€ros  des  fonctions  enti^es,  Acta  math  20  (1897), 
p.  867—896. 

113)  H.  V.  Schaper,  Über  die  Theorie  der  Hadafnardachen  Funktionen  und 
ihre  Anwendung  auf  das  Problem  der  Primzahlen,  DIsb.  GOttingen  1898 

114)  A  Prvngsheim,  Elementare  Theorie  der  ganzen  transcendenten  Funk- 
tionen von  endlicher  Ordnung,  Math.  Ann.  68  (1904),  p  267 — 842. 

29* 
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der  Franzosen)  eine  -vriclit^e  Bolle.   Falls  es  eine  Zahl  q  gibt  von  der 

Art,  daß,  unter  a^  die  NnUsteUen  der  ganzen  Funktion  yerstanden,  für 

jedes  £  >  0  die  Beihe  .^-ji  ^  1^4.« 

j^  I  tii  I 
konvergiert  und  die  Reite 

•^  I  oJ 
divergiert,  so  ist  q  der  Gtrenzexponent.    Er  kann  natürlich  ein  Kon- 
vergenz- und  ein  Divergenzexponent  sein,  je  nach  dem  Verhalten,  das 

selbst  zeigt  Der  Grenzezponent  einer  Zahlenfolge  hangt  selbstredend 
eng  mit  dem  einfachsten  der  JBertrandBchen  Konvergenzkriterien  zu- 
sammen. Der  Glrenzexponent  hat  namlioli  dann  und  nur  dann  den 
Wert  Q,  -wenn  für  jedes  6  >  0  von  einem  ge-wissen  n  an 

gilt,  und  wenn  außerdem  für  jedes  ß  >  0  und  gewisse  beliebig  große  n  noch 

|aj<«? 
bleibt  Hiemach  liegt  eme  von  Linddöf^^)  und  fast  gleichzeitig  von 
F.Boutroux^^^)  eingeführte  Verallgemeinerung  des  Grenzeiponenten  nahe. 
Wir  kommen  zu  den  aufs  Wachstum  der  Funktion  bezüglichen  Ord- 
nungsbegriffen. Eine  Funktion  heißt  von  der  Ordmmg  fi  (ordre  apparent 
der  Fraüzosen)  wenn  für  jedes  s  >  0  von  einem  gewissen  |  ä  |  =  r  an 

ist  und  wenn  es  gleichzeitig  beliebig  große  r  gibt,  für  welche 

MaiI/(Ä)|>e^'*"* 

|«[=r 

ist.  Hiei-uach  ist  also  z.  B.  eine  Funktion  fi^'W  vom  Grade  ^  genau  von 
der  Ordnung  ^.  Man  erkennt,  wie  der  Begriff  „Ordnung"  den  Begriff 
„Grad"  der  ganzen  rationalen  Funktionen  verallgemeinert.  Alle  Funk- 
tionen, für  die  es  eia  derartiges  endliches  ft  gibt,  heißen  von  end- 
hcher  Ordnung,  die  anderen  sind  von  unendlicher  Ordnung.  Falls  die 
zweite  der  bei  der  Erklärung  des  Ordnungsbegriffes  benutzten  Unglei- 
chungen auch  von  einem  gewissen  |^|   an  für  aUe  e  erfüllt  ist,  so 

116)  E  Lvndelöf,  Memoire  sur  la  thdorie  des  fonctions  enü^ies  de  genre 
fini,  Act»  SOG  Bc  Fenn.  81  (1902)  VgL  auch  G.  Vaitron,  Sur  les  fonctions  enüferes 
d'ordre  fini,  Paria  C  E.  166  (1913),  p.  1188—1141 

116)  Pt  Boutroux,  Sur  quelques  propriötÖB  des  fonctions  entiferes,  Aota 
math  28  (1908),  p   97—224. 
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haben  wir   es  mit  einer  FimTcUon  von  regdmäßig&n    Wcichsium   zu 

Die  rnnktionen  einer  gegebenen  Ordnung  /t  kann  man  noch  in 
Terschiedene  Typen  einteilen."*)    Gibt  es  ein  endliches  y  >  0,  so  daß 

\f(0)\<e(yi-'>'' 

ist  von  einem  gewissen  r  an^  und  daß 

Max|/"W|>e^''-)'^ 

|«l»=r 

ist  far  gewisse  beliebig  große  r  bei  beliebig  gegebenem  £  >  0,  so 
haben  wir  eine  Funktion  Yom  Normaltypus  y  Tor  uns.  Ist  aber  f£tr 
jedes  B  >  0  von  einem  gewissen  r  an 

\m\<e'"^ 

so  liegt  der  MimmaUypvs  der  Ordnung  n  vor,  und  wenn  für  jedes 
y  >  0  und  gewisse  beliebig  große  e  noch 

Max  I  f{d)  I  >  e^*^ 


*   =r 


ist,  so  haben  wir  den  McammaliAjpus  der  Ordnung  ^. 

Der  vorhm  erwähnten  YeraUgemeinemng  des  Grenzeiponenten 
geht  eine  gleichfalls  von  JE.  Lmddbf  und  P.  JBoutroux  eingeftUirte  Ver- 
aUgememerung  des  OrdnangsbegnSes  parallel.  Sie  ziehen  nämHch 
neben  der  Exponentialfunktion  noch 

gT^  log^ir    log Ji  r  . ,  .  logj*       r 

als  Vergleichsfunktion  heran 

30.  Ordnung  und  Eoef&zienten.  Ihien  Ausgang  nimmt  hier  die 
Entwicklung  von  der  schon  erwähnten  Pömcar^schen  Entdeckung  Über 
die  Koeffizienten  emer  Funktion  vom  Gesohlecht  jp.  Die  EiafUhrung  des 
Ordnungsbegriffes  hat  zu  einer  Verschärfung  geführt.  Hadamard  lehrte 
umgekehrt  aus  den  Koeffizienten  die  Ordnung  bestimmen.  Wahrend 
Foinca/rd  sich  auf  Eigenschaften  des  Laplacesck&a.  Integrales  stützt, 
haben  die  Beweise  unter  den  Händen  von  Hadamo/rd^''),  E  Lindelof^^y^^) 

110,1)  Bei  Funktionen  von  unregelmäßigem  Wachstum  gut  sogar  in  un- 
endlich vielen  r-Intervallen  ,,    , 

Man  vgl  B.  Mattson,  Sor  la  croissance  dn  modnle  d'nne  fonctiou  enti^e,  Arkiv 
for  mat  astr.  coli  fysik.  6  (1910),  Nz.  10  Beispiele  von  Funktionen  mit  nnregel- 
mBüigem  Wachstnm  konstruiert  Borel^  Snr  quelques  fonctions  enti^res,  Bend.  di 
Palermo  28  (1907),  p  820—828. 

117)  J  Haäama/rä,  a)  a  a.  0.  111);  b)  Snr  les  fonctions  antikes,  BulL  de  la 
800  math  de  France  24  (1896),  p  186—187. 
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und  Ä.  Pringsheim^^^  eiae  außerordentlich  kurze  und  elegante  Gestalt 
erhalten.  Der  Gipfel  des  Erreichbaren  ist  wohl  durch  JE  Lmdelöp^) 
gegeben.  Eine  Modifikation  des  lAnddÖfBohen  Beweises  bietet  A  Prings- 
Mm  (a.  a.  0.^^*),  p.  337 ff.)  Ein  durch  diese  Untersuchungen  sicher 
gestellter  Satz  lautet: 

Aus   I  f(0)  I  <  e  "^      (a  >  0,  fi  >  0)  ron  einem  gewissen  |  j?  I  =  r 

an  folgt  für  die  Koeffizienten  von  f(e)  =2<^ni^'  VKI  <  ^^nt  ^^^ 
einem  gewissen  n  an  und  umgekehrt. 

Aus  Max  I  f{g)  I  >  e  «'*      für  gewisse  beliebig  große  |  £;  |  =  r  folgt 

y\cj\  >  r~y  für  gewisse  beliebig  große  n  und  umgekehrt. 

E  lAnddöf^)  hat  unter  Yervollständigung  eines  Versuches  von 
E.  Maiüet^^*)  eine  Ergängung  dieses  Satzes  angegeben.  Der  Zusatz 
bezieht  sich  natürlich  immer  nur  auf  die  zweite  Hälfte:  Damit  die  dort 
gegebene  Abschätzung  nicht  nur  für  gewisse  große  r,  sondern  von  einem 
gewissen  r  an  immer  erfüllt  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die 
für  die  Koeffizienten  angegebene  Abschätzung  für  unendhch  viele  Werte 
Wj,  Mi, .    .  von  n  erfüllt  sei,  welche  der  Bedingung 

lim  -^^  =  1       genügen. 

i— >«  *** 

Dem  so  für  die  Normaltypen  ausgesprochenen  Satz  stehen  ana- 
loge für  Punktionen  der  Ordnung  ^  überhaupt  und  für  Linddöf-Bovr 
tronxaohe  Ordnungstypen  an  der  Seite.  Auch  für  die  Minimaltypen 
lassen  sich  genauere  Resultate  finden. 

Falls  die  vorgelegte  Punktion  lauter  positive  Koeffizienten  hat,  so 
'gehen  diese  für  das  Maximum  der  Koeffizienten  gefundenen  Ergebnisse 
in  Aussagen  über  das  asymptotische  Verhalten  der  Punktion  selbst 
auf  der  positiven  reellen  Achse  über.^***) 

118)  Ä.  Pi-ingsheim,  a)  Zur  Theorie  der  ganzen  transcendenten  Funktionen, 
Münch.  Ber  82  (1902),  p.  168—192  und  p  295—804;  b)  Zur  Theorie  der  ganzen 
transcendenten  Funktionen  von  endlichem  Rang,  Münch.  Ber  88  (1903),  p.  101—180. 
c)  a  a.  0  114). 

119)  E.  Maulet,  Sur  les  fonotiona  enti^rea  et  quasientiäres  k  croissance 
reguliere  et  les  ^uations  diff^entielles,  Ann  de  la  fao.  des  sc  de  Toulouse  (2)  4 
(1902),  p.  447—469. 

120)  E.  le  Soy,  Yaleurs  asymptotiquea  de  certaines  aäries  proc^dant  suivant 
les  puisaances  enti^a  et  positives  d'une  variable  reelle,  Bull,  des  so.  math  (2)  24 
(1900),  p.  «46—268;  E.  lAndelSf,  a.  a  0.  116);  P  Bouiroux,  a  a  0  116);  G.  Va- 
liron,  Sur  le  oaloal  approchä  de  oertainea  fonotions  enti^es,  Bull  soo.  math.  Fr. 
4«  (1914),  p.  262— 264;  Denjoy,  a  a.  0    147,1) 
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31,  Ordnung  und  G-renzezponent.    Den  Ausgangspunkt  bildet 
liier  die  PoMicorÄclie  Entdeckung,  daß 

-  lim|/-W|e-l*|P+'=0 
t — ►■00 

ist  fär  Funktionen  vom  Geschleclite  p,  bei  beliebig  gegebenem  posi- 
tiven E.  Die  Einffihrung  des  Ghrenzexponenten  und  der  Ordnung  erlaubt 
eine  Verscbärfung  des  Eesultates.^'^)  Gleichzeitig  ergibt  sich  eine 
Umkehrung. 

Zunächst  die  Verschärfong:  Primitive  Funktionen  des  Grenzeipo- 
nenten  q  sind  höchstens  von  der  Ordnung  q.  Genauer  gesagt  liefern 
elementare  Abschatzungen  das  folgende  Ergebnis:  Die  primitive  Funk- 
tion f{0)  sei  vom  Geschlechte  p  und  es  sei  p  <  tf  ^p  -|-  1.   Gilt  dann 

ImiBupv  —  ^g,    wo    ^^0; 

V ►ob  ^v 

SO  ist  far  jedes  £  >  0  und  alle  genügend  großen  |  e  \ 

\f{g)\<e^'^o9^')\'\'' 

G„  bedeutet  dabei  eine  passende  nur  von  a  abhängende  positive  Zahl 
Die  Funktion  gehört  also  höchstens  dem  Normaltypus  an    Ist  msbe- 

=  0, 


sondere  ^ 

lim  V 


ct.. 


so  gehört  die  Funktion  höchstens  dem  Minimaltjpus  an.  Das  ist  nament- 
lich dann  der  Fall^  wenn  q  Konvergenzexponent  ist.  Denn  dann  kann 
man  6  =  q  wählen. 

Ist  die  Funktion  f{0)  =  e^W 

vom  Grade  g,  und  besitzt  der  höchste  Koeffizient  in  g(ß)  den  Wert  a, 
so  ist  fQi)  vom  Typus  \a\  der  Ordnung  g. 

Damit  gewinnt  man  dann  zunächst  das  Eeaultat,  daß  Funktionen 
eines  endlichen  Geschlechtes  stets  von  endlicher  Ordnung  sind  und 
zwar  gilt  z  B  die  Abschätzung 

wo  X  die  größere  der  beiden  Zahlen  Grad  und  Grenzezponent  bedeutet 
Sind  nun  aber  auch  umgekehrt  aUe  Funktionen  von  endhoher 

Ordnung  von   endhchem   Geschlecht?     Für   diese   Fragestellung  hat 

SJadantard  bahnbrechend  gewirkt. 

Zunächst  ergibt  sich,   daß  nirgends  verschwiadende  Funktionen 

121)  J  Hadamard,  a)  Th^or^me  sui  les  s^riea  entibres,  Fans  C  B.  124  (1897), 
p  492;  b)  Snr  les  B&nea  enti^ree,  Fiocfes  veibanx  de  la  aoo  des  so  pliys  et  nat. 
de  Bordeaux,  1897,  p.  110 — 112;  c)  Th^or^me  aux  lea  a^ris  eati^res.  Acta  math  22 
(1898),  p  55—68;  E.  Ltnddöf,  a  a.  ü  115);  A  JPringshetm,  a  a  0  114) 
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endlicher  Ordnimg  stets  von  der  Form  es'W  mit  'ganzem  rationalem 
g(ji)  sind.  Ordnung  und  Grad  stimmen  hier  also  überein  Das  ergibt 
sicli  als  unmittelbare  Folgerung  aus  einem  SadamardBchen  Satz  über 
den  Realteil  analytisolier  Funktionen.'^*) 

Weiter  aber  gilt  es  mm  aus  der  bekannten  Ordnung  der  Funk- 
tion einen  Schluß  auf  den  Grenzexponenten  der  NuUstellen  zu  ziehen. 
Dies  gelingt  Hadamard  durch  eine  Abschätzung  der  Anzahl  der  NuU- 
stellen,  welche  eine  Funktion  gegebener  Ordnung  in  einem  gegebenen 
endlichen  Bereich  haben  kann.  Sein  Beweis  ist  zuerst  durch  Schou^^^) 
vereinfacht,  dann  sein  Resultat  durch  Lindelöf^^'^)  aus  dem  Satz  von 
Jensen  (p.  505),  von  Pringsheim^^^)  gar  durch  ganz  elementare  Ab- 
schätzungen gewonnen  worden     Man  schließt  nämlich,  daß 

'^r7|_i_|/"+« 
■^  I  ^<  I 
für  jedes  £  >  0  konvergiert,  wenn  die  Funktion  /"(;»)  der  Ordnung  ^ 
unendlich  viele  Nullstellen  a^  besitzt  Genauer  gesagt  findet  man  folgendes 
durch  PnngsJieim^^^)  besonders  scharf  herausgearbeitetes  Resultat: 

Für  jede  Funktion  der  Ordnung  ft  mit  unendlich  vielen  Nullstellen  gut 

lim  V  — p  =0    für  jedes    tf  >  0. 
Für  jede  Funktion  vom  Normaltypus  der  Ordnung  /*  gilt 


lim  sup  V 


g    (g  endlich). 


Für  jede  Funktion  vom  Minimaltypus  der  Ordnung  fi  gilt 


lim 


0. 


Für  primitive  Funktionen  liest  man  nun  aus  dem  Gesagten  folgende 
Ergebnisse  ab: 

a)  Ordnung  und  Qxenzeiponent  [i  stimmen  überein. 

b)  Ist  weiter  ju;  nicht  ganzzahlig,  so  gehört  die  Funktion  dann 

a)  dem  Minimaltypus  an,  wenn  lim  v 


ß)  dem  Normaltypus  an,  wenn  limsupv— f  >0 

y)  dem  Maximaltypus  an,  wenn  lim  sup  v  —  '*=  oo    ist. 

V — ►oo  ^v 

122)  ScÄOtt,  a)  Bur  la  thöorie  des  aönes  entiöres,  Paris  0  R  126  (1897), 
p.  768—764;  b)  Bewis  for  en  sÄtning  aS  Sadamard,  Nyt  tidskrifb  for  math  8B 
(1897),  p  5—6. 

123)  P Bouiroux,  a  a  0.  116);  Ä. PrmgsTieim,  a.  a.  0  114);  Ä.Wvman,  Sur 
le  oas  d'exception  dans  la  thöone  dea  fonctions  entiferes,  ArMv  for  mat  aetr.  och 
fya.  1  (1908),  p.  827—345 
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Wie  bei  ganzzalüigem  fi  der  Satz  zu  modifizieren  ist,  hat  nach 
verschiedenen  Vorbereitungen^*')  erst  Linddöf^^)  erschöpfend  dargelegt. 

Zur  Übertragung  dieser  Sätze  auf  nicht  primitive  Funktionen  hat 
man  eine  Abschätzung  der  primitiven  nach  wnien  nötig.  Auch  sie  wurde 
durch  SaMmard'^^^)  entdeckt    Er  fand: 

Auf  unendlich  vielen  Kreisen  |  ;g  [  =  r  beliebig  großer  Eadien  gilt 
für  die  primitive  Funktion  f(/)  des  Grenzexponenten  (>  die  Abschätzung 

\m\>e-^^'  (£>0) 

Ist  Q  Konvergenzexponent,  so  ist  nach  Lindelbf^^)  sogar 

\m\>e-"^.  {s>Q) 

Wie  leicht  zu  erkennen  ist,  lassen  sich  ähnliche  Sätze  bei  be- 
liebigen ganzen  Funktionen  endlicher  Ordnung  aussprechen.  Ihre  schärfste 
Fassung  haben  sie  durch  E.  lAnddöf^^*)  und  X  K  lAtUewood^^'^)  er- 
halten.   Sie  beweisen,  daß 

für  unendhch  viele  gegen  unendlich  wachsende  |  ^e»  |  =  r  und  für  jede 
ganze  Funktion  der  Ordnung  q  und  beliebiges  Ä  >  0  gilt,  wofern  man 
unter  m^{r)  das  Minimum,  unter  fn^(r)  das  Maximum  von  \f(ß)\  für 
I  j»  I  =  r  versteht.    Insbesondere  gilt  also  auf  unendlich  vielen  Kreisen 

Daß  m^(r)  >  m^(r)-^-'  für  beliebig  große  r,  hat  Wimom^^'^  för  Funk- 
tionen unendlichen  Geschlechts  ohne  NuUsteUen  bevdesen  und  für 
beliebige  ganze  Funktionen  vermutet. 

Verschiedene  Autoren  haben  versucht,  solche  Abschätzungen  auf 
das  ganze  Gebiet  zu  übertragen,  das  von  der  unendlichen  Ebene  übrig 
bleibt,  wenn  man  die  NullsteUen  durch  gewisse  Kreise  ausschließt  Als 
Vorläufer  sind  hier  Boubroux  und  MaiUet^^^  zu  nennen.  Doch  entnahm 
Maulet  der  von  ihm  weitergeführten  J?oreZsohen  Methode  nicht  alles, 

124)  E  Lindelöff  Sur  les  fonotions  enti&res  d'oxdre  entier,  Atiti  ]fic  Noim. 
(8)  22  (1905),  p  869—395 

125)  E.  Lmdelöf,  Qoelquee  thäorämes  noaveauz  sur  les  fonctiona  enti&res, 
Parle  C  R.  188  (1901),  p  1279—1282,  ferner  a  a  0  115). 

126)  JE?.  Linddöf,  Snr  nn  thöorfeme  de  M  Eadamard  dans  la  thöorie  des 
fonotions  enti^res,  Bend  di  Palermo  25  (1908),  p  228—284 

127)  A  Wiman,  Über  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Maximalbetrage 
einer  analytisohen  Funktion  und  dem  größten  Betrage  bei  gegebenem  Arg^mnent 
der  Funktion,  Aota  math  41  (1916),  p  1—28. 

128)  P  JBoutroux,  a  a  0.  116);  E.  Maulet,  Sux  les  fonotions  entiöres  et 
quasienti^res,  J  de  math  (5)  9  (1902),  p  829 — 886 
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was  sie  liefern  konnte  Das  tat  erst  jR^}ioundos^*%  wahrend  Wiman^^) 
und  Lindgren'^^^)  daran  anknüpften,  daß  das  von  Maiüet  angegebene 
Resultat  meist  trivial  ausfallt.  Sie  nahmen  die  Frage  erneut  auf  und 
fanden: 

Schließt  man  die  NnllsteUe  a^  durch  einen  Kreis  vom  Radius  |a,|-^ 
(fc  >  0  beliebig,  aber  von  a,  unabhängig)  aus,  so  gilt  im  Restbereich 

ftir  behebiges  s  >  0  und  genügend  großes  r 

Diese  Abschätzung  bleibt  bestehen,  wenn  man  statt  dieser  Kreis- 
scheiben auf  jedem  Kreis  |  ;ef  |  ==  r  geeignet  gewählte  Bogen  von  einer 
Q-esamtlänge  kleiner  als  6~'""(0<a<«)  wegläßt.    (Bhioundos^^^) 

Bei  Funktionen  einer  Ordnung  q<t  hat  Wiman^^)  entdeckt 
imd  später  Lindelbf^^)  einfacher  bewiesen**"),  daß  auf  unendlich  vielen 
beliebig  großen  Kreisen  sogar 

bleibt.  VaUron  und  LitÜ&imod^^)  geben  dem  Satz  Über  Funktionen 
vom  Grenzexponenten  Null  eine  schärfere  Fassung.  Eine  weitere  Ver- 
schärfxmg  des  ^aäamorc^schen  Satzes  f ür  p  <  1  vermutet  LitÜeivood 
und  beweist  Wimcm^^). 

129)  G,  Bimou/ndos,  Sxu  les  fonctione  enti^ies  de  genre  fini,  BulL  de  la  soo. 
math  de  France  82  (1904),  p  814—316. 

180)  Ä   Wtman,  a.  a  0.  128). 

181)  B  lAnägren,  Snr  le  oas  d^exception  de  M  Ptcard  dans  la  th^orie  des 
fonctions  enti^ee,  üpsala  1908. 

182)  A  Wtmany  a)  "Über  die  angenSJierte  Darstellung  von  ganzen  Funk- 
tionen, Aikiv  för  mat.  astr.  ooh  fyaik.  1  (1908),  p  105—111 ;  b)  Sur  une  extenaion 
d'un  thdoräme  de  M  Hadamard^  Arlav  för  mat  astr  ooh  fyBik  (2)  (1006)^  p.  14. 

138)  Em  anderer  Beweis  bei  F  Wiener,  Elementare  BeitcSige  zur  neueren 
Funktionentheorie,  Dlss.  Göttingen  1911. 

184)  Valiron,  a)  Sur  les  fonctions  euti^res  d^ordre  nul,  Math  Ann.  70  (1911), 
p  471—498;  b)  Sur  les  fonctions  enti&res  d'ordre  nul  et  d' ordre  fini  et  en  parti- 
onher  les  fonctions  ä.  correspondanoe  r^guli^e,  Th&se  Toulouse  1914,  c)  Le  th^or^me 
de  M  Ficard  poui  les  fonctions  entiferea  d'ordre  nul,  Nouv.  Ann.  (4)  11  (1911), 
p  146 — 161;  d)  Sni  les  fonctions  entiferes  d'ordre  nxd,  Nouv  Ann  (4)  11  (1911), 
p  448—461;  e)  Sur  les  fonctions  entiferes  d'ordre  nnl,  Paris  C  R.  156  (1918), 
p  684 — 686 ;  f)  Sur  la  croissance  des  fonctions  entiferes  d'ordre  nul,  Nouv  Ann  (4)  18 
(1918),  p.  97 — 110;  g)  Sur  la  d&ivöe  logarithmique  de  certaines  fonctions  entiferes, 
Nouv.  Ann.  (4)  11  (1911),  p.  498—608;  J  E.  Littlewood,  On  the  asymptotic  approxi- 
mation  to  integral  ftmctions  of  zero  Order,  Proc.  of  the  London  mat  soo  (2)  6 
(1907),  p  881 — 410;  Ä  WaMitnd,  Sur  le  module  minimum  des  fonctions  entiörea 
d'ordre  nul,  ArMv  fÖr  mat  astr  och  fys.  (8)  1914,  Nr.  6. 

185)  J  JE  Littlewood,  A  general  theorem  on  integral  fonctions  of  finite  order, 
Proc  of  the  London  math.  soc.  (2)  6  (1908),  p  189—204,  A  Wiman,  Ganze  Funk- 
tionen der  Höhe  Null,  Math  Ann  76  (1915),  p.  197—211 
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Wir  kekren  zur  ersten  Fassung  des  Sadamardachen  Satzes  zurück 
um  seine  Bedeutung  für  die  Beziehung  zwisdien  Qrenzexponent  und 
Ordnung  bei  den  allgemeinen  Funktionen  endlicher  Ordnung  darzulegen. 

Sei  nun  eine  beliebige  Funktion  der  Ordnung  fi  vorgelegt,  so  ergibt 
sich  zumchst;  daß  sie  yon  endlichem  Geschlecht  ist.  Denn  einmal 
kann  wegen  der  Konvergenz  von 

■^  I  _l^  li"  + » 
^  I  <*i\ 
ihr  primitiver  Bestandteil  keinen  größeren  Grenzea^onenten  als  [a  haben. 
Hüeraus  findet  man  eine  untere  Abschätzung  für  den  primitiven  Be- 
standteil und  daraus  eine  obere  Abschätzung  für  den  Ezponentialfaktor, 
der  sich  damit  nach  dem  j5a(fomar^schen  Satze  als  von  endlichem 
Grade  erweist.  Gleichzeitig  führt  dieser  Gedankengang  zu  den  folgen- 
den Resultaten: 

Bei  mcht  ganzzahliger  Ordnung  bleiben  die  vorhin  fiir  primitive 
Funktionen  ausgesprochenen  Ergebnisse  unverändert  bestehen.  Das 
Geschlecht  ist  also  eindeutig  zu  {ji]  bestimmt 

Bei  ganzzahliger  Ordnung  ft  indessen  sind  die  Ergebnisse  etwas 
andere.    Linddöf^^)  gibt  sie  in  folgender  Form  an: 

a)  ^enn  die  Funktion  dem  Minimaltypus  der  Ordnung  [i  angehört, 
so  ist  ihr  Grenzexponent  gleich  (i  und  ihr  Gtraä  höchstens  fi.  Ihr  Ge- 
schlecht ist  also  [i  oder  (i  —  1,  je  nachdem,  ob  [i  Divergenz-  oder 
Konvergenzexponent  isi  Weiter  gilt: 

(A)  Um  sup  V  —'''=0      und      lim  sup  «o  +  -^  ^^  (-)'"   =  0.  *«•) 

Wenn  umgekehrt  eine  Funktion  von  höchstens  /i.**™  Gfrade  den  Grenz- 
exponent (i  besitzt,  und  wenn  dazu  die  Gleichungen  (A)  gelten,  so  ist 
ihre  Ordnung  dem  Grenzexponenten  gleich,  und  sie  gehört  dem  Mmimal- 
typus  dieser  Ordnung  an. 

b)  Wenn  eine  Funktion  dem  ISTormaltypus  der  Ordnung  (i  angehört, 
so  ist  sie  entweder  vom  Grade  (i  und  hat  einen  Gxenzesponenten,  der 
fi  nicht  übertriffb,  oder  aber  ihr  Grenzejponent  ist  gleich  fi  und  ihr  Grad 
nicht  über  ^.  In  beiden  Fällen  ist  ihr  Geschlecht  (i.  Die  beiden  vor- 
hin angegebenen  limites  superiores  (A)  sind  endlich  und  verschwmden 
nicht  gleichzeitig.  Sind  umgekehrt  für  eme  Funktion  von  höchstens 
ft-tem  Grade  die  eben  genannten  Ergebnisse  zutreffend,  so  gehört  sie 
dem  Normaltypus  der  Ordnung  (i  an. 

185  a)  Wenn  c^^*'  der  Exponentialfaktor  der  Funktion  ist,  so  sei 
Oß  also  der  Koeffizient  der  /i**"  Potenz 


]' 
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c)  Wenn  f(/)  vom  Maximaltypus  der  Ordnung  [i  ist,  so  wird  ihr 
Grenzexponent  gleich  ^.  Mindestens  einer  der  beiden  limites  superio- 
res  (A)  ist  nnendlich.  Wenn  umgekehrt  bei  einer  Funktion  y}^  Grades 
Tom  Grenzeiponenten  il  die  eben  erwähnten  Ergebnisse  zutreffen,  so 
gehört  sie  dem  Maximaltypus  der  Ordnung  ii  an. 

Im  Falle  der  Minimaltypen  und  Masimaltypen  nicht  ganzzahliger 
Ordnung  konnten*"^  durch  Heranziehen  der  verallgemeinerten  Ordnungs- 
typen noch  genauere  Resultate  gewonnen  werden  Wenn  nämlich  bei 
gegebenem  £  >  0  und  nicht  ganzzahligem  q  von  einem  gewissen  [^ef  |  =  r  an 

ist,  so  ist  auch 

\a„\>  [w(log w)-«*! .    .  aog*w)- "*"']^ 

von  einem  gewissen  n  an  und  umgekehrt 

Wemi  femer  für  ein  gegebenes  «  >  0  und  gewisse  beliebig  große  r 

"'  Max  |/"(;S)  I  >  C-«'P0Br)«i.    (log.r)"*- 

gilt,  so  ist  auch  für  gewisse  beliebig  große  w 

W\<  [«Gog  w)-''^    . .  (logiW)- «*  +  •]? 

und  umgekehlt.   Bei  Funktionen  von  regelmäßigem  Wachstum  gelten 
diese  Abschätzungen  für  dS,e  genügend  großen  r  und  n  (Borel^^^) 
'  Im  Falle  ganzzahliger  Ordnung  ist  eine  solche  weitere  Theorie 

jedoch  zunächst  nicht  möglich.  Dies  sieht  man  schon  durch  Vergleich 
der  beiden  Funktionen: 

;  ein.    Ihre  NuHsteUen  haben  die  gleichen  absoluten  Beträge  und  doch 

gehören  die  beiden  Funktionen  verschiedenen  Typen  der  Ordnung  eins 
an.  Erst  lAndelöP^)  hat  Ergebnisse  gewonnen,  welche  den  vorhin 
angegebenen  entsprechen. 

33.  Ausnalunefälle.  Wir  haben  im  Laufe  dieses  Abschmttes  eine 
Reihe  von  Fällen  kennen  gelernt,  wo  die  zu  bestimmende  Größe  durch 
die  gemachten  Angaben  noch  nicht  eindeutig  festgelegt  war.  Diese 
zunächst  unschön  wirkenden  FäUe  haben  im  weiteren  Verlauf  der 
historischen  Entwicklung  zu  den  tiefsten  Resultaten  geführt.  Es  zeigt 

{  sich  nämlich,  daß  auch  m  den  erwähnten  Ausnahmefällen  im  allgemeinen 

die  zu  bestimmende  Größe  eindeutig  festgelegt  ist,  daß  nur  unter  ge- 

'  wissen  Umständen  em  anderer  Wert  herauskommen  kann.    Der  Grund 

';  186)  JS  Lindelöf,  a  a.  0    115),  124);  P.Boutroux,  a  a  0  116);  A.  Wiman, 

ft.  a.  0.  128) 
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ist  schließlich  der,  daß  es  nicht  ausreicht,  die  NuUsteUen  allein  zu 
betrachten,  man  muß  noch  die  Yerteilungsdichte  der  Stellen,  wo  ein 
anderer  gegebener  Wert  angenommen  wird,  mitheranziehen.  Darauf 
deutet  schon  der  FicardBche  Satz  hm  Mit  ihm  stehen  auch  die  jetzt 
darzulegenden  Ergebnisse  m  engstem  Zusammenhang 

E.  LinddöP^'')  und  Ä  Pringsheim^^*)  haben  den  folgenden  Borel- 
schen^**)  Satz  bewiesen: 

f(/)  sei  vom  Noimaltypus  der  ganzzahligen  Ordnung  ft,  q(e)  und 
r{0)  seien  von  niediigerer  Ordnung  oder  doch  wenigstens  von  niedrige- 
rem Typus  als  f(ß),  (z.  B  Konstanten  gleich).  Dann  sind  die  Funktionen 
q-f-^r  von  gleicher  Ordnung  und  von  gleichem  Typus  wie  /"(£?). 
Unter  allen  diesen  Funktionen  gibt  es  höchstens  eiue,  deren  Grenz- 
exponent kleiner  als  (i  ist  (D.  h.  wenn  g'i  •  /"  +  »*i  und  q^  f -\-  r^  zwei 
solche  Funktionen  smd,  so  ist  q^^r^  —  q^r^^  =  0.)  Führt  man  also  z.  B. 
einen  Grenzexponenten  für  die  NuüsteUen  und  einen  Grenzexponenten 
für  die  Emstellen  ein,  so  kann  nur  der  eine  der  beiden  kleiner  als 
ju.  sem.  Man  erkennt  gleichzeitig  hierin  eiue  wesentliclie  Verschärfung 
des  Ptcardachen  Satzes,  insofern  als  nicht  nur  die  eine  SteUensorte 
in  unendlicher  Anzahl,  sondern  sogar  mit  emer  bestimmten  mimmalen 
Yerteilungsdichte  genommen  werden  muß. 

Ist  /(ß)  eme  Funktion  von  regelmäßigem  Wachstum  der  mcht 
ganzzahligen  Ordnung  (i,  so  zeigen  auch  die  NuIlsteUen  von  f(8')  —  x 
für  alle  x  mit  endlich  vielen  Ausnahmen  ein  regelmäßiges  Wachstum, 
d  h.  man  hat  für  die  Beträge  dieser  Nullstellen  r^(x) 

für  alle  n  >  N{s).  Ist  aber  //.  ganz,  so  kann  für  eine  a^Menge  vom 
Umfang  Null  (vgL  p.  407)  der  Satz  Ausnahmen  erleiden."*'^) 

E.  Lmddöf^^)  hat  eiue  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  gefunden 
Wenn  f(0)  vom  Normaltypus  ist,  so  kann  für  höchstens  eine  der 
Funktionen  q  •  f  -{-  r  der 

sein.    Wenn  weiter  f(/)  vom  Maxmialtypus  ist,  so  kann  für  höchstens 

187)  HJ  Lindelof,  Sux  un  cas  particulier  du  thöor&me  de  M  Ptcard  relahf 
aui  fonotions  enti^ee,  Arkiv  fÖr  mat  astr.  och  fysik  1  (1903),  p.  101—104. 

188)  E.Borel,  a)  a  a.  0.  112);  b)  a.  a  0  68  b);  0)  Le90nB  sur  loa  fonctions 
entiäres,  Paris  1900. 

188,1)  J.  Sire"^  und  G  Vahron,  Sur  les  zöros  des  fonotiona  enti^res 
d'ordre  fini,  Rend  di  Palermo  48  (1918/19),  p,  266—268 
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eine  der  Funktionen  2  •  /*  +  »*  der 

lim  Bup  -. — j-     endlich  sein. 

Ä.  Wimcm^^^  hat  sich  den  TJnentschiedenheiten  m  der  Bestimmung 
des  Geschlechtes  zugewandt.  Er  hat  da  in  gewissen  Fällen  emen  ähn- 
lichen Ausnahmesatz  gefunden.  A.  Wiman  überträgt  nämlich  den 
JBofcZschen  Ausnahmesatz  auf  die  verallgemeinerten  LinddofBchen  Ord- 
nungstypen.  Hier  bestehen  ja  auch  gewisse  Unbestimmtheiten.  Er  fand, 
daß  für  diese  im  allgemeinen  der  gleiche  Satz  gut,  wie  bei  nicht 
ganzzahliger  Ordnung: 

Wenn  f(i3)  vom  Minimaltypus  der  ganzzahligen  Ordnung  fi  ist, 
und  g(ßs)  einer  niedrigeren  Ordnung  angehört,  so  wird  höchstens  für 
eine  der  Funktionen  f  -\-  g  der  p  437  angegebene  i^WffeZo/sche  Satz 
unrichtig."®)  Bei  speziellen  Funktionen  haben  Hcvrdy^^)  und  Bames^^^) 
die  asymptotische  Yerteilung  der  NuUsteüen  untersucht  nnd  damit 
schon  vorab  Beispiele  zur  allgememen  Theorie  geliefert. 

JE  Lindelöf^^)  hat   die    TF^wanschen  Resultate  bis  zui   voUen 

189)  Vgl.  auch  P.  Boutroux,  a)  Sur  les  zöros  des  fonctions  entiöres  d'ordre 
entier,  Paris  C.  E.  189  (1904),  p  861 — 853;  b)  Snr  las  fonctions  entiöres  d'ordre 
entier,  Verb  d.  dritten  intemat  Math.  Eongr  Heidelberg  1904,  p  263—267. 

140)  G  H.Haräy,  a)  On  the  roots  of  tbe  equation  .  i  i\  "^  ^'  ■'^°°  °^  *^® 
London  math.  soc  (2)  2  (1904),  p  1—7;  b)  On  the  zeros  of  certam  claaseB  of 

integral  Taylor  series.  On  the  integral  fonction  ^«  i  OtJ  \\\i  ^o°'  °^  *^^ 
London  math.  soc  (2)  2  (1904),  p.  882 — 889;  b)  dasselbe  II-  On  the  integral  fancüon 

00 

^n  .,  ,  ...  a  a  0.  (2)  2,  p.  401—481;  c)  On  the  zeros  of  the  integral 
^j  nlfn+a)  \  /     •>  r  o 

0 

fanotion  x  —  sinos^  Hess,  of  math.  81  (1902),  p.  161 — 166,  d)  On  the  zeros  of 
certain  integral  fonctionB,  Mess  of  math.  32  (1902),  p  86 — 46 ;  e)  The  asymptotic 
Bolntion  of  certain  transcendental  eqnations,  Qnart.  J.  86  (1904),  p.  261 — 282, 
f)  Note  on  an  integral  fanotion,  Mess  of  math.  84  (1904),  p.  1—2;  g)  On  the 
zeroB  of  a  class  of  integral  ftinctions,  a  a  0  ,  p  97 — 101;  h)  On  the  üitegral 

no 

fonction  ©<"),  ^=  'Sl  ^       ^^  ,  Quart.  J.  87  (1906),  p  869—878. 

141)  E  W  Barnes,  a)  A  memoir  on  integral  fonctions,  Fhil.  Trans  Boy.  soc. 
(A)  199  (1901),  p.  411—600;  b)  On  the  Classification  of  integral  fonctions,  Cambr. 
Phil.  Trans  19  (1904),  p  822 — 866;  c)  The  asymptotic  expansion  of  mtegral  fonc- 
tions of  multiple  linear  seqoenoe,  Trans,  of  Edmburgh  100  (1904),  p.  426 — 489; 
d)  The  asymptotic  expansion  of  integral  fonctions  of  finite  non  zero  ordre,  Froo. 
of  the  London  math.  soc  (2)  3  (1906),  p.  278—296;  e)  The  asymptotic  expansion 
of  integral  functions  defined  by  Taylor  series,  FhiL  Trans.  Boy.  soc  (A)  206 
(1906),  p  249—297. 
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Analogie  mit  dem  BorelBcihen  Ansnalimefall  verallgemeinert.  Ob  aber 
ganz  allgemein  für  die  Unbestimmtheit  des  Geschlecbtes  ein  ähnlicher 
Ausnahmesatz  wie  für  den  Gbrenzexponenten  besteht,  ist  noch  mcht 
bekannt.  Nur  für  gewisse  Funktionen  von  regelmäßigem  Wachstum 
kann  man  bisher  folgendes  behaupten: 

Wenn  die  ganzen  Punktionen  q  und  r  von  niedrigerer  Ordnung 
oder  doch  wenigstens  von  niedrigerem  Typus  als  f(g)  sind,  und  wenn 
fi  die  ganzzahlige  Ordnung  von  f(/)  ist,  so  gibt  es  unter  den  Funk- 
tionen q'f-^r  höchstens  eine,  deren  Geschlecht  nur  ft  —  1  ist 

33.  BestimniuiLg  des  Gesohleobtes  aus  den  EoefOzienten.  Diese 
Frage  ist  durch  die  vorausgegangenen  Betrachtungen  mit  erledigt 
Denn  wir  haben  gelernt,  aus  den  Koeffizienten  auf  die  Ordnung  und 
auf  den  Typus  der  Ordnung  zu  schließen.  Und  wir  haben  gesehen, 
wie  man  aus  der  Ordnung  auf  das  Geschlecht  schließen  kann  Einige 
dabei  auftauchende  minderwichtige  Einzelfragen  haben  Lindelöf^^'')  und 
Fäbry^")  behandelt.  Hier  müssen  femer  die  Arbeiten  von  Maület^^% 
FrmseV^^\  Pugyna^^)  und  Jaggi^^^)  Erwähnung  finden,  da  sie  die 
Mittel  zur  Berechnung  der  äuJBeren  ExponentiaKaktoren  enthalten. 

34.  Das  GesoMeolit  von  Suixune  und  Ableitung.  Diese  Fragen 
gehören  zu  den  ältesten  der  Theorie.  Sie  haben  schon  Laguerre  be- 
schäftigt und  stehen  an  der  Spitze  der  Pöincor^chen  Arbeit  von  1883. 

Die  Ordnung  der  Summe  zweier  Funktionen  kann  höchstens  der 
größeren  der  beiden  Ordnungen  gleich  sein.  Es  ist  daher  selbstverständ- 
lich, daß  das  Geschl&M  der  Summe  kleiner  sein  kann  als  das  der  Summan- 
den. Aber  es  kann  merkwürdigerweise  auch  größer  sein  und  zwar 
höchstens  um  eine  Einheit.  Das  rührt  her  von  der  bei  den  Ausnahme- 
fällen besprochenen  Unbestimmtheit  des  Geschlechtes  beim  Minimal- 
typus einer  ganzzahligen  Ordnung.  Die  ersten  dahin  zielenden  Beispiele 
gaben  Bovi/roux'^^^)  und  Lmdelop^).  Sie  betrachten  Funktionen  des 
Geschlechtes  p  —  1,  deren  Summe  gleichwohl  das  Geschlecht  p  hat. 

142)  E.  Fcibry,  a)  Sar  le  genxe  des  fonotions  enti&res,  Bidl.  de  la  soo  math 
de  France  80  (lö02),  p.  165 — 176;  b)  Stu  le  gerne  des  fonctiona  entiörea,  Paris 
C.  R  140  (1906),  p.  1010—1018. 

148)  G.  Fremel,  Die  Darstellnng  der  eindeutigen  anaLytischen  Funktionen 
duich  unendliche  Produkte  und  Partialbiuohreihen,  Ztschr.  f  Math.  u.  Phys  24 
(1897),  p  316—848. 

144)  J.  V  Pugyna^  Über  den  LaguerreBohen  Bang  einer  eindeutigen  analyti- 
schen Funktion  mit  unendlich  vielen  NuUstellen,  Monatsh.  Math.  Fhys  8  (1892), 
p  1—15 

145)  E.  Jaggif  a)  RelationB  entre  les  z^roB  et  coefflcienta  d'xme  fonction 
entifere,  Nouv.  Ann  (4)  1  (1901),  p  16—19;  b)  Sui  les  zöros  des  fonotions  entiöres, 
NouT.  Ann.  (4)  2  (1902),  p.  218-226. 
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Daß  selbst  die  Zufügiing  einer  Konstanten  das  Qesohlecht  erhöhen 
kann,  haben  TTiwkm"*)  nnd  Fäbry^'^)  durch  Beispiele  erhärtet 

Die  nach  unseren  Darlegungen  evidente  Tatsache,  daß  die  Ordnung 
einer  ÄhleiUmg  der  Ordnung  der  ursprünglichen  Funktion  gleich  ist, 
klärt  auch  hier  wesentlich  die  Sachlage  Em  besonderes  Licht  fällt 
darauf  noch  durch  das  erwähnte  WimcmBcke  Beispiel,  das  lehrt,  daß 
die  Ableitung  einer  Funktion  Tom  Geschlecht  p  ausnahmsweise  das 
ö-eschlecht  p  —  1  haben  kann 

L.  Leau^^^)  und  G.  Väliron^^^)  haben  es  unternommen,  die  sich 
aus  speziellen  Annahmen  über  die  Regelmäßigkeit  in  der  Yerteüung 
der  NuHsfcellen  ergebenden  Yerschärfougen  m  dei  Theorie  festzustellen 

35.  Funktiouen  unendliolier  Ordnung  und  Funktionen  der 
Ordnung  Null.  Yiele  der  genannten  Arbeiten  enthalten  auch  besondere 
Darlegungen  über  die  Funktionen  unendlicher  Ordnung  und  der  Ord- 
nung Null.  Indessen  haben  erst  Kraß^),  BUimenthäl^^'')  und  Denjoy^"'^) 
eine  volle  Theorie  der  Funktionen  unendlicher  Ordnimg  entwickelt. 

Für  eine  besondere  Theorie  der  Funktionen  nuUter  Ordmmg  kommen 
die  Arbeiten  von  Lmddöp^  ZoHdch^*^),  Mattson^^^),  Lttilewood^^), 
Valvron^*^),  Wiman^^  in  Betracht.  Ich  hebe  hervor,  daß  bei  diesen 
ja  stets  primitiven  Funktionen  Ausnahmefälle  nicht  vorkommen.  Auch 
zeigen  sie  gewisse  Einfachheiten  in  ihrem  Wachstum 

36.  Beziehungen,  zwischen  dem  MAmroAibetrag  einer  ganzen 
J'xmktion  nnd  dem  Betrag  des  größten  Gliedes  ihrer  Fotenzreihen- 
entwloklung.    Wenn  für  aUe  m 

m(r)  =  Max  |  «»„  |  r"  <  S(r) 

ist,  so  ist  nach  Bord"^)^") 

Jlf(r)<(5(r)y+« 
(xmter  M(r)  das  Maximum  von  |  f(j3)  \  auf  dem  Kireise  |  j?  |  =  r  ver- 

146)  Ä.  Wvmtm,  a)  a  a  0  128;  b)  Sur  le  genre  de  la  döiivöe  d'une  fono- 
tion  enti^e  et  sui  le  caa  d'exception  de  M  JPicard,  Paris  0.  B  188  (1904), 
p.  187—189. 

147)  0  Blumen&iäl,  a)  Principea  de  la  throne  des  fonctions  enti&ies  d'ordie 
mfJTii,  Faiis  1910;  b)  Über  ganze  transoendente  Funktionen,  Jahresber  d  D.  Math.- 
Ver.  16  (1907),  p.  97—109. 

147, 1)  Ä  De9\foy,  Sur  les  produits  oanoniques  d' ordre  in£ni,  J  de  math  (6) 
6  (1910),  p.  1—186. 

148)  JS.  ZöUichf  Beiträge  zur  Theorie  der  ganzen  tranaoendenten  Funktionen 
der  Ordnung  NuU,  Diss.  Halle  1908. 

149)  E  Mattson.  a)  Contribution  ä  la  thäorie  des  fonctiona  entiires,  Upsala 
1906;  b)  Sur  les  fonctiona  enti&res  d' ordre  z^,  Rend  di  Palermo  88  (1912") 
p  91—107. 
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standen)  bei  beliebigem  aber  festem  a  >  0  fElr  unendlich  viele  beliebig 
große  r  erfttUfc.  Und  das  gilt  für  aUe  r  <R  bis  auf  r-IntervaUe, 
welclie  im  Vergleich  zu  M  für  große  JR  verschwindend  klem  smd.  Da 
nun  nach  Hcbdamard  für  das  Maximum  A{r)  des  Realteils 

fdr  alle  r  gilt,  so  gilt  also  auch 

M{r)<{A(r)y+'' 
für  unendlich  viele  r.    Andererseits  ist  ja  A(r)  <  M(r). 

Also  wird  A(r)  <  M(r)  <  {A(r)y+«. 

Das  gleiche  gilt  für  Bir),  das  negative  Minimum  des  Realteils  Daher 
findet  Bord  (J.(r))^-«  <  B(r)  <  (^(r))i+« 

für  unendlich  viele  r.  Für  einen  Maximalbetrag  -3kfi(r)  der  eraten 
Ableitung  folgt  hieraus 

(M(r)y-''<  M^if)  <  (Jlf(r))i+« 

für  unendlich  viele  r  Valirmi^^^'^)  bemerkt,  daß  für  ganze  Funktionen 
endlichen  Geschlechts  das  Verhältnis  von  log  21f(r)  zu  logw(r)  gegen 
1  strebt. 

Diese  Untei  Buchungen  hat  A  TFiwzaw^^")  wieder  aufgenommen 
Er  hat  auch  die  Sorehchen  Resultate  zum  Teü  auf  nicht  ganze  Funk- 
tionen übertragen"^^),  msbesondere  auf  solche,  die  auf  dem  Konver- 
genzkreis im  SadamardaGheR  Sinn  (siehe  p  488)  unendlich  hohe  Ord- 
nung  haben.  G.  Pölya^^)  hat  das  Prinzip  der  Wimanacken  Über- 
legungen klarer  herausgearbeitet ^^^'^)   Man  findet  z.B. 

M(r)<S(r)[\ogS(r)y 
für  unendlich  viele  beliebige  große  r  und  behebiges  e  >  0.  Insbesondere 

149,1)  a.  a  0.  lS4b)  Ferner:  G.  Valvton,  Sor  quelques  th^or^es  de 
M  Borel,  Bull  soo  math  Fr  42  (1914),  p.  247—262. 

150)  A.  Wiman,  Übei  den  ZuBammenhang  zwischen  dem  Maximalbetrag 
einer  analytischen  Funktion  und  dem  größten  Ghede  der  zugehörigen  TayZorsoheu 
Reihe,  Acta  math  87  (1904),  p  806—326 

160,1)  Dazu  auch:  Valtron,  Sor  la  croissance  du  module  maxunum  des 
sänes  enti^res,  Bull.  soc.  math.  Fr   44  (1916),  p.  46-64. 

161)  G.  PölyUf  Über  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Maximalbetrag  emer 
analytischen  Funktion  und  dem  größten  Gliede  der  zugehörigen  Ta^Zoraohen  Eeihe, 
Acta  math,  40  (1916),  p,  311—819. 

161,1)  VgL  aucli  VaMron,  a)  Sur  le  maximum  du  module  des  fonctions 
entiöres,  Paris  C,  R  166  (1918),  p  606—608;  b)  Les  propnötös  gdnörales  des 
fonctions  entiöres  et  le  thöoröme  de  M.  Ptcarä,  Pana  C.  R.  167  (1918),  p  988—991. 

finoyUop   d  maüi.  WlBBenBoh.   HS  80 
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darf  hier  für  S{r)  der  Beia:ag  m{r)  des  größten  Gliedes  gewählt  wer 
den.   Bords  entsprechende  Formel 

M(r)  <  [S(r)J+« 

gilt  nach  Wiman  anch  für  alle  Funktionen,  welche  auf  dem  Konvergenz 
kreis  unendlich  hohe  Ordnung  besitzen.  Daß  für  die  gleichen  Funk 
tionen  auch  M(r)  <  [-ä.(r)]^+" 

gilt,  hat  gleichfalls  Ä  Wiman  gezeigt.  Er  hat  sogai*^*')  die  wer 
schärfere  Abschätzung  M(r)  <  Ä(r)  (1  +  a)  gewonnen. 

PoZ^a"^")  hat  ein  weiteres  Wtmansch.es'^^'')  Ergebnis  so  formu 
Kert:  Zu  jeder  ganzen  Funktion  f(0)  läßt  sich  eine  Folge  0^,  0^, 
mit  wachsenden  absoluten  Beträgen  und  0^  — >■  00  so  bestimmen,  da£ 

1.  lim  ^-1^  =  1  und  2.  !/•(;»,)  |  =  MQe.l).  Dabei  ist  «,  die  Nummej 

desjenigen  Ö-Uedes  der  Madcmrmacla.en  Reihe  von  f(0),  die  für  0  =  0^ 
den  größten  absoluten  Betrag  hat 

Diese  "Untersuchungen  Wima/ns  scheinen  von  grundlegender  Be 
deutung  werden  zu  sollen.  Das  lehren  auch  die  Arbeiten  Pölyas^^^^] 
über  ganze  Funktionen,  welche  algebraischen  Differentialgleichunger 
genügen.  Insbesondere  kann  keine  Funktion  nullter  Ordnung  eiuei 
algebraischen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  genügen.  Die  Frage 
ob  das  bei  beliebigen  algebraischen  Differentialgleichungen  auch  sc 
ist,  läßt  Pölya  noch  unerledigt.  Wtmcai  selbst^*')  folgerte  aufs  neue 
einen  schon  von  Perron^^^°)  gefundenen  Satz,  wonach  eine  ganze 
transzendente  Funktion,  welche  einer  linearen  Differentialgleichung 
m*"  Ordnung  mit  rationalen  Koeffizienten  genügen  boU,  von  ratio 

naler  Ordnung  ^  —  sein  muß;  Wman  fügt  hinzu,  daß  sie  dem  Nor 

maltypuB  ihrer  Ordnung  angehören  muß.  Durch  diese  Sätze  ist  ein 
neues  sehr  versprechendes  Arbeitsgebiet  angeschnitten  worden.  Polyo 
weist  auf  die  nahe  Analogie   der  Fragestellung  zum  lAouvüleBclieji 

161  a)  JS.  Borel,  Gontnbution  ä.  T^tnde  des  fonctions  m^romorpkeB,  Ann  Ec 
Norm.  (8)  18  (1901),  p.  211—289. 

161b)  L.  Leau,  l^tude  eur  les  fonotionB  enüäres  orientäes  d'ordre  r^el  nox 
entier,  Ann.  Sc  Norm,  (8)  18  (1906),  p.  88—120 

151  c)  G  Pdlya,  Zur  Untersuchung  der  Größenordnung  ganzer  Funktionen 
die  einer  Differentialgleichung  genügen^  Acta  math.  42  (1920),  p  809 — 816. 

151  d)  G.  Pölya,  a)  Über  das  Anwachsen  von  ganzen  Fonktionen,  die  einei 
Differentialgleichung  genügen,  Zürich.  Vierteljahraßchr  61  (1916),  p.  681—646 
|3)  a  a.  0  I6I0) 

161  e)  0.  Perron,  tJber  lineare  Differertialgleichungen  mit  rationalen  Koeffi- 
zienten, Acta  math.  84  (1910),  p  189—168 
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Approximationssatz  Über  algebraische  Zahlen  hin.  Zu  den  Sätzen 
kommt  noch  ein  anderer  auf  p.  514  zu  erwähnender  von  HwwttiS^^'^) 
und  Pölya^^^^). 

Einiges  über  ganze  Funktionen  enthalten  natürlich  auch  die  Ab- 
schnitte Tiber  den  Picardsohen  Satz  und  über  die  Singularitäten.  Auf 
meromorphe  Funktionen  hat  namentlich  Bord^^^')  die  Theorie  der 
ganzen  Funktionen  ausgedehnt. 

Analytische  ^Fortsetzung. 

37.  Die  erste  Methode  Mittag-LefFlers.    Wie  wir  schon  p  389 
sahen,  ist  eine   analTtische  Funktion  in  ihrem   Gesamtverlauf  durch 
em  emzebaes  Funkticnselement  völlig  bestimmt.   Das  stellt  uns  natur- 
gemäß  vor  die  Aufgabe,    die  Eigenschaften  dieser  Funktion  m  Zn- 
sammenhang zu  bringen  mit  den  Koeffizienten  desjenigen  Funktion  s- 
elementes,   das   die  Funktion   definiert.    Auch  im  vorigen  Abschnitt 
haben  wir  im  Grunde  von  der  Lösung  einer  derartigen  Aufgabe  be- 
richtet.  JN"un  soll  es  sich  aber  um  Fanktionselemente  mit  mdlichem 
Konvergenzkreis  handeln    Hier  wird  die  FüUe  der  Probleme  reicher. 
Man  kann  die  Funktion  im  Inneren  des  Konvergenzkreises  untersuchen, 
man  kann  nach  ihrem  Verhalten  bei  Annäherung  an  den  Rand  fragen, 
man  kann  die  Berechnung  der  Funktion  außerhalb  des  ersten  Elementes 
verlangen.   Das  sind  lauter  Fragen,  die  wir  weiterhin  zu  behandeln 
haben.  Ich  will  damit  begiimen,  auseinanderzusetzen,  welche  Methoden 
man  ersonnen  hat,  um  durch  einen  einzigen  Ausdruck  die  Funktion 
in  einem  möglichst  weiten.  TeU  ihres  Existenzbereiches  darzustellen. 
Dazu  verwendet  man  die  linearen  Mittelbildungen    Es  ist  gerade  das 
Problem  der  analytischen  Fortsetzung,  durch  das  man  auf  die  Wichtig- 
keit  dieser  Dinge   erst   aufmerksam   wurde.    Auch  die  Methode  der 
arithmetiechen  Mittel  hängt,  wie  wir  später  sehen  werden,  mit  unserer 
Frage  zusammen,  insofern  als  man  sie  brauchen  kann,,  um  in  gewissen 
Punkten  des  Konvergenzkreises  die  Funktion  darzustellen.   Aber  nie- 
mals führen  diese  einfachsten  linearen  Mittel  zu  einer  Darstellung  der 
Funktion  im  Äußeren  des  Konvergenzkreises.   Es  ist  daher  nötig,  zu 
allgemeineren  linearen  Mittelbildungen  zu  greifen    Am  nächsten  liegt 
es  natürhch,  den  Prozeß   der  analytischen  Fortsetzung  diffbh  Anem- 
anderhängen  von  Funktionselementen  selbst  zur  Losung  der  Angabe 
zu  verwenden.     Aber  BoreP^^)  hat  1895  entdeckt,  daß  man  andere 
Darstellimgen  finden  kann,  die  m  einem  weiteren  Bezirk  als  es  durch 

152)  E.  Borelj  Sur  la  Bommatioii  dea  Böries   divergentes,  Parifl  C  R.  121 
(1895),  p  1125—1127.  Weitere  Literatur  siehe  -weiter  unten 

80* 


446    n  C  4   L  JBtehei  buch.  Neuere  Untersucli.  über  Punkt,  von  kompl  Yariablen 

ein  einziges  weiteres  Funktionselement  möglich  ist,  die  Funktion  dar- 
stellen, Ausdrücke,  die  ^uch  emfacher  sind,  als  die,  welche  man  durch 
mehrmalige  A-Usführung  des  Prozesses  der  unmittelbaren  analytischen 
Fortsetzung  erhalt,  insofern  als  dieselben  nur  emen  Grenzübergang  ent- 
halten. 

Die  damit  eingeleiteten  Bestrebungen  sind  m  den  Händen  Mit- 
tag-Lefflers  zu  einer  umfassenden  Theorie  geworden,  die  in  der  Ein- 
fachheit und  dem  Konvergenzhereich  der  Ausdrücke  weit  über  das 
J5orefeche  Ergebnis  hinausgehen.  Mittag-LeflerB  erste  Arbeiten  reichen 
bis  ins  Jahr  1882  zurück  Seiner  damals  erschienenen  Abhandlung ^^*) 
kann  man  schon  die  Möglichkeit  der  Existenz  solcher  Darstellungen 
entnehmen.  Ihre  wirkliche  Angabe  ist  aber  erst  von  1898  an  m  die 
Wege  geleitet  worden. 

Mittag-Lefflera  erste  Methode  knüpft  unmittelbai-  an  den  Prozeß 
der  analytischen  Portsetzung  durch  Aneinanderreihen  von  Funktions- 
elementen an  Es  ist  Mütag-Leffler  gelungen,  denselben  durch  passende 
Wahl  der  Elemente  rechnerisch  zu  verfolgen.  Er  erhielt  so  nach 
einigen  Zvnschenstufen  eine  Reihe  von  Polynomen  ^P^i^)  mit 


7»  7» 


Dabei  ist  ^(e)  =^aX 

die  fortzusetzende  Reihe    Die 


sind  ihre  Partialsummen.  Die  Koeffizienten  G^  und  d^'^  sind  universelle 
Konstanten,  die  also  von  der  darzustellenden  Punktion  f{0)  nichi  ab- 
hängen. Die  Polynomreihe  konvergiert  jedenfalls  in  allen  inneren  Punkten 
des  „EJawptstemes'^  A  gleichmäßig  und  stellt  dort  einen  Zweig  der  durch 
das  Funktionselement  '^(ß)  bestimmten  analytischen  Funktion /"(j»)  dar 
Dieser  Hauptstem,  welcher  seit  Mittag-Leffler  in  aUen  diesen  Unter- 
suchungen eine  belierrschende  RoUe  spielt,  wird  so  erhalten:  Auf  jedem 
von  g  =  0  ausgehenden  Halbstrahl  markiere  man  den  je;  =  0  nächst- 
gelegenen singulären  Punkt.  Die  zwischen  ;ep  =  0  und  diesem  nächsten 
singuläreiPPunkt  gelegene  Strecke  gehöre  dem  Stern  an,  der  weitere 
Punkte  mit  diesem  Halbstrahl  nicht  gemeinsam  hat.  Allgemein  ver- 
steht man  unter  emem  Stern  mit  dem  Mittelpunkt  e  =  0  einen  Be- 

158)  G.  Mittag-Leffler,  Follständig  analytisk  framstallning  af  hvaqe  enty- 
ding  monogen  fdnction,  hvars  singulära  stBUen  utgöra  en  vBxde  mb,ngd  af  första 
alaget,  Oefversigt  af  K  Vet  Pörh  1882,  p  11—46 
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reich  der  von  jeder  Geraden  durch.  0  '=  0  nur  in  einer  einzigen 
Strecke  geaclmitten  wird,  und  ftlr  den  0  =  0  ein  innerer  Bereieli- 
punkt  ist. 

Als  einfachste  durch  diese  Methode  zu  gewinnende  Darstellung 
von  f(8)  kann  diese  gelten: 

m  m  m 

Hier  ist  tn  =  no3(n)  gesetzt  und  co(w)  bedeutet  irgendeme  positive 
mit  n  über  alle  Ghrenzen  wachsende  Funktion.  Man  kann  also  z.  B. 
m  =  n^  setzen."*) 

38.  Methode  der  konformen  Ablbildnng.  Wenn  em  e  =  0  ent- 
haltender, einfach  zusammenhängender  Bereich  B  bekannt  ist,  in  dem 
f{8)  regulär  ist,  so  kann  man  ihn  durch  eine  i?  =  0  festlassende  Ab- 
büdung  auf  einen  Kreis  vom  Radius  Ems  um  diesen  Punkt  umkehr- 
bar eindeutig  und  konform  abbüden. 

0  =  g){'r]),  V  =^  f'^i^)  vermittle  die  Abbildung   Dann  kann  man 

f{0)  =  f{g>iv)} 
m  eine  für  |  ■jy  |  <  1  konvergente  Reihe  ^  (rj)  entwickeln,  so  daß  man 
in  JB  die  Darstellung 

f(0)==^{g>-\0)} 

hat.  lAndelof-^)  hat  diesen  Gedanken  systematisch  verfolgt  und  den 
Nutzen  vieler  einfacher  Abbildungen,  wie  z  B.  der  -EMÜerschen  Reihen- 
transformation   und    anderer    für    die   Ausführung    der    analytischen 

164)  G  Mtttag-Leffler ,  a)  Om  en  geneiaÜBeimg  af  potenssenen,  C  B  de 
Tao  de  Stockholm  56  (1898),  p.  135 — 1S8;  b)  Om  den  analytiska  framstäUnin- 
gen  af  en  aUmau  monogen  fnnctlon,  Oefversigt  af  kgl  Yet  Akad  Förhandl  Stock- 
holm 55  (1898),  p  247—282  u  p  875—385;  c)  Bai  la  reprösentation  d'une 
brauche  umforme  de  fonction  analytique,  Parie  C  E.  128  (1899)  p  1212 — 1216; 
d)  Sur  la  repr^sentation  analytique  d'une  branche  uniforme  d'nne  fonotion  analy- 
tiqne,  Acta  math  28  (1900),  p,  48 — 62 ,  e)  Sulla  rappxesentazione  anahtica  di  'flrx 
ramo  umforme  di  xma  fanzione  monogena,  Atti  di  Torino  34  (1899),  p.  481 — 491 ; 
f)  On  the  analytical  representation  of  a  nm'form  branoh  of  monogenio  fonction, 
Trans  of  the  Cambridge  phil.  See.  18  (1900),  p  1 — 11;  g)  Fonction  analytiqne 
et  erpreBsion  analytiqne  Une  application  de  la  throne  des  säries  n  fois  infime. 
Snr  une  extenBion  de  la  s^rie  de  Taylor,  Congrös  mtemat  des  math  PariB  1901, 
p.  278 — 276;  h)  Sur  la  lepr^sentation  d'une  branche  uniforme  d'une  fonction 
monog^e.  Acta  math  24  (1901),  p.  183 — 204,  1)  Über  eine  VeraUgemeinerung  der 
Tai/ZorBohen  ßeihe,  Gott  Nachi.  1900,  p.  194—206;  k)  On  multiply  mfimte  eenes 
and  on  an  eztenBion  of  Taylor  senes,  Proo  of  the  London  math.  soc  (1)  82 
(1900),  p  72 — 79;  1)  Über  die  analytische  Darstellung  eines  eindeutigen  Zweiges 
emer  analytischen  Funktion,  Munoh,  Sitzungsber.  1915,  p.  109 — 164 
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Fortsetzung,  für  die  Kenntnis  der  Lage  der  Singularitäten,  fttr  die 
numerisolie  Berechnung  der  Funktion  dargetan.  Elliptische  Integrale 
und  hypergeometrisohe  DiflFerentialgleichung  bieten  ihm  namenthch 
dankbare  Beispiele.  Seine  Untersuchungen  berühren  sich  da  aufs  engste 
mit  der  icMwfewschen  Transformation  bei  elliptischen  Integralen,  und 
mit  den  Überlegungen,  durch  die  Mittag-Leffler  (Acta  15),  Hamhurger 
(J.  f.  Math.  83)  u.  a.  der  numerischen  Integration  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen beizukommen  suchten. 

Später  hat  der  LmäelöfBche  Grundgedanke  zu  den  FaberaGken 
Polynomen  geführt  (p  499).  Auch  bei  den  jetzt  hier  weiter  zu  be- 
sprechenden Untersuchungen  hat  der  Grundgedanke  in  etwas  anderer 
Wendung  seine  Fruchtbarkeit  bewiesen. 

Die  zweite  Methode^"")  von  Mütag-Leffl&'  ist  der  ersten  vorhin 
dargelegten  an  Ti-agweite  und  Durchsichtigkeit  bei  weitem  überlegen. 
Bei  ibr  spielen  gewisse  den  Hauptstem  approximierende  Nebensteme 
eine  Rolle.  Sie  werden  durch  Verwendung  erzeugender  Figuren  er- 
halten. Eine  solche  wird  durch  emen  endlichen  einfachzusammenhän- 
genden Bereich  Q  geLefert,  welcher  die  Strecke  0  ^ ;»  <  1  enthält 
Unter  ä  •  G  werde  dann  der  Bereich  verstanden,  der  aus  denjenigen 
Punkten  besteht,  deren  Koordinaten  aus  den  Koordinaten  der  Punkte 
von  6-  durch  Multiplikation  mit  0  hervorgehen.  Läßt  man  nun  0,  mit 
0=0  beginnend,  emen  Halbstrahl  <p  =  const.  durchlaufen  (e  «=  re'v), 
so  ffibt  es  eine  obere  Grenze  der  Punkte  des  Halbstrahles,  für  die 
g  .  Cr  ganz  dem  Hauptstem  angehört.  Sie  sei  0((p)  •  e*^.  Der  Neben- 
stem  bestehe  nun  aus  den  Punkten  der  Vektoren  von  ^  ==  0  bis 
0  =  0((p)  '  ef'P.  Es  handelt  sich  nun  zunächst  um  die  Summation  der 
Potenzreihe  im  Nebenstern.    Man  gewinnt  hier  folgendes  Resultat: 

Man  kann  Polynome 

angeben,  deren  Koeffizienten  ff  von  der  Funktion  f(0)  =  2<^x^  ^^' 
abhängig  sind,  und  die  also  allem  durch  die  erzeugende  Figur  G 
bestimmt  sind,  derart,  daß  die  Reihe  ^S„W  in  jedem  abgeschlossenen 

155)  G.M%ttag-Lefflei,  a)  a  a  0  154  c);  b)  Sux  la  repröaentation  analytique 
d'xme  blanche  unifonne  dSine  fonction  monogene,  Acta  math.  24  (1900),  p  205 — 244; 

c)  Sor  le  terme  oomplSmentaire  de  mon  d^reloppement  de  la  brauche  unifoime 
d'ncB  fonction  monogene  dans  le  cas,  oü  ce  ddveloppement  poss^de  une  ätoile 
de  convergence,  Oefversigt  af  kgl  Vet  akad.  Förhandl  58  (1901),  p.  786—790; 

d)  Sur  la  repr^sentation  analytique  d'une  brauche  um  forme  d'une  fonction  mono- 
gene, Acta  math.  26  (1902),  p.  858—391;  e)  a.  a.  0  154  1);  f)  Sur  une  for- 
mule  de  M  Fredholm,  Paris  C.  R  182  (1901),  p  751—758. 
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Teilbereioli  des  Nebenstemes  S  gleichmäßig  konvergiert,  und  daß  in 
ganz  S  die  Gleichung  -_, 

^      M=2^M      gilt. 

Yon  hier  ausgehend  kann  man  dann  mit  Leichtigkeit  zu  einer 
ebensolchen  Darstellung  im  Hauptatem  übergelien  Man  denke  sich 
dazu  eine  Folge  erzeugender  Figuren  (r„,  die  sich  beim  Grenzübergang 
a  — ►  0  auf  die  Strecke  0  ^  0  ^  1  zusammenziehen  soUen  Dazu  ge- 
hören Nebensterne  S„,  die  dajin  den  Hauptstem  approximieren  und 
gehören  Polynomreihen 

welche  in  S^,  die  Funktion  f^g)  darstellen  Dann  hat  man  natürlich  in 
ganz  Ä:  « 

fi,)  =  hm  2  2^y). 

Von  dieser  Darstellung  kann  man  dann  durch  geläufige  Prozesse  zu 
einer  Polynomreihe  der  oben  jFür  8  angegebenen  Gestalt  gelangen, 
■welche  dann  in  ganz  Ä  die  Funktion  f(0)  darstellt 

Besonders  einfach  wird  die  Herleitnng,  wenn  die  erzeugende  Figur 
Q  den  Punkt  ;?  ==  1  im  Inneren  enthält  Man  kann  dann  etwa  von 
der  Integraldai  Stellung 

ausgehen ^'**'^),  wenn  man  dabei  das  Integral  über  eine  den  Kreis 
I  ly  I  <  1  einmal  in  positivem  Sinne  umlaufende  Kurve  erstreckt.  Ent- 
wickelt man  dann  _  nach  Potenzen  von  —  und  integriert  glied- 
weise, so  hat  man  sofort  das  gewünschte  Resultat. 

Wenn  aber  zufällig  der  Punkt  ;&  =  1  auf  dem  Rande  der  erzeu- 
genden Figur  liegt,  so  ist  noch  eine  besondere  Überlegung  nötig.  Wenn 
der  Rand  der  Figur  aus  einer  eckenfreien  analytischen  Kurve  besteht, 
geht  noch  alles  unmittelbar.  Wenn  aber  eine  Ecke  auftritt,  so  sind 
Zusatzüberlegungen  nötig,  die  zuerst  Phragm^^^^  anstellte  Auf  emem 
anderen  Wege  gelangte  M.  Bies^^^'')  zum  Ziel 

166,1)  jB=«qj(7i)  bilde  |  »i  1  <!  »*0' !>  1)  auf  die  erzeugende  Figur  ab,  nnd  es 
sei  gj(0)=-O,  qp(l)»=-l. 

166)  E.  Phragmin  bei  Mittag-Leffler,  a.  a.  0.  155  b). 

167)  M.  Btesg,  Sur  un  problöme  d'Äbel,  Eend  di  Palermo  80  (1910),  p.  889—846. 
Dazu  vgl.  man  auob  Mittag-Leffler,  Sur  an  probl&me  d'J.&eZ,  Bend.  di  Palermo 
30  (1910),  p  887—888  und  a  a  0.  1641),  p  161—168  Man  vgl  ferner  eine  Be- 
merkung von  Bieberbach,  a.  a.  0.  26).   Vgl  auch  p.  486  dieses  Artikels 
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Als  nunLeriscli  einfaclistes  Beispiel  ist  dieses  aDzusehen:  Erzeu- 
gende Figur  sei  das  durch 

erialtene  Bild  von  |i^|  <  1.  Der  zugehörige  Stern  S„  konvergiert  för 
« -— >  0  gegen  den  Hauptstem.  Für  die  Koeffizienten  des  Polynoins 
LJe)  findet  mau  die  folgenden  Werte 

,(»)  k_     a{l—0L)   .  •  (n  —  1  —  «)    ,    J;(l  --  &)  2q!(1  — 2g)    -(w— 1  — 2e)  ■ 

,    Ä(l— Z,)-     (Ä— 1  — Ä)  Ä;a-(1— Äa)     -{n—l—hu) 
"f~  lsi\  n\ 

Zahb'eiche  weitere  Beispiele  enthalten  die  angegebenen  ^°'')  Arbeiten 
von  Mtttag-Leffl&r^^^) 

Die  nach  dieser  Methode  für  Nebensterne  zu  gewinnenden  Aus- 
drücke haben  alle  diesen  Nebenstem  als  Konvergenzstern,  d.  h,  sie 
konvergieren  wohl  in  ihrem  Inneren  aber  nirgends  außerhalb  desselben 
Auch  über  die  Konvergenz  am  Rande  des  Nebenstemes  liegen  einige 
Resultate  vor  Es  finden  da  wieder  die  schon  erwähnten  Methoden 
von  TlwoLgm4n  und  B,iesB  Yerwendung 

39,  Modifikation  der  Methode  dnioli  Painlevö."^)  Dieser  sucht 
mcht  erst  Entwicklungen  in  Nebenstemen  zu  gewinnen,  sondern  ei 
geht  direkt  auf  den  Hauptstem  loa  Er  führt  dazu  den  Grenzüber- 
gang, den  Mittag-Leffler  zuletzt  ausführt,  schon  etwas  früher  durch. 
Dabei  gelangt  er  zunächst  zu  dem  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Wenn  F{^  eine  für  0  <  ^  ^  1  reguläre  analytische  Funktion  be- 
deutet, deren  Entwicklung  bei  ^  ==  0  durch 

gegeben  sei,  so  kann  man  Polynome 

1 
angeben,  deren  Koeffizienten  X^j^'^  von  F{t)  unabhängig  sind,  derart,  daß 

168)  Dazu  kommt  noch  J.  Fredhohn,  Sur  la  möthode  de  prolongement  ana- 
lytique  de  M.  Mittag-Leffler,  Oefversigt  af  kgl  Vet  Akad  Förhandl  68  (1811), 
p.  203—206 

169)  P  Patnlevd,  a)  Sur  le  döveloppement  d'une  brauche  uniforme  de  fonc- 
tion  analytiqne,  Paris  0  R  128  (1899),  p.  1277—1280;  b)  Sur  le  ddveloppement 
d'une  branohe  unifoimo  d'une  fonotion  analytique  en  söne  de  poljTiomeß,  Paris 
0  R.  129  (1899),  p  27 — 8i;  o)  Sur  le  döveloppement  des  fonotiona  analytiqueß 
Note  1  zu  J&  Borel,  Le9onfl  sur  les  fonctions  de  variables  röelles,  Pana  1906. 
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gilt.  Wendet  man  dies  dann  auf  die  Funktion  F(t)  =  f(et)  an  und 
trägt  dann  t  =  1  ein,  so  erhält  man  eine  in  jedem  Teilbereich  des 
Hauptstemes  gleichmäßig  konvergente  Polynomreihe  für  f{0) 

40.  Der  Hauptstem  als  Eonvergenzstem.  Man  kann  sich  fragen, 
ob  fiir  solche  oder  für  andere  nach  der  Mittag-LefflerBciien  Methode  ge- 
wonnene Entwicklungen  der  Hauptstern  m  dem  tSinne  Konyergenzstem 
ist,  daß  für  keine  Funktion  im  Äußeren  des  Sternes  Konvergenz  herrscht, 
sei  es  gegen  die  analytische  Fortsetzung  des  im  Sterne  dargestellten 
Funktionszweiges,  sei  ea  gegen  eine  andere  Funktion.  Daß  dies  nicht 
der  FaU  ist,  ist  der  Inhalt  eines  allgemeinen  von  JBoreP^")  für  Poly- 
nomreihen  bewiesenen,  von  Phragm^'^^^)  auf  Reihen  ganzer  Funktionen 
ausgedehnten  Satzes.  Wenn  irgend  eine  derartige  Summationsmethode 
gegeben  ist,  so  kann  man  immer  eme  Funktion  f(0)  so  wählen,  daß 
nach  Einsetzen  ihrer  Koeffizienten  m  die  Reihe  ganzer  Funktionen 
diese  in  passenden  Punkten  außerhalb  des  Sternes  noch  konvergent 
bleibt.  Das  hindert  natüilich  nicht,  daß  für  andere  Summations- 
methoden,  deren  Reihenglieder  i„(jef)  nicht  ganze  analytische  Funktionen 
sind,  der  Hauptstem  Konvergenzstem  sem  kann.  Beispiele  dieser  Ai*t 
erhält  man  bei  der  Approximation  des  Hauptsternes  durch  Neben- 
steme  ganz  unmittelbar. 

41.  Z-oTÜokführung  auf  die  Summation  der  geometrisohen 
Beilie.  Bekanntlich  bietet  die   Öaicch^sohe  Integralformol  ein  Mittel, 

um  aus  der  Möglichkeit  einer  Potenzreihenentwicklung  für     _     zu 

schließen,  daß  sich  alle  analytischen  Funktionen  in  Potenzreihen  ent- 
wickeln lassen.  Hat  man  nun  in  irgend  emem  ß  =  0  enthaltenden 
Stern  eine  Polynomentwicklung  oder  eine  andere  Reihen-  oder  Inte- 

graldarsteUung  von  — — ,  so  kann  man  dai-aus  sofoi-t  nach  dem  gleichen 

Schlußverfahren  auf  eme  solche  Entwicklung  von  /(jb)  m  emem  anderen 
leicht  an  gebbaren  Stei-n  schließen.  Das  hat  schon  Mittag-Leffler'^'^^) 
1882  erkannt  JBoreP^^)  und  Fhragmm^^^)  haben  es  erneut  gefunden 
Der  Gedanke  ist  nahehegend  aber  von  großer  Fruchtbarkeit.  Sei  näm- 
lich S  eine  emfaehe  rektifizierbare  Kurve,  welche  ^  =  0  in  positivem 

160)  B  Bord,  Le9onB  sur  las  B^nes  divexgeiites,  Pans  1901. 

161)  E.  Phragmin  bei  Mtttag-Leffler,  a  a.  0    164 1) 

162)  E.  Bord,  Addition  an  memoire  suz  les  ednes  divergentes,  Ann  ]^c. 
Norm  (8)  16  (1899),  p  182— 18i 

168)  E  Fhragmin,  Sur  nue  extension  d'un  thöoröme  de  M  Mittag- Leffler, 
Pans  C.  B  128  (1899),  p   1484—1487. 
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Sinne  nmläuft,    und    die  einen  einfaclizusainmenhängenden  Teil    des 
Hanptsternes  "begrenzt.   Dann  gilt  die  DarsteUnng 

dt 


Wenn  nun  irgendeine  in  einem  Stern  5  von  gleichmäßig  konvergente 


Darstellung  von  bekannt  ist,  so  kann  man  diese  auf —  an- 

wenden,  jedesmal  dann,  wenn  für  alle  §  auf  ®  und  für  aUe  e  aus 

dem  Inneren  von  (S  der  Punkt  -p-  dem  Sterne  8  angehört    Man  kann 

dies  auch  so  ausdrücken,  daß  alle  Sterne  ^S  die  Kurve  6  enthalten 
müssen.  Da  man  nun  die  Kurve  @  beliehig  nahe  an  den  Band  des. 
Hauptstemes  heranlegen  kann,  so  schließt  man  daraus,  daß  man  durch 
gliedweises  Integrieren  eine  Darstellung  erhält,  welche  in  einem  Stern 
S'  gUt.  Man  erhält  diesen  aus  S,  indem  man  aUe  Sterne  aS  bildet, 
wobei  unter  a  irgend  eine  Ecke  des  Hauptstemes  von  f(js)  verstanden 
sein  solL   S'  ist  dann  einfach,  der  Durchschnitt  der  Sterne  aS.   Hat 

man  also  insbesondere  eme  Darstellung  von  in  dem  Hauptstem 

von  r— — ,  so  erhält  man  eine  Entwicklung  von  f(ß)  in  seinem  Haupt- 
stem. Diese  Methode  schien  lange  zwar  gedanklich  sehr  einfach,  aber 
es  schien  schwierig,  geeignete  Darstellungen  für  t-^j-  zu  finden.  Später 

aber  hat  gerade  diese  Methode  numerisch  sehr  schöne  Resultate  ge- 
zeitigt.  So  hat  Le  Boy^^)  diese  Darstellung  gefunden: 


00 

=3  lim     ^n 

•  — >l    a 


Diese  liefert  ffe)  =  lim  ^j»  Jf   ,J  a,«», 

eine  im  Hauptstem  gültige  DarsteUnng    Überhaupt  erhält  man  immer 

aus  der  Entwicklung  von     die  von  f(j!),  in  dem  man  statt  des 

allgemeinen  G-liedes  e*^  der  geometrischen  Keihe  das  allgemeine  Glied 
der  Potenzreihe  für  f(e),  also  a„0",  einträgt. 


164)  E.  Le  Roy,  Sur  les  sdries  divergentes  et  les  fonctionB  ddGnis  par  un 
d^veloppement  de  Taylor,  Ann.  de  Toulouse  (2)  2  (1900),  p  817—430 
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E.  Linddbf^^^)  hat   durch  Residuenbetrachtung  die  Darstellung 

a — ►O^Q  « 

abgeleitet.^*') 

Insbesondere  lehren  diese  Sätze,  daß  man  Folgen  von  ganzen 
Funktionen  ä?^(i?)  finden  kann,  die  in  jedem  Teilbereich  des  Sternes 
f{8)  gleichmäßig  approximieren.  F^4r'^^^'')  hat  bemerkt,  daß  man  die 
^„(ä)  so  wählen  kann,  daß  die  n  ersten  GUieder  ihrer  MackLurinsQh&R 
Reihe  mit  der  von  f{B)  übereinstimmen 

4:3.  IntegraldarsteUnngen.    Sei 
eme  um  z  =  0  reguläre  Funktion,  so  ist 

-^w  -^-^^ 

eine  ganze  Funktion  Kümmert  msm  sich  zunächst  nicht  um  Konver- 
genzfragen,  so  zeigt  eine  formale  Rechnung  sofort,  daß 

00 

f{z)=fe-''F{a8)da 

0 

ist.     Aber    welches    ist    der    Konvergenzbereich    dieser    bereits    von 

166)  E  Ltndelof,  a)  üne  applioation  de  la  thdorie  des  läsidos  au  prolon- 
gement  analytiqne  des  e^nes  de  Taylor,  Paris  C.  H  186  (1902),  p  1516—1818, 
b)  Sni  l'application  de  la  throne  des  r^sidus  an  prolongemeDt  analytiqne  des 
s^es  de  Tayloi,  J,  d.  math  (6)  9  (1903),  p  218—221;  o)  Le  calcul  des  r^sidus 
Paris  1906     Vgl.  auch  P.  Dimes,  Math.'Js.  termöaz  6rt  27  (1909),  p.  58—68 

166)  Darstellungen  für findet  man  in  den  folgenden  Arbeiten   JE  Lin- 

delöf,  Sur  le  prolongement  analytiqne.  Bull  de  la  soc  math  d.  Fiance  29  (1901), 

p.  157 — 166     E.  Oouraat,  Sur  quelques  döveloppements  de en  söries  de 

1  "~  0 

polynomes.  Bull  d,  so  math  (2)  27  (190S),  p  226—282.  E.  Borel,  Sur  le  prolon- 
gement analytiqne  de  la  sdne  de  Tmflor^  Bull,  de  la  bog  math  de  France  28 
(1907),  p  200  und  a  a.  0.  160)  L  Leau,  Sur  les  points  singuliera  situäs  sur  le 
cercle  de  convergenoe  et  sur  la  sommation  des  s^nes  diTergentes,  Fans  C.  K. 
127  (1898),   p.  607—609    G.  Fäber,   Über  polynomische  Entwicklungen,  Math 

Ann.  67  (1908),  p.  889—408    JS  F  Baker,  An  expanaion  of by  means  of 

polynomials,  Proo.  of  the  London  math  soc.  (2)  9  (1910),  p  122—126.  Femer 
werde  an  die  allgemeine  JRtmgeacihe  Methode,  Acta  math  6  (1887),  p.  229—244 
erinnert. 

166  a)  L.  F^ir,  Eme  Bemerkung  zur  Mito^-ic/fferschen  Approximation 
einer  behebigen  analytischen  Funktion  innerhalb  des  Stemgebietes,  Acta  math 
35  (1911),  p.  67—71 
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Laplace^'^'')  und  AheP^^)  angegebenen  Integraldarstellnng?  Sie  würde 
offenbar  eine  weitere  Verallgemeinerung  des  SjunmationErverfalirens 
dirrcli  lineare  MittelbilduDg  liefern.  Diesen  Bereich  hat  zuerst  JE?.  ^oreZ"') 
angegeben  Es  ist  der  JBordacihe  Stern.  Man  erhält  ihn^  wenn  man 
auf  jedem  Halbstrahl,  der  e  =  0  mit  einer  Ecke  des  Hauptsternes  ver- 
bindet, in  diesem  Eckpunkt  eme  senkrechte  Gerade  zeichnet  Die 
Punkte  der  Ebene,  welche  mit  e  =  0  auf  derselben  Seite  aller  dieser 
Geraden  hegen,  machen  den  Konvergenzstem  dieser  JBorcZschen  expo- 
nentiellen  Summation  aus  Dieser  Stern  enthält  also  stets  den  Kon- 
vergouzkreis  der  um  ^  ^  0  geltenden  TayZorschen  Entwicklung  im 
Inneren  Daß  die  Darstellung  jedenfalls  im  BorelBchen  Stern  gültig 
ist,  kann  man  unmittelbar  an  Hand  der  in  der  vorigen  Nummer  be- 
sprochenen allgemeinen  Methode  einsehen  Offenbar  gilt  nämlich  m 
der  Halbebene  91  (^g)  <  1  die  für  jeden  Teilbereich  gleichmäßig  konver- 
gente Darstellung  « 

0 

Das  Integral  ist  dabei  über  a  >  0  zu  erstrecken  Setzt  man  dies  m 
die  Cauchysahe  Integralformel  ein,  und  beachtet,  daß  man  die  In- 
tegrationsreihenfolge wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  vertauschen 
darf,  so  erhalt  man  ohne  weiteres  unser  Resultat,  und  die  damals  ge- 
gebene Konstruktion  des  Konvergenzsternes  führt  gerade  zum  JBoj  er- 
sehen Stern  Wir  merken  noch  an,  daß  man  auf  diese  Weise  auch 
leicht   eine  Integraldarstellung  des  Unteischiedes  zwischen  f(e)  und 

a 

j e~°'F{ae)da  erhalten  kann    Man  findet  nämlich^'*') 

0  a 

0 

167)  Laplace,  TliiSone  analyüque  des  probabüitös  (1812)  u  Oeuvres  7,  p  89  ff 

168)  N.  JEL.  Abel,  Sur  les  fonctions  g^näratnces  et  leurs  döterminantes, 
Oeuvres  11,  p  67 — 81 

169)  JE.  Borel,  a)  Sur  la  gduäralieation  de  la  notion  de  hmite  et  sur  i'ex- 
tension  aux  Bi^Ties  divergentes  sommables  du  th^or^me  d'Äbel  bot  les  s^nes 
entiferea,  Paris  C.  R.  122  (1896),  p  73 — 74;  b)  Application  de  la  thöone  des  sönes 
divergentes  sommables,  Paris  0.  R  122  (1896),  p  805—807;  o)  Sur  la  rägion  de 
ßommabihtö  d'un  döveloppement  de  Taylor^  Paris  C  R.  128  (1896),  p.  648—549, 
d)  Lea  s^es  absolument  sommables,  les  säries  M  et  le  prolongenaent  analytique, 
Paris  C  R  131  (1900),  p  830—832;  e)  Le  prolongement  analytique  et  les  s^nes 
sommables,  Math  Ann  Ö6  (1900),  p  74—80;  f)  Fondements  de  la  throne  des 
s^ries  divergentes  sommables,  J  de  math  (6)  2  (1896),  p  108—122;  g)  Memoire 
sur  les  B&iefl  divergentes,  Ann  fic  Norm    (3)  16  (1899),  p.  182—184,  h)  a  a  0  160). 

170)  Q  MiUag-Le/flet ,  a  a  0  165d). 
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Dabei  ist  das  zweite  Integral  über  die  Randkurve  eines  die  Punkte 
y  =  0  und  2/  ==  1  enthaltenden  schlichten  einfachzusammenhängenden 
Bereiches  zn  erstrecken. 

Daß  also  das  iapZacesche  Integral  zum  mindesten  im  BoreZschen 
Stern  konvergiert,  war  leicht  einzusehen.  Daß  dieser  Stern  nun  aber 
in  dem  präzisen  p  461  angegebenen  Sinn  Konvergenzstem  der  Darstel- 
lung sei,  hat  schon  Borel  behauptet,  aber  erst  ThrcLgmen}'^'^)  bewiesen 
JBorcZ"^  hat  weiter  gezeigt,  daß  im  Inneren  des  Sternes  sogar  absolute 
Konvergenz  herrscht,  derart,  daß  auch  die  Integrale 


I- 


jü 


^~  ifrl^C«^)}  ^«    (^  =  0,  1,2,    ..) 

da 

absolut  konvergieren.  Das  Lctplaceadhe  Integral  kann  in  eine  Reihe 
umgeformt  werden,  die  gleichfalls  den  ^oreZschen  Stern  als  Konver- 
genzstem bat^''»*)  Man  findet  so  die  Darstellung 

so 

/•(.)  =  Hm  e-2^»^ 

a — >-oo  Q 

wobei  5„(0)  die  »*®  Partial  summe  der  Maclaurmsohen.  Reihe  Ton 
f{e)  ist.  Diese  Reihendai'steHung  konvergiert  jedoch^'*)  nur  in  einem 
Teil  derjenigen  Randpunkte  des  Borehchan  Sterns,  m  welchen  die 
IntegraldarsteUung  noch  gültig  bleibt  Man  kann  aber  auch  eine 
ReihendarsteUung  angeben,  die  stets  gleichzeitig  mit  dei  Integral- 
darsteUung konvergiert    Das  ist  die  folgende  ^^*) 

Man  kann  die  eben  dargestellte  jBoreZsche  Methode  auf  allgemei- 
nere den  Hauptstern  besser  als  der  ^oreZsche  Stern  approximierende 
Nebensteme  veraUgemeinem  Bevor  wir  dazu  übergehen,  wird  es  gut 
sein,  auf  den  ziemlich  engen  Zusammenhang  dieser  ^oreZ  sehen  Me- 
thode auch  mit  der  Methode  der  konformen  Abbildung  hinzuweisen 
Der  Bm'ehohe  Stern  besitzt  eine  erzeugende  Figui     Das  ist  der  über 

171)  JE    Plwagmin,    Le    domaine    de   oonvergenoe   de  rintägrale  infinie 

rF(ae)e~''da,  Paris  C.  E  182  (1901),  p  1896—1399 

*o 

172)  E  Borel,  a  a  0  169d)  n  160) 

172,1)  Wegen  des  Beweises  Tgl  man  auch  G  H.Hardy^''^  und  0  Perron, 
a)  Zur  Theone  der  divergenten  Eeiben,  Math  Ztsohi  6  (1920),  p  158—160,  b)  Bei- 
trag zur  Theorie  der  divergenten  Beihen,  Math  Ztschr  6  (1920),  p  286—810. 

178)  G  H.  HaräAf,  Eeaearches  in  the  theory  of  divergent  series  and  diver- 
gent integralB,  Quart  J  of  math.  86  (1 904),  p.  81—66 

174)  MtUag-Leffler,  a.  a.  0  155  d) 
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dem  Durchmesser  0  ^  0  ^  1  errichtete  Kreis  Sei  dieser  K  und  sei  0 
ein  innerer  Punkt  des  JBorcZ  sehen  Sterns,  so  ist  f(et)  =  F(t)  in  einem 
mit  K  konzentrischen  etwas  größeren  Kreis  der  irEhene  regulär  In- 
tegriert man  über  einen  solchen  Kreis  K',  so  findet  man  die  Darstellung. 

Denn  es  ist  ja  F{1)  =  f{d)  Kennt  man  nun  eine  im  Äußeren  von  K, 
also  auch  auf  K'  gleichmäßig  konvergente  Darstellung  von  _  ?  so 
kann  man  sie  ins  Integrid  eintragen  und  daraus  eme  Darstellung  von 
f{s)  ableiten.  Durch  die  Abbildung  —  =  g  geht  aber  das  Äußere 
von  K  gerade  in  die  Halbebene  9^(&)  <  1  über,  in  der  wir  eine  Dar- 
stellung von  YZTt  ^^^^^  ®^^  Laplacesoke^  Integral  kernen.  So  ge- 
langen wir  zu  dem  BorelrLaplaceBohen  Integral 

Zugleich  haben  wir  damit  einen  Fingerzeig,  wie  wir  zu  Darstel- 
lungen m  aUgemeiueren  Sternen  kommen  können  Es  sei  ein  solcher 
Stern,  gegeben  mit  einer  die  Strecke  0  <  4f  <  1  enthaltenden  erzeu- 
genden Figur  Dieselbe  werde  durch  die  Funktion  0  ==  ^(j^)  auf  einen 
mit  K  koDzentrischen  Kreis  abgebildet,  so  daß  gleichzeitig  noch 
go(0)  =  0  und  q}{l)  =  1  gilt.  Sei  K'  wieder  em  mit  K  konzentri- 
scher etwas  größerer  Kreis,  der  aber  noch  in  jenem  Bildkreis  liege 
Dann   findet  man  die  Integraldarstellung 

Verfährt  man  mit  dieser  genau  wie  oben  weiter,  so  erhält  man  all- 
gemeinere Darstellungen  von  f(g). 

Wenn  jedoch  die  erzeugende  Figur  die  Punkte  0  und  1  auf  dem 
Rande  hat,  so  versagen  diese  Überlegungen.  Es  müssen  ganz  neue 
Betrachtungen  angewendet  werden.  Diese  hat  wieder  MtUag-Leffler'^'"^) 
allerdings  nur  für  eine  spezielle  Klasse  von  Sternen  B^  angestellt 
Diese  Sterne  erlauben  allerdings  eine  beliebig  genaue  Approximation 
des  Hauptstemes.  Sie  enthalten  den  5oreZ sehen  Stern  als  speziellen 
FaU.*''*)    Die  erzeugende  Figur  ist  der  Bereich  K'*.    Er  wird  aus  dem 

175)  G.  Mittag- Leffler ,  a)  Une  gönöralisation  de  Tiiitögrale  de  Laplace- 
Abd,  Paus  C.  R.  186  (1908),  p.  587—589,  b)  Sur  la  nouvelle  fonction  Ea(js), 
Paris  C  R  137  (1903),  p  654—568;  c)  Stu:  la  reprösentation  analytique  d'une 
Branche  uniforme  d'une  fonction  monogene,  Acta  math.  29  (1906),  p  101—181 

176)  Weniger  -weitreichende  Verallgemeinerungen  der  ^orcZechen  Methode 
versuchten  Borel^  Sannt  und  Servant.  Doch  erst  die  Entdeckung  der  Funktionen 
^„(«)  durch  MiUag-Leffler  brachte   die  Bemühungen  zum  Abschluß     Man  ver- 
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Kreis  K  der  &- Ebene  erhalten  durcli  die  Abbildung  is  =  ^.  Für 
a  — ►  0  konvergiert  der  zugebörige  Stern  gegen  den  Hauptstem.  Für 
«  =  1  fäUt  er  mit  dem  Sorelachen  zusammen.  Man  überzeugt  sich 
mit  einem  BHok,  daß  man  den  Stern  auch  mit  Hilfe  der  zu  K"  rezi- 
proken Figur  -^  erhalten  kaim,  in  der  Weise,  wie  p  452  Sterne  kon- 
strmert  wnrden.  Sei  nämlich  -^  zugleich  die  Bezeichnung  für  den 
auf  derselben  Seite  wie  der  Nullpunkt  liegenden  durch  -gä  begrenzten 
Bereich,  und  ß  irgendein  Randpunkt  des  Hauptstemes  Dann  ist  B^ 
der  Durchschnitt  aller  Bereiche  ß-^-  Kann  man  somit  eine  in  -gj 
gleichmäßig  konvergente  Dai  Stellung  von   ;_-_  ■    finden,   so   hat  man 

damit  nach  p  452  eine  in  B^  gleichmäßig  konvergente  DarsteUung  von 
f{e)  Mittag-Lefßer  hat  nun  gefunden,  daß  man  eine  solche  Darstellung 
erhält,  wenn  man,  statt  wie  Borel  die  Exponentialfunktionen  zu  ver- 
wenden, von  der  ganzen  Funktion: 

00 

Gebrauch  gemacht.    Es  gilt  nämlich  in  -^  die  DarsteUung 
und  diese  liefert  für  f{0)  die  Darstellung: 

0 

OD 
WO  •"      '      N 


0  N  1  /  0 


Mittag-Leffler  hat  wejter  gezeigt,  daß  für  die  so  gefandenen  Darstel- 
lungen die  Sterne  B^  Konvergenzsteme  sind.  Man  kann  auch  ähnlich 
wie  bei  der  J5örcZ sehen  Methode  von  der  IntegraldarsteUung  zu  Reihen- 
darsteUungen  übergehen.  Die  hier  Platz  greifenden  Überlegungen 
haben  endlich  Mittag-Leffler  zu  einer  neuen  allgemeinen  und  sehr 
weittragenden  Methode  geführt,  der  wir  uns  nun  zuwenden. 

gleiche  Borel,  a.  a.  0.  169b),  I69f),  169g);  L  Eanni,  Mouatsk  Math. 
Phys  12  (1901),  p.  267—289;  Acta  math  29  (1905),  p  25— ß8,  Monatsh. 
Math.  Phys.  14  (1908),  p.  106—124;  Servant^  Essai  sui  les  sönes  divergentes, 
Ann.  de  Toulonse  (2)  1  (1899),  p  117—176.  E  i&(Ä(57Z(182,l)  hat  duich  Iteration  der 
BoreZschen  Mittel  eine  beliebig  genaue  Approximation  des  Hauptstemes  eizielt. 
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43,  Eine  neue  Methode  Mittag-Lefflers.  Man  kann  sowohl  bei 
der  JBorelacheu.  Methode  wie  bei  der  Methode  der  konformen  Abbil- 
dung leicht  Restintegrale  angeben  Von  diesen  aasgehend  kann  man  die 
eben  genannten  Entwicklungen  gleichfalls  ableiten  Die  Integrale  smd 
nämlich  über  eine  0  und  1  enthaltende  Kurve  zu  erstrecken  Zerlegt 
man  sie  m  zwei  Einzelintegrale  über  Kurven,  die  nur  je  einen  dieser 
Punkte  umschließen,  so  liefert  das  eine  die  Funktion  f(0),  das  andere 
das  endliche  Integral  oder  auch  die  abbrechende  Reihe  je  nach  dem 
weiteren  Verlauf  der  Rechnung  MiUag-Leffler^''^'')  hat  nun  allge- 
memere  derartige  Integrale  vorgenommen  In  ihnen  spielt  eme  noch 
zu  bestimmende  Funktion  JS{0)  eine  gewisse  RoUe.  Die  Form  der 
Integrale  ist  so  gewählt,  daß  sie  sich  auf  das  bei  der  Borelsohen  Me- 
thode auftretende  Restintegral  reduzieren,  sowie  man  für  JE{0)  die 
Exponentialfunktion  nimmt  Unter  den  sich  darbietenden  Möglich- 
keiten möge  nur  noch  eine  naher  besprochen  werden  "^)  Man  gehe 
aus  von  dem  Integral  /^y. 


.E(a) 


ei  streckt  in  positivem  Smn  über  eme  einfach  geschlossene  Kurve, 
welche  die  Punkte  0  und  1  umschließt.  Man  gewinnt  daraus  durch 
die  oben  angegebene  Überlegung  ohne  weiteres  die  folgende  Relation: 

wo  das  Integral  über  eine  nur  noch  f  ==  0  umschließende  Kurve  zu  er- 
strecken ist.  AUes  kommt  nun  darauf  an,  die  ganze  Funktion  E{ß) 
so  zu  wählen,  daß  in  einem  gewissen  Stern  der  -e^-Ebene  das  Restinte- 
gral beim  Übergang  a  —*■  oo  gegen  Null  strebt  Je  nach  der  Wahl 
von  E(/)  kann  man  verschiedene  Sterne  erhalten  Nimmt  man  aber 
E{ß)  =  E^{ß)j  so  erhält  man  wieder  den  Sterq,  j5„. 

Man  kann  auch  E{0)  so  wählen,  daß  man  eine  im  Hauptstem 
gültige  Darstellung  von  f{B)  erhält  Dazu  reicht  es  nach  Dienes^'''') 
hin,  eine  ganze  Funktion  mit  positiven  Koeffizienten  zu  wählen, 
welche  auf  jedem  von  der  positiven  reellen  Achse  verschiedenen  Halb- 
strahl bei  Annäherung  an  den  unendlich  fernen  Punkt  der  NuU  zu- 
sti-ebt,  und  zwar  gleichnaäßig  m  jedem  nicht  an  die  positive  reelle 
Achse  heranreichenden  Winkelraum.  Die  Wichtigkeit  dieser  Funktionen 

177)  Man  vergleiclie  dazu  auch  P.  Dienes,  Le9ons  sur  les  aingularitäB  des 
fonctions  analytiques,  Paris  1913 
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für  die  Frage  hatte  schon  MiUag-Leffler^'"^'')  erkannt  Mahi04>ist^) 
gab  zuerst  eine  derartige  Funktion  an.  E  Linddof^^)  ^^°)  gab  dieFnnktion 

^"\  Zog(w  +  2)  ) 

an.  Em  weiteres  Beispiel  gab  Mittag-Leffler^''^^)  E*Lhnddöf^^^^) 
zeigte  weiter,  daß  die  ganzen  Funktionen  mit  positiven  Koeffizienten 
C^  brauchbar  sind,  wenn  G^  =  g){n)  ist,  und  wenn  (p(0)  eine  in  der 
Halbebene  9t(0)  >  0  reguläre  analytische  Funktion  bedeutet,  för  welche 

1  (piQe^"^  )  I  <  e'Q^  ist  für  jedes  «  >  0  und  für  -f-  ^  ^  <  -f-,  falls  nur  q 
hinreichend  groß  ist. 

Über  die  Konvergenz  am  Rande  des  Hauptstemes  hegen  Unter- 
suchungen von  Dienes'^''^)  vor. 

44r*  VeraUgemeinemiiigen.  Schon  MtUag-Leffler  hat  gelegent- 
hch^""^)  auf  die  Möglichkeit  hingewiesen,  statt  des  geradlinig  be- 
grenzten Hauptstemes  Kurvensterne  zu  verwenden  Zu  ihrer  Erzeu- 
gung hat  man  statt  der  vom  Mittelpunkt  ausgehenden  Halbstrahlen 
andeie  Kurvenscharen  zu  verwenden."^)  Yon  verschiedenen  Seiten 
sind  solche  Überlegungen  ms  Einzelne  durchgeführt  worden.  Painlev^^^) 
hat  sich  ausfiihrlich  damit  befaßt,  und  Phragm^^^^)  hat  noch  allge- 
meinere dei artige  stemartige  Bereiche  herangezogen. 

jBT.  von  Koch'^^^)  und  Painleve^^^)  haben  zuerst  die  Untersuchungen 
auf  den  Meromorphiestem  ausgedehnt,  d.  h.  auf  den  Stern,  in  dem 
nur  durchweg  rationaler  Charakter  von  f{g)  verlangt  wird.  Die  er- 
haltenen Polynomreihen  konvergieren  natüilioh  nicht  mehr  durchweg 
gleichmäßig  Die  Pole  der  Funktion  sind  durch  unendhch  werdende 
Keihensumme   gekennzeichnet     Mtttag-Leffler^^)   ist  m  zwei   Noten 

178)  a)  DtetieSy  a  a  0.  177),  b)  P.  und  V.Dienes^  Eeoherches  nouvelles 
Bur  las  singalant^s  des  fonotions  analytiques,  Ann  !ßo.  Norm.  (8)  28  (1911), 
p.  889—467. 

179)  G  Mtttag-Leffler,  Sopra  le  fanzioni  jEa{e),  Atti  dei  Linoei  (6)  13 
(1904),  p.  3—5 

180)  H  von  Kocli,  a)  Applications  nouvelles  de  la  fonotion  exponentielle, 
Bih.  fall  Svenaka  Vet.  Akad.  Förh.  1902;  b)  Sur  le  prolongement  analytiqne 
d'une  Börie  de  Taylor,  Acta  math  27  (1802),  p  79—104;  c)  Bur  le  prolongement 
d'une  söne  de  Taylor,  Arkiv  for  mat.  astr.  ocli  phyB.  12  (1907),  Nr.  11. 

181)  P  Pamlevd,  Sui  le  döveloppement  dea  fonctionfl  analytiques  en  aönea 
de  polynomea,  Paris  C.  R    186  (1902),  p.  11—16 

182)  G.  Mtttag-Leffler,  a)  Un  nouveau  thöoröme  gönöral  de  k  thöorie  des 
fonctions  analytiquea,  Fans  C  R  138  (1904),  p.  881—884;  b)  Une  nouvelle 
fonction  enti^re,  Paria  C  R.  188  (1904),  p  941—942. 

Snoyklop   d.  math.  Wiaaonaoh    II  S  81 
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noch  etwas  weiter  gekommen.    Doch  Bcheint  der  allgemeinste  der  Me- 
thode zugängliche  Fall  noch  nicht  erreicht  zu  sein."*»*) 


Znsammenliaiig   zrdschen   den  Koeftlzlenten    eines  Fnnktions- 
elementes  nnd  den  Singularitäten  der  durch  dasselbe  definierten 
*  Funktion. 

45.  Die  Singularitäten  auf  dem.  Eonvergenzkreis.   Wenn  q  der 
Konvergenzradius  der  Potenzreihe  Sa^i^  ist,  so  folgt  aus  dem  Gamhy- 

schen  Eonvergenzkriterium  —  ==  limsup  l/|  ö,  |  • 

9  n->  00 

a 
Emen  Zusammenhang  zwischen  Konvergenzradius  und  -~-  hat 


ebenfalls  bereits  Cauchy^^^)  angegeben.   Wenn  nämlich  lim 
existiert,  so  ist  q  =  a.^^)     Im  allgemeinen  liegt  q  zwischen 


n  +  l 
a 


a 

n  +  l 


=  a 


und    Uminf 

n  •>  OS 


a 


ü 

n+i 


Tiefer  führt  der  folgende  Satz:  Wenn  lim  — 5_  =-  «  existiert,  so 

n^aj'^B  +  l 

ist  a  em  singulärer  Punkt  ^^) 

Die  Wurzel  der  Beweismethode,    die  diesen   und  ähnliche  Sätze 
liefert,  liegt  in  der  folgenden  Bemerkung.  Wenn  |  ^  ]  =  1  der  Konver- 

182,1)  Weiteie  Literatur  über  analytische  rortsetznng  Ä.  Buhl,  a)  Sur  une 
exteneion  de  la  möthod©  de  M  Borel,  PariB  C.  R  144  (1907),  p.  710—712, 
b)  Sur  de  nourelles  applicationB  de  la  m^thode  des  rdsidus,  Bull  des  sc.  matb 
81  (1907),  p  162 — 168;  o)  Sur  la  sonunabilitä  des  sänes  de  Laurent,  Pans  C.  E 
146  (1907),  p  614 — 617;  d)  Sur  de  nouvelles  formnles  de  sommabiht^,  Bull,  des 
so  math  81  (1907),  p.  340 — 846;  e)  Sur  les  sönes  de  polynomes  TayloneaB, 
Paris  0  R  146  (1908),  p.  576—578;  f)  Sur  la  reprösentation  des  fonctions  mfoo- 
morphes  par  des  s^es  de  polynomes  TayloneuB,  Bull  des  sc  math.  32  (1906), 
p  198 — 207;  Ä.  Costable,  Snr  le  prolongement  analytique  d'une  fonction  m&o- 
moiphe,  Enseignement  math.  10  (1908),  p  877—890;  JE  ScJidll,  Beiträge  zui 
Theorie  der  analytischen  Fortsetzung  in  elementarer  Behandlungsweise,  Diss 
München  1914. 

188)  A.  L.  Cavrdny,  Analyse  alg^rique  1821,  p  289  =  Oeuvres  sör.IIBd  S, 
p.  240. 

184)  Ygl  auch  E  Bortdlottt,  Sul  raggio  di  convergenza  delle  serie  di  po- 
tense,  M^m.  aco.  Modena  (8)  4  (1901),  p.  16—20. 

186)  JS  Fäbry,  Sur  las  points  smguliers  d'une  fonction  donn^e  par  son  M- 
veloppement  en  aä^e  et  sur  rimpossibilit^  du  prolongement  analytique  dans  des 
cas  tr^s  g^n6rauz,  Ann.  "ta.  Norm  (3)  18  (1896),  p.  107—114;  J.  Sadamardt 
La  aäne  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique,  Pans  1901,  p.  26. 
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genzkreis  der  Reihe  Zla^i^  ist,  so  ist  ;ef  =  1  singulär,  wenn  für  irgend- 
ein h  zwischen  0  und  1 

hnisup  K    -i;^] TZTS 

ist.    g  =  1  aber  ist  regnlär,  wenn  für  ein  solches  h 

1 


ist.  Ohne  vorherige  ümformnng  kann  man  jedoch  selten  dies  Kri- 
terium verwerten  Einer  dieser  seltenen  FäUe  liegt  bei  dem  Satze  von 
VwantirJDienes^^^  vor.  Er  lautet:  Wenn  die  Koeffieienten  a^  der  Be- 
dmgung  limsup  V|  a„  |  =  1   gentigm   wnd  hei  ihrer  Beutung  tn  einer 

Gaußschen  ZaTüenebene  bis  cmf  endlich  viele  einem  Wtnkelraum  ange- 
hören, dessen  Scheitel  der  Koordinatenursiprung  ist,  und  dessm  Öffvmng 
weniger  ah  %  teirägt,  so  ist  -{•!  singuldrer  PunJct  der  Funktion  I^a^e^ 
Für  weitere  Untersuchungen  läßt  sich  das  Kriterium  auf  eine  hand- 
lichere Form  brmgen  Sie  beruht  auf  der  Einsicht,  daß  man  von  der 
Reihe,  welche  /"("^(ö)  darstellt,  nur  eine  endhche,  allerdings  mit  n  über 
alle  Grenzen  wachsende  Zahl  von  GUiedern  beizubehalten  braucht.  Diese 
Zahl,  das  ist  wesentlioh,  hängt  von  der  Wahl  der  Funktion  f{s)  nicht 
ab.  Daraus  entnimmt  Hadam(vrd^^)  sofort,  daß  eine  Potenzreihe,  für 
welche  die  Lücken  zwischen  den  nichtversohwindenden  Koeffizienten 
groß  genug  sind,  über  ihren  Konvergenzkreis  nicht  fortgesetzt  werden 
kann.  Das  ist  der  emfachste  FaU  eines  allgemeinen  LUckensatges, 
dessen  Beweis  zwar  von  dem  genannten  Kriterium  ausgeht,  aber  noch 
wesentlich   tiefer  schürfen  muß      Der  allgememe  Lückensatz  lautet: 

186)  G.  Vtvcmti,  Snlle  Berie  di  potenze,  Bivista  dl  matematioa  3  (189S), 
p  111 — 114  Hier  kommt  der  Satz  zuerst  ohne  Beweis  für  positive  Koeffizienten 
vor  Einen  ersten  Beweis  für  diesen  Fall  gab  A  Frvngsheim,  Über  Punktionen, 
welche  in  gewissen  Puukten  endliche  DifEerentialquotienten  jeder  endlichen 
Ordnung,  aber  keine  Tovyflonchß  Reihenentwicklung  besitzen,  Math.  Ann.  44 
(1894),  p  41—66.  Den  inneren  Grund  deckt  erst  der  Beweis  von  E.  Lemdau 
auf  E  Landau^  Über  einen  Satz  von  Tschebychef,  Math.  Aim.  61  (1905),  p.  527— 660. 
Einen  etwas  allgemeineren  Fall  behandelt  J.  JECadamard,  Essai  sur  Tätude  des 
fonctions  donnöes  par  leurs  döveloppements  de  Taylor,  J.  de  matL  (4)  8  (1892), 
p.  101—186.  Die  Erweiterung  auf  die  Form  des  Twctes  gab  Dtenea,  Essai  sur  les 
singularitßs  des  fonctions  analytiques,  J.  de  math.  (6)  6  (1909),  p  827 — 418. 
Den  vorhin  erwähnten  iaMdaMsohen  Beweis  übertrug  Fekete  auf  diesen  allge- 
meinen FaU,  Fekete,  Sur  les  sönes  de  DtrtcMet,  Paris  C  R.  160  (1910),  p.  1088 
—1086  Vgl.  auch  die  Darstellung  bei  E  Landau,  Darstellung  und  Begrün- 
dung einiger  neuerer  Ergebnisse  der  Funktionentheone,  Berlin  1916. 
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Mm  Potenereihe  Hom^^v^  für  welche  lim  — i^  ==  oo  gut,  hcmn  nicht  über 

ihren  Konvergentshreis  hinaus  fortgesetet  werden}^"^) 

Dieser  Satz  begreift  alle  schon  vorher  von  anderer  Seite  (Weier- 
straß  Za"  z^^  (a  >  0),  Fredholm^^)  27a«0"*)  angegebenen  Beispiele  von 
Funktionen  in  sich,  deren  natürliche  Grenze  der  Binheitskxeis  ist. 

Natürlich  ist  das  Auftreten  von  Lücken  keine  notwendige  Be- 
dingung für  Nichtfortsetzbarkeit.  Das  zeigen  Beispiele  verschiedener 
Autoren. *^^)  Am  deutlichsten  kommt  es  jedoch  in  einer  von  Pölya^^^) 
bewiesenen  Fatousehen^)  Vermutung  zum  Ausdruck: 

Für  jede  vorgelegte  Eeihe  Sa^el^  mit  endlich&m  Konvergenzkreis  läßt 
sich  eine  Folge  von  Zählen  e^,  £j  .  .,  deren  jede  entweder  +  ^  ofZer  —  1 
ist,  so  bestimmen,  daß  die  JReihe  Ze^a^z^  nicfit  über  ihren  Konvergenz- 
hreis  hvnaus  fortgesetzt  werden  Icann. 

Statt  bei  der  Herleitung  der  Kriterien  für  singulare  und  für  re- 
guläre Punkte  von  der  unmittelbaren  Anemanderreihung  der  Funktions- 
elemente auszugehen;  kann  man  auch  die  Euler  Bche  Transformation 
verwenden.*^®)  Sie  besteht  m  der  Substitution 


1-f'        *»        1-f-Ä 

187)  In  dieser  allgemeinen  Form  gab  den  Satz  znerat  E  FahylSS)  an. 
Ein  Beweis  wurde  durch  G  Faher  erbracht  G  Fäber,  a)  Über  Reihen- 
entwicklungen analytischer  Funktionen,  Diss  ,  München  1908;  b)  Über  Fotenz- 
reihen  mit  unendlich  vielen  verschwindenden  Koeffizienten,  Münoh  Ber  86  (1906), 
p.  581—688,  c)  a.  a.  0.  190  b)  Ä.  Pringslmm  hat  den  Beweis  vereinfacht 
A.  Ryngsheim^  Über  einige  funktionentheoretiBohe  Anwendungen  der  JEuler- 
Bohen  Eeihentransformation,    Münch.   Ber.    1912,  p.  11 — 92.     Den    Spezialfall 

lim    '"^^  *'>0    gab    bereits   Hadamard^^^      Die  Yerallgemeinerung  zu 

lim  ^*-^\Z  *^*>0  fand  E  Borel"^")    Vgl  auch  Lösung  der  Aufg   520,  Arch 

Math.  Fhys  27  (1918),  p  90    Die  im  Text  angegebene  Bedingung  besagt,  daß  die 
Wahrschemhchkeit,  einen  von  Null  verschiedenen  Koeffizienten  zu  tieffen,  Null 

ist    Fäbry^^^  und  Fdber^"^)  haben  Beispiele  dafür  gegeben,  daß  lim  --i=.oo 

V 

nicht  ausreicht.   Es  gibt  FSJle,  wo  dann  auf  dem  Konvergenzkreis  nur  eme  sin- 
gulare Stelle  liegt. 

188)  K  Fahy,  a.  a.  0.  186);  E.  Borel,  a  a  0  58  a),  Leau,  Sur  le  oercle  de 
convergence  des  söries,  Paris  C  R  127  (1898),  p  711—712  und  p.  794;  E  Le 
Boy,  Sur  les  points  ainguliers  d'une  fonction  d^fini  par  un  d^veloppement  de 
Taylor,  Paiia  C  E  187  (1898),  p.  948—960;  G.  N  Watson,  The  singularities  of 
functiona  defined  by  Taylor  series,  Quart  J.  42  (1911),  p  41—58 

189)  G  Pölya  und  A.  Hurwite,  Zwei  Beweise  eines  von  Herrn  Fatou  ver- 
muteten Satzes,  Actamath.40(1916),p  179—188  Vgl  i&mQrF  Eausdorff,^.  a  0  58) 

190)  E  Liiidelöf,  a)  Sur  la  transformation  i'Euler  et  la  d^termination  des 


45.  Die  Smgalant&ten  auf  dem  Eonvergenzkreis  463 

Sie  führt  die  Halbebene  Sft(&)< y  ^  <^®^  ^^'®is  kl<l  ^^®'-  I^abei 
entepreehen  sieb  &  =  y  ^^^  .6?  ==  1-  Daher  ist  die  Funktion  fl^ZTH 
zum  mindesten  im  Kreise  ]  £  ]  <  ■«-  regulär.  Ob  der  Konvergenzkreis 
größer  ist  oder  nicht,  hängt  davon  ab,  ob  0=1  für  f(0)  smgulär 
ist  oder  nicht     Da  aber 

^{r^)=a-oJ(i?e)«.)^' 

ist,  so  hat  man  den  Satz:  i  .     ;^ 

js=l  ist  Singular,   wenn  lim  sup  y     ^  (]  ßv    =  2, 


<  2 


0  =  1  ist  regulär,   wenn  lim  sup  y     ^j  i)^^ 

ist  Hierans  kann  man  durch  einige  ßechnnng  die  folgende  hin- 
reichende Bedingung  für  die  Singularität  ableiten:  0=^1  ist  sicher 
dann  singulär,  wenn  man  0  <  -ö-  <  1  so  wählen  kann,  daß 


^2.  11 


Hmsup  a,  +  ^(i- .JJ  (\'+^)i(^a-v  +  (^x^:)^  >  1 
ist.    Diese  Bedingung  kann  man  auch  aus 
hm  sup  y    '-^ 


1  — & 


ableiten.  Sie  spielt  eine  besondere  EoUe  beim  Beweis  des  Lückensatzes. 

E.  Fahry^^  ist  von  der  J^MZersohen  Transformation  ausgehend  zu 
emer  Abschätzung  des  Hauptstemes  gelangt,  die  also  als  Spezialfall 
Bedingungen  fQr  die  Begularität  auf  einem  Bogen  des  Konvergenz- 
kreises  enthält.  Fäbry  und  Leau  haben  mit  den  hier  dargelegten  Me- 
tboden Spezialfälle  der  in  der  nächsten  Nummer  zu  besprechenden 
Sätze  gewonnen. 

Verwandt  mit  der  Frage  nach  der  Lage  der  Singularitäten  auf 
dem  Konrergenzkreis  ist  die  andere  nach  der  Lage  der  Singularitäten 
auf  dem  Hauptstem.  Auch  hierzu  bieten  die  bisher  erwähnten  Ai^ 
beiten  von  Sadamard,  Fäbry,  Servant  Methoden.    Zu  erwähnen  smd 

points  aingulierB  d'tuie  fonotion  d^fime  par  son  d^veloppement  de  Taylor,  Paria 
C.  R  126  (1808),  p  682—634;  b)  Eemarques  sni  un  principe  gönäral  de  la  thro- 
ne des  fonctioiis,  Acta  aoo  bc  Fenn.  84  (1898),  Nr  7,  J7  Fäbry ^  a)  Sui  les 
Bönefl  de  Taylor,  Paris  C.  ß  125  (1897),  p.  1086—1089;  b)  Sur  les  pointa  ain- 
gulierB d'une  Böne  de  Taylor,  J.  de  matb.  (6)  4  (1898),  p.  817—858;  Ä.  Pringa- 
heim,  a.  a  0.  187;  G  Faber,  a)  a.  a  0  187);  b)  Über  die  Nichtfortsetzbaikeit 
gewisser  Fotenzreihen,  MtLnob  Ber.  84  (1904),  p  63—74. 
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auch  noch  einige  russische  Arbeiten  von  Brajteew  in  Warschau,  Poht 
Inst.  1907—1913. 

46.  Der  Hadamardsohe  MultipUkationsBatB.  Die  Bestinuuung 
des  Hauptstemes  ist  identisch  mit  der  Aufgabe,  den  Konvergenzbereich 
einer  im  Hauptstern  göltigen  Polynomentwicklung  aus  den  Koeffizienten 
des  die  Funktion  defimerenden  Funktionselementes  direkt  zu  bestimmen 
Doch  hat  diese  Methode  bisher  zu  kernen  Resultaten  von  größerer  Be- 
deutung gefalurt.^*^) 

Die  Untersuchungen,  welchen  wir  uns  jetzt  zuwenden,  beziehen 
sich  ebensowenig  wie  Konvergenzkriterien  auf  behebige  Reihen,  Sie 
werden  vielmehr  für  gewisse  Reihentypen  die  Bestimmung  des  Haupt- 
sternes leisten.  Darüber  hinaus  werden  sie  oft  über  den  ganzen  wei- 
teren Verlauf  der  Funktion  Aufschluß  geben 

Ich  beginne  mit  einigen  elementaren  Bemerkungen.  Wenn  man 
die  Singularitäten  von  f(js)  und  g(j3)  kennt,  so  smd  damit  auch  die 
Singularitäten  von   f{g)+g{g),   f(0)-g{z),  f{M)    9(0),  ^,  f{fs\ 

I  f(js)dß  und  in  gewissem  Umfang  auch  die  von  f{g(0)}  bekannt  Da- 
hin gehört  auch  die  Bemerkung,  daß  die  Addition  einer  ganzen  Funktion 
an  den  im  Endlichen  gelegenen  Singularitäten  nichts  ändert  Das  hat 
Anlaß  zu  einigen  mteressanten  Resultaten  gegeben.  Ich  nenne  den 
Satz  von  Bord^^^),  daß  man  zu  jeder  Potenzreihe  eme  andere  mit  la- 
tionalen  Koeffizienten  konstruieren  kann,  so  daß  sich  die  durch  beide 
dargestellten  Funktionen  nur  um  eine  ganze  Funktion  unterscheiden. 
Dahin  gehören  auch  verschiedene  Untersuchungen^^')  über  gleichsin- 
guläre  Potenzreihen,  d.  h.  Reihenpaare,  deren  Differenz  einen  größei  en 
Konvergenzradius  hat  als  jede  der  Reihen 

Tiefer  als  diese  naheliegenden  Bemerkungen  führt  der  Hadamard- 
sche  MuU^ltkaüonssatg.^^^)  Ich  spreche  ihn  so  aus:  Die  am  Bande  des 

191)  Vgl.  indeBsen  Servmit'^  Sur  les  points  smguliers  d'une  foncfcion  diSfinie 
par  une  sörie  de  Taylor,  Paria  C  R  128  (1899),  p  80—88  Vgl.  Borel,  a.  a  0. 
160),  p  141. 

192)  E  Borel,Le^ons  aurlathöorie des fonotionsmöromorphea, Paris  1908, p. 86. 
19S)  S  nncherle,  Gonfconto  deUe  smgolantä.  delle  fanzioni  anahtiche,  Eend. 

Acc.  Bologna  Nuova  sene  2  (1897/98),  p  77—78  und  Rend.  Acc  Lrncei  (4)  32 
(1887),  p.  810 — 816.  G  jHT.  Eardy,  On  a  claea  of  analytic  functiona,  Proc  Lond 
math  Soo   (2)  8  (1905),  p.  441—460. 

194)  J.  Hadamard,  ün  thäor&me  anr  lea  aäriea  enti&rea,  Acta  math  22  (1898), 
p.  5ö— 63;  E.  Borel,  Sur  lea  amgularitös  des  aöriea  de  Taylor,  Bull,  de  la  soo 
math  de  France  26  (1898),p.288 — 248;  G.Fdber,  Bemerkungen  zu  einem  fonktionen- 
theoretischen  Satz  des  Herrn  Hadamard^  Jahresber.  d.  D.  Math  -Ver  16  (1907), 
p  286—298,  Petromtch,  Un  problöme  aur  lea  a&iea,  Ann  nouv  (8)  15  (1896), 
p  58—68;  P  Montd,  Le9onB  sur  lea  seriea  de  polynomea,  Pana  1910,  p  34ff 
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Sauptst^-nes  von  a{z)  =  Sa^e''  gdegmen  Srngularitäim  seien  a^,  die  am 
Bande  des  Hau^tsiemes  von  1(0)  =  -St^Ä"  gelegenen  Singularitäten  seien 
ß^.  Dann  sind  die  am  Bande  des  Bauptstemes  von  f{e)  =  2a^  •  &„;er* 
gelegenen  Singularitäten  unter  den  PunMen  «^  •  ß^  enthalten. 

Man  kajm  diesen  Satz  sicher  in  mancher  Hinsicht  auf  die  Singu- 
laritäten der  übrigen  Funktionszweige  ausdehnen.  Aber  abschließende 
Resultate  liegen  da  nicht  vor.  Zum  Beispiel  weiß  man,  daß  ia  den 
anderen  Zweigen  auch  0  und  00  zu  den  Singulaiitäten  zählen  können. 
Eine  Stelle  «,,  ß^,  die  nur  auf  eine  Weise  als  Produkt  a^  •  ß^  darge- 
stellt werden  kann,  ist  sicher  singulär;  a^  •  ß^  ist  eine  emdeutige  Sin- 
gularität, falls  dies  für  alle  a^  •  ß^  zutrifft,  deren  Produkt  diese  Stelle 
liefert  Der  Beweis  aUer  dieser  Sätze  beruht  auf  der  ParsewaZschen 
IntegraldarsteUung  1      Z"*   /^nx /»  \  1  ^. 

Dabei  soll  der  Integiationsweg  ^  =  0  einmal  im  positiven  Sinn  um- 
laufen und  samt  z  so  gewählt  sein,  daß  für  alle  t  des  Weges  -r  dem 

Hauptstem  von  tie)  angehört. 

Rwrwttn^^^)  hat  die  Sätze  erweitert  und  namentlich  Fälle  angegeben, 
wo  an  die  Stelle  der  Multiplikation  eme  Addition  der  Singularitäten 
tritt  Er  stützt  sich  dabei  auf  die  Betrachtung  gewisser  Doppelmte- 
grale     Agndla^^^)  hat  zu  dem  gleichen  Zweck  an  das  Integral 

f{u)  <p{0  —  u)du     angeknüpft."^ 


ß 


47»  Der  Satz  von  Leau.  Wu*  wenden  uns  zur  Bespiechung 
emiger  Typen  von  Funktionen,  deren  Hauptstem  sich  bestimmen  laßt. 
Der  allgemeine  Charakter  der  Sätze  ist  es,  aus  den  Eigenschaften  von 

195)  A.  EktrwitBy  Sur  un  thöoröme  de  M.  Sadamard,  Paris  C  R  128  (1899), 
p  860—868 ;  E.  SchÖll  ^^',  ^)  hat  den  Ev.nmtBBob.en  Satz  aus  dem  HadamardBohen 
abgeleitet 

196)  0.  J.  delY  Agnola,  EßtenBione  di  iin  teorema  di  Eadamard^  Atti  dell' 
ist   Veneto  685  (1898—99),  p.  525—681  und  p.  669—677. 

197)  Spezielle  Falle  und  weitere  Bemerkungen  bei  folgenden  Autoren. 
E.  Lugai  0,  Intomo  alle  singolaiitä  di  una  fimzione  dipendente  da  quelle  di  piu 
fonzione  date,  Periodico  matematico  (8)  1  (1904),  p  106—123;  S  B.nch^le, 
a)  A  proposito  di  un  recente  teorema  del  signore  Hadamard,  Rend  Aco  di  Bo- 
logna nuova  eerie  3  (1898—99),  p  67—75;  b)  Sülle  singolantä  di  una  fonzione 
che  dipende  da  due  funzioni  date,  Eend.  Acc  Ltncet  (5)  8^  (1899),  p  228—282 , 
Ä  Pnngslidm,  a.  a  0.  187) ;  Q.  Fäber,  Über  die  Fortsetzbarkeit  gewisser  Taylor- 
hoher  Reihen,  Math  Ann.  57  (1908),  p  869-388,  M  Beke,  a)  Untersuchungen 
aus  der  Theoiie  der  analytischen  Funktionen  (xmgarisoh),  Math  äs  Term  ort  34 
(1916),  p  1—61;  b)  Beiträge  zu  der  HadamardBckea.  und  der  HwmtSBah&a  Kom- 
position der  Potenzreihen  (ungansch),  ebenda  36  (1917),  p.  87—119 
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f(0)  =  Sa(n)gt"  auf  die  von  F{d)  =  Z(p[ain)]^  zu  schließen,  ^(x) 
ist  dabei  eine  analytische  Funktion  mit  gewissen  näher  anzugebenden 
Eigeneehaften,  Hier  faßt  man  auch  die  Koeffizienten  a(n)  als  Werte 
einer  analytischen  Funktion  a(x)  für  ganzzahlige  x  auf 

Ich  betrachte  nun  einzelne  Fälle. 

1)  q){x)  sei  eine  gcmge  Funktion,  Die  hier  bislang  erhaltenen  Re- 
sultate sind  im  "wesentlichen  in  einem  Satz  von  Leau^^^)  zusammen- 
gefaßt. Derselbe  läßt  sich  als  eme  Verallgemeinerung  des  Hadama/rd- 
schen  Satzes  ansehen  Wenn  nämüeh  (p(x)  eme  ganze  rationale  Funktion 
von  SS  ist,  so  gibt  schon  der  JBadamard sehe  Satz  über  die  Funktion 
Aufschluß  Von  hier  gelangt  man  durch  einen  Grenzübergang  zum 
Sat0  von  Leau:  js  =•  1  sei  die  emstge  endliche  Singularität  von  f(/) 
Fet-ner  sei  (e  —  lYf{0)  m  der  Umgang  von  z-=l  heschranki.  Dann 
ist  8  =  1  mtch  die  emaige  SinguJaniat  von  F(0),  welche  im  Hauptstem 

von -3 liegt,  wenn 

a)  (p{x)  eine  ganse  Funktion  von  niedrigerem  Ordnung  als 

ist  fdr  den  Fall  m  >  1,  d.  h.  wenn  von  ein^m  gewissen  \x\  an 

\(p(x)\<\e\*\«\' 

ist  für  ein  d  <i  — ^— r  und  ein  Idiehig  gegebenes  f  >  0  "^^) 

b)  logM  •■/i^l— >"  0  für  m  =  1. 

c)  q/{x)  irgendeine  ganse  FttnUion  für  »i  <  1. 

Wenn  femer  0==  1  eine  eindeutige  Singularität  von  f{g)  ist,  so  ist  0  =  1 
auch  eme  emdeuUge  Singularität  von  F(d). 

IjCüu  hat  diesen  Satz  noch  nach  verschiedenen  Richtungen  er- 
weitert. Zunächst  läßt  er  allgemeinere  Singularitäten  als  die  mit 
(n  _  l^m  vergleichbaren  zu.  Ferner  werden  Funktionen  F(0)  mit  meh- 
reren isolierten  Singularitäten  betrachtet  Seien  diese  a^,  so  sind  die 
Singularitäten  von  F(0)  unter  den  a^,  ihren  doppelten,  dreifachen  usw. 
Produkten  und  den  Häufungspunkten  dieser  enthalten  lEventuell  kommt 
noch  in  anderen  Zweigen  der  Punkt  0  hinzu. 

198)  JS  Leau,  a)  Extension  d'un  thöorfeme  de  M  JSadamard  ä  l'ätude  des 
a&iea  de  Taylor,  Bull,  de  la  soo  math  de  France  26  (1898),  p  267—270; 
b)  a  a  0.  58).  Femer  D^satnt,  a)  Thöorfemes  gdneranx  sur  les  points  Binguhers  de 
fonotiona  donnöes  par  une  sörie  de  Taylor,  3,  de  math  (6)  8  (1902),  p.  448 
bis  461;  b)  Les  s&ries  de  Taylor  et  la  reprösentation  exponentieUej  Arm  jfio 
Norm.  (8)  21  (1904),  p.  416—448. 

198,1)  Ob  diese  Aussage  auch  noch  für  Funktionen  <p{x)  vom  Minimaltypus 
der  Ordnung  m  —  1  zutriflEt,  ist  im  allgemeinen  Fall  noch  unentschieden.  In 
dem  gleich  zu  erwähnenden  Spezialfall  a^^^^n  trifft  sie  zu. 


48.  Sätze  von  LindelOf.  467 

Als  wichtiger  Spezialfall  ist  a^  =  w  zu  nennen.  Ein  darauf  be- 
züglicher Satz  ist  unabhängig  von  dem  Zrau sehen  von  verBchiedenen 
Autoren  *^^)  behandelt  und  über  den  aus  diesem  zu  entnehmenden  In- 
halt hinaus  erweitert  worden.  Dahin  gehört  der  Säte  von  Wigert: 
Die  notwendtge  und  hinreichende  Bedingung  äafwr,   daß   die  Reihe 

f{a)  =^c„jei"  eine  gcmge  Fwnktion  von  t  _    definiert,  besteht  dann,  daß 

die  c„  sich  in  der  Form  q}(n)  darstellen  lassen.  Dabei  bedeutet  (p(x)  eine 
ganee  Fumktion,  die  höchstens  dem  Minimaltypus  der  Ordnung  Eins 
angehört.  Ist  sie  rationaP^^^),  so  ist  auch  fiß)  rational.  Ist  sie  irans- 
ßendent,  so  tst  auch  f{8)  transzendent. 

Verallgemeinerung.  Wenn  a{x)  von  höherer  Ordnung  als  dem 
Minimaltypus  der  Ordnung  Eins  ist,  so  kann  man  zu  Abschätzungen 
des  Hauptstemes  gelangen.  JLe  Boy,  Faber,  Pmngsheim,  LmdeVof 
u.  a.  *****)  haben  mit  verschiedenen  Methoden  hier  verschieden  scharfe 
Resultate  gewonnen. 

48.  S&tze  von  Idndelöf.  Wir  wollen  zunächst  cp(x)  in  anderer 
Weise  als  in  der  vorigen  Nummer  spezialisieren.    Ich  wähle  nämlich 

2)  a^—*-  oo,  tp(x)  holomorph  für  genügend  große  |a;|  Bisher  ist 
nur  a„=w  behandelt.    Hier  gilt  der  folgende  Satz*°^): 

199)  Den  Naohweia,  daß  die  Bedingung  des  Satzes  hinreicht,  gab  Leau^^ 
auch  noch  unabhängig  von  seinem  Hauptsatz.  Auch  ist  dieser  Teil  des  Satzes 
in  den  Untersuchungen  von  Le  JRoy^^*)  enthalten.  Daß  die  Bedingung  notwen- 
dig ist,  zeigten  zuerst  8.  Wigert  und  F.  Oarlson  Vgl  F  Carlaon,  Sur  une  daase 
de  ßöries  de  Taylor,  Upsala  1914=;  8.  Wigert,  Sur  les  fonotions  entiöres,  Oef^ersigt 
af  E  Vet.  Ak.  Förh  67  (1900),  p.  1001—1011.  Später  ga,b  Faber  "*)  "*)  einen 
neuen  unabhängigen  Beweis,  den  Trmgaheim  "')  in  etwas  anderer  Passung  wieder- 
holt hat.  VgL  femer  E  Ltndelöf,  a.  a  0  200);  0.  E.  Hardy,  On  two  theorems 
of  F  Carlson  and  S.  Wigert,  Acta  math.  42  (1920),  p  827—889,  M  Biese,  Sur 
le  principe  de  Phragmin-Lindelöf,  Proo.  Camb.  Phil  Soc  20  (1920),  p  206—209 

199  a)  Diesen  Teil  des  Satzes  sieht  man  sofort  ein,  wenn  man  beachtet,  daß 
für  /,(«)  =  iw^Ä"  stets  fp  +  i.(e)-^ef^ie)  gut 

200)  E  lAnddöf  gibt  die  Resultate  als  Spezialfälle  noch  viel  allgemeinerer 
Sätze-  E.  LmdtHöf,  a)  Quelques  applications  d'une  formule  sommatoire  gön&ale, 
Acta  Soc.  Fennicae  31  (1902),  Nr.  3  und  a  a.  0. 165  c);  b)  Sur  une  formule  som- 
matoire gönörale.  Acta  math  27  (1908),  p.  806-811;  W.B.Ford,  a)  Sur  la 
fonction  döfinie  par  une  s^rie  de  Mac-Lawm,  J  de  math  (6)  9  (1908), 
p.  228 — 232;  b)  A  theorem  on  the  analytic  extension  of  power  series,  Bull  of 
the  Am  math  soc  (2)  16  (1910),  p  507—610;  F  Carlaon,  a  a.  0.  199, 
8  Wigert,  Sur  une  certaine  classe  de  söries  de  puissanoes,  ArMv  for  mat  astr. 
och  fys.  12  (1917),  Nr  7  Die  Untersuchungen  von  Besamt,  Sur  quelques  thöo- 
römes  de  la  thöorie  des  fonctions,  Ann  fic  Norm  (8)  14  (1897),  p.  811—378, 
widersprechen  den  hier  angefQhrten  gesicherten  Tatsachen.  6?  M  Hardy,  a  a  0*199) 

201)  In  dieser  allgemeinen  Passung  folgt  der  Satz  aus  Entwickinngen  von 
JLe  JSoy"*),  Leau")-  Sur  les  fonctions  döfimes  por  un  döveloppement  de  Taylor, 
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2^{^)^  ^^i  *w»  JEndlichen  nw  die  singulären  Punkte  0, 1. 

3)  a^— ►  oo,  q){x)  sei  vom  Charakter  einer  ganzen  rationalen 
Funktion  ftlr  große  \x\.  Wir  wollen  diesen  Fall  in  die  gleich  jetzt 
zu  hespreehenden  Untersuchungen  mit  einbeziehen '^^'^)  Es  ist  bisher 
auch  nur  a^==.  n  behandelt 

4)  In  der  Funktion       ^^^^  _  Sa(n)^ 

sei  a(x)  eine  in  einer  Halbebene  iR(fl;)  >  a  reguläre  Funktion,  die  für 
X  — >  oo  gewisse  asymptotische  Bedingungen  erfüllt.  Wir  verlangen 
z.  B.,  daß  bei  gegebenem  £  >  0  von  einem  gewissen  |  a?  |  an 

|a(a;)|<e«l*l 
gleichmäßig  gilt,  m  der  Halbebene  tft(x)'>a.    Dann  ist  j3  =  1   die 
einzige  Ecke  des  Hauptstemes  von  f(g).  Dies  Resultat  haben  Le  Boy^^^) 
und  JE.  Ltndelöf^^^°y^^)  mit  verschiedenen  Methoden  gewonnen.^^) 

Die  sehr  weittragenden  Methoden,  welche  Lindelöf  angibt,  beruhen 
auf  der  Anwendung  allgemeiner  Summenformelu  Die  eine  führt  zu 
der  Integraldarstellung:  _|_,^ 

-,  V        f*  a(x)z'>dx 

A")  =J  ^.—{ 

-ioe 

Als  Halbebene  ist  dabei  Sft(a;)  ^  0  genommen.  Die  andere  führt  zu 
der  Erkenntnis,  daß  füi-  den  Verlauf  der  Funktion  f(8)  =»  2a(n)0^ 
im  wesentlichen  der  von  „ 

J(e)  =Ja(x)ff'dx 

0 

Pans  C.  B  128  (1899),  p  804—805.  J'after"^  "^  und  Pnnflf«Äe»TO  "")  haben  Teile 
bewiesen  Die  allgemeine  Fassung  ergibt  sich  aus  den  gleich  zu  erwähnenden 
Resultaten,  von  Lwidelöf. 

202)  Le  iZoj/"^  gibt  noch  Andeutungen  f£Lr  den  allgemeinen  Fall,  wo  an 
Stelle  der  Halbebene  em  anderer,  die  positive  reelle  Achse  enthaltender  Winkel- 
raum  tritt  Er  behauptet,  auch  hier  lägen  alle  smgulären  Punkte  auf  der  posi- 
tiven reellen  Achse  jenseits  -|-  1  Indessen  schemt  ein  Beweis  dafür  noch  nicht 
vorzuliegen.  Erwähnt  sei  nur,  daß  E  Fabry  "•*)  gezeigt  hat,  daß  -f  1  der  einzige 
singulare  Punkt  auf  dem  Eonvergenzkreis  ist 

208)  Hierher  gehören  auch  die  Untersuchungen  von  JS?.  TT  Barne«,  The  asjmpto- 

W  00 

tic  expansion  of  ^»    ,,     ,  _ .    and  the  singulanties  of  g(x^&)<=^   >n_£^. 
-^  nl(n-f-O')  °  »VI/      ^^j  ^  I  ^j 

Quart  J  87  (1906),  p  289—318;  vgl.  auch  B.  Svmsson,  Etudes  sur  les  fonc- 
tions  döfinies  par  une  sörie  de  Taylor,-^  Disa  Lund  1908;  Lindelöf  und  Wigert 
haben  auch  andere  Wachstumsbedmgungen  fdr  a(x)  untersucht  Vgl  8  Wigert, 
Sur  une  certaine  olasse  de  söries  de  puisaances,  Arkiv  for  mat  astr  och  fys 
12  (1917),  Nr  7  Es  kommt  dabei  nur  |a(a;)|<6«l«l  und  a<Ä  in  Betracht, 
weil  schon  von  a  «=  sr  an  der  Einheitskreia  singulare  Linie  'sein  kann 
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'bestimmend  ist  Andere  als  die  bei  diesem  Integral  auftretenden  Sin- 
gularitäten sind  auch  bei  /"(je)  in  keinem  Zweige  yorbanden.  Über  die 
Lage  dieser  Singulantäten  gewinnt  man  Aufschluß,  wenn  man  die  flir 
a{x)  gemachten  Voraussetzungen  noch  etwas  erweitert.  Wir  wollen 
annehmen,  die  Funktion  a{x)  sei  holomorph  filr  9fl(a:)  >  0;  ferner  gebe 
es  zu  jedem  positiven  Zahlenpaar  e,  ^^  eine  andere  Zahl  R  so,  daß 
far  (je  =  pe*V')  |  ^  |  <  |  ^o  I  ^^^  p  >  i2  die  Funktion  f(ji)  holomorph  ist 
und  der  Bedingung  |/'(()e»'/')|<e«? 

genügt  Dann  läßt  sich  J(js)  verfolgen  nnd  man  kommt  zu  dem  Resultat, 
daß  dann  0,  1,  oo  die  einzigen  singulären  Stellen  von 

f{s)  ^»^  a{n)s^  sind 

0 

In  den  allgememen  Sätzen  lAndelöfs,  deren  wichtigste  hier  auf- 
geführt wurden,  sind  so  gut  wie  alle  seither  über  analytische  Fort- 
setzung gewonnenen  Besultate  enthalten,  soweit  sie  nicht  schon  aus 
dem  Satz  von  l£au  folgen  Sie  umfassen  namentlich  fast  aUe  spe- 
ziellen FäUe,  welche  Mellm^^)  und  Le  Boy  mit  ähnlichen  Integral- 
darstellungen behandelt  haben     Bei  Le  Boy  sind  es  Integrale  der  Form 

jil)(x)A{x,g)dXf 
insbesondere  das  Integral  ^ 

0 

aus  dem  die  Resultate  fließen  Dies  letztere  leistet  namentlich  dann 
gute  Dienste,  wenn  es  gelingt,  eine  Funktion  (p(x)  anzugeben,  mit  der 
sich  die  DarsteUuug  i 

a„=  /  <p{pß)3ifdx 

0 

gewinnen  läßt.  Auch  Hadamard^^'^)  hat  schon  solche  Fälle  behandelt"*^) 
Die  einzige  Ecke  des  Hauptstemes  ist  stets  -f-  1.  Ist  g)(x)  analytisch 
und  sind  0, 1,  oo  ihre  einzigen  Singularitäten,  so  ist  f(z)  nur  bei  1 
und  cx)  singulär.  Oft  erlauben  es  auch  diese  Methoden,  über  die  Na- 
tur  der   Singularitäten   Aufschluß   zu   gewinnen     {lAndelof,  Le  Boy, 

204)  jS.  J.  Melhn,  Yerschiedene  Arbeiten  in  den  Acta  math.  28  (1904), 
p.  87—64,  Bd.  25  (1902),  p  189—184  In  den  Acta  soc  Pennicae  20  (1895),  22 
(1896),  24  (1899),  29  (1902),  31  (1902). 

206)  G.  JS.  Hardy,  a)  A  method  foi  determining  the  behavioor  of  certain 
classes  of  power  series  near  a  singulär  point  on  the  oirde  of  oonvergence,  Froc 
Lond  math,  Soc.  (2)  8  (1905),  p.  881— 889,  b)  On  the  smgulantieB  of  fanctiona 
defined  by  power  aenes,  Proc   Lond  math.  Soc   (2)  5  (1907),  p  197 — 205. 
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Hardy.)  CaHson^^^)  gibt  in  seiner  Dissertation  YeraUgememewingen 
und,  was  wichtiger  ist,  Umkelirungen  lAnddofBcher  Resultate. 

Wie  man  sielit,  "bezieht  sich  fest  alles  auf  Funktionen  mit  em- 
ecMgem  Stern  **"*'^)  Für  allgemeinere  Funktionen  liegen  nur  wenige  Re- 
sultate vor.  Es  kommt  dabei  wesentlich  die  Bemerkung  m  Betracht, 
daß  solche  Funktionen  durch  Snmmation  anderer  mit  emeckigen  Haupt- 
stemen  erhalten  werden.  Dazu  kommen  die  schon  erwähnten  Ab- 
schätzungen der  Hauptsteme,  sowie  die  oben  erwähnte  VeraUgemeine- 
rong  des  Satzes  yon  Leau. 

49.  Bekorrlerende  Beilien.  Neben  diesen  Fällen,  wo  die  Koeffi- 
zienten a„  der  Funktion  J^a^^  als  bestimmte  analytische  Funktionen 
a{n)  gegeben  sind,  hat  man  noch  verschiedene  FäUe  untersucht,  in 
welchen  die  Koeffizienten  gewissen  Rekursionsgesetzen,  z.  B.  linearen 
Differenzgleichungen  genügen.  Dahin  gehören  namentlich  die  aus  der 
Algebra  bekannten  Sätze  Über  rekurrente  Reihen.  Funktioustheoretisch 
ausgedrückt  enthalten  dieselben  die  'Bedinffumg&fi  dafwr,  daß  eine  BeÜhe 
S%^  eine  rationale  Fwiktion  darstellt.  Dafür  ist  notwendig  und  hm- 
reichend,  daß  es  eine  endliche  Anzahl  von  Zahlen  a^j  a^,  .  a^  gibt 
derart,  daß  für  alle  hinreichend  großen  v  die  Relationen 
a^a,  +  Oja^+i H j-  a„a,+,  =  0 

gelten,  a^e"*  ■}-  cc^ii^-''-  -\-  '••-}-  cc„  ist  dann  der  Nenner  der  durch  die 
Reihe  dargestellten  rationalen  Funktion.  Man  kann  die  Bediagung 
auch  dahin  aussprechen,  daß  die  Determinanten 

a.     a.,,      .    .a. 


2)i«)  = 


^i  +  1  *<  +  a        •  •  '^i  +  n  +  l 
^i  +  n^i  +  n  +  1     "'^i  +  in 


von  einem  gewissen  »  an  alle  verschwinden  müssen.  Man  kann  mit 
Pdlya'"^)  hieraus  schließen,  daß  Ua^s^  dann  und  nur  dann  eine  rationale 
Funktion  darstellt,  wenn  unter  den  Determmaaten  Djj.*!^  und  Dp  nur 
endlich  viele  ungleich  NuU  sind. 

205, 1)  Notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  dafür,  daß  die  silmtlicheu 
Singulautaten  einer  Funktion  auf  einer  Strecke  hegen,  gaben  auch  Jensen  und 
Wigert.  Jeifisen,  Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die 
Singulantaten  einer  gegebenen  Taylor  aohea  Reihe  auf  einer  geradlinigen  Strecke 
hegen,  (dänisch);  Nyt  tidakiift  for  mat.  21  (1910);  S.  Wtgert,  Sur  un  thöorfeme  de 
la  throne  des  fonotions  onalytiques,  Arkiv  for  mat.  astr.  och  fya.  6  (1909),  Nr.  8. 

206)  O  Pölya,  tJher  Potenzreihen  nut  ganzzahligen  Koeffizienten,  Math 
Ann.  77  (1916),  p.  497—618.  Vgl  auch  G.Pölya,  Anthmetinohe  Eigenschaften  der 
Reihenentwicklungen  rationaler  Funktionen,  CreUes  J   151  (1921). 
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50.  UnterBuchungeii  von  Darboiuc  -  471 

Perron^'')  und  Van  VTeck^^^)  Laben  im  AnscKluß  an  Poincar^'^^)  line- 
are Differenzengleicliungen  mit  nicht  konstanten  Koeffizienten  betrachtet 
Aber  ihre  Untersuchungen  liaben  nicht  viel  mehr  als  die  Bestimmung 
des  Konvergenzradius  der  m  Betracbt  kommenden  Reiben  geliefert. 

Fatou^^°)  untersucht  folgenden  FaU:  &'(u)  sei  in  einem  Bereich  j^ 
der  M-Ebene  analytisch  und  eindeutig.  Es  gelte  a„='&(a^_i)  und  es 
werde  die  Funktion  f(0)  =  ^a^^"  untersucht.  d-(u)  —  u  habe  nur 
eme  Nullstelle  a  im  Bereiche  B  Femer  sei  in  einem  .gewissen  Kreis 
um  a : I -9-(m)  —  a\<'k\u  —  a\  (0<Ä;<1)  Dann  gilt  -&■(«„)  — ►  a  für 
n  — ►  oo  nnd  für  jedes  a^  aus  jenem  Kreis  om  «.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen ist  f(0)  eine  in  der  ganzen  Ebene  meromorphe  Funktion, 
welche  als  Quotient  zweier  Funktionen  vom  Geschlecht  Null  aufge- 

00 

faßt  werden  kann.    Setzt  man  a  ==  '9''(a),  so  kann  Inj  (X  —  »"j?)  als 
Nenner  benutzt  werden  " 

50.  UnterBnclitingen  von  Darboxiz.  Darhoux*^^)  hat  im  Jahre 
1878  einen  Zusammenhang  zwischen  den  Singularitäten  auf  der  Kon- 
vergenzgrenze emer  Potenzreihe  und  dem  asymptotischen  Yerhalten 
ihrer  Koeffizienten  gefunden  und  z  B  zur  Untersuchung  des  Verhal- 
tens der  ie^ew^re  sehen  Polynome  für  große  Gradzahlen  verwendet. 
Er  fand  folgenden  Satz:  Es  sei  h  eine  reelle  Zahl  und  cc  em  Punkt 
auf  der  Konvergenzgrenze  von  f(/)  =  ^a^^  Ferner  gelte  in  der 
Umgebung  von  b  =  a  eine  Darstellung  f{i)  =  (p(e){e  —  «)*+  V'W; 
in  der  go  (e)  und  ij}  (e)  um  g  =  a  regulär  smd.  In  den  übrigen  Punk- 
ten ihres  Konvergenzkreises  sei  f{ß)  regulär.  Dann  gelten  Abschät- 
zungen wie  die  folgende  ^^^^): 

_q)(«)fc(Ä;-l)       (Ä-M-j-l)!-,    ,    ^mi    ,    ^/J_        1     \ 
»«  —  „7.-*  n\  r  "T"  '^U/l  "^      \|al«    w«t*)+a/ 

207)  0  Penon,  Über  die  Potncar^sohe  Imeare  Differenzengleicliung-,  J.  f. 
Math.  187  (1910),  p  6 — 64;  vgL  auch  0  Perron,  Über  einen  Satz  des  Herrn  Pom- 
car4,  J   f  Math    186  (1909),  p    17—87 

208)  JE  B  van  Vleck,  On  linear  critena  for  the  determination  of  the  radius 
of  convergence  of  a  power  aeries,  Trans,  of  the  Am  math  soo  1  (1900), 
p  298-809 

209)  H  Pomcaie,  Siir  les  dquations  Unfaires  anx  diffärentielles  ordmalres 
et  am  difförencea  finies,  Am   Joum    7  (1885),  p  203—268 

210)  P  Fatou,  Sur  une  clasae  remarqnable  de  söries  de  Taylor,  Ann  fic 
Norm.  (8)  27  (1910),  p  48—53,  Latus,  a)  Snr  la  convergence  des  lelations  de 
röcuxrence,  Paria  0.  ß  150  (1910),  p  1106—1109;  b)  Snr  les  sänes  de  Taylor 
ä,  coefficients  röcurrents,  Paris  C  R.  150  (1910),  p  1418—1415;  c)  Sur  les  smtes 
rdcnrrenteB  non  lin^aires  et  snr  les  fonotions  gändratrices  de  ces  snites,  Ann.  de 
Toulonse  (8)  8  (1918),  p    18—124 

211)  G  Darlowc,  Memoire  sur  Tapproximation  des  fonctiona  de  trfes  granda 
nombres,  et  snr  nne  classe  Stendne  de  d^veloppements  eu  s^nes,  J  de  math   (3) 
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Dieses  Ergebnis  ist  von  den  verschiedensten  Seiten  verallgemei- 
nert worden.  Denn  es  bietet  ans  mehr  als  einem  Q-runde  ein  erheb- 
hches  Interesse  dar,  und  zwar  nicht  nur  wegen  der  darin  enthaltenen 
Beziehungen  zwischen  den  Singularitäten  einer  Funktion  und  den 
Koeffizienten  ihrer  TayZorentwicklung.  Es  kommt  auch  die  Anwen- 
dung auf  das  asymptotische  Verhalten  noch  anderer  Funktionen  als 
der  IjegendreaGhen  Polynome  und  das  Interesse  dieser  Dinge  für  die 
Himmelsmechanik  in  Betracht.^") 

Den  weitestgehenden  Satz  über  Funktionen  mit  algebraisch  loga- 
rithmischen Singularitäten  hat  unter  Weiterführung  der  Untersuchun- 
gen von  Nörlund^^^)  Perron^^)  angegeben,  und  auf  das  Verhalten  der 
hypergeometrischen  Funktion  beim  Anwachsen  eines  oder  mehrerer 
Parameter  angewandt. ^^^)  Z.  JT^er^^^)  hat  ünbestimmtheitsstellen  auf 
der  Konvergenzgrenze  herangezogen.  Sein  Resultat  wurde  von  Perron^") 
erweitert  unter  gleichzeitiger  Vereinfachung  des  Beweises.'"«^) 

51.  Die  Lage  der  Pole.  Alle  diese  Autoren  erschließen  aus  der 
Natur  der  Singularitäten  notwendige  Bedingungen  füi-  die  Koeffizien- 

i  (1878),  p  5—56  und  p.  877—416  Vgl.  auch  0  Paron,  Über  das  Verhalten 
von  f^^{x)  für  limv==oo,  wenn  f{w)  einer  lineaxen  homogenen  Differentialglei- 
chung genügt,  Sitzber.  München  (191S),  p.  855—882. 

211,1)  Mit  Landau  drücke  ich  durch  die  Schreibweise  g>(a:)='  0(f{x))  aus, 

fflr  große  x  beschränkt  ist,  während  g)(x)^o(f(x))  bedeutet,  daß 


daß 


cp{x) 


m 


hm^Uoiat. 

212)  JET,  Poincari,  Lebens  de  mdoanique  Celeste  n,  p  157  und  Les  mäthodes 
nouvellea  de  m^canique  odleste  I,  p.  280.  Man  vergleiche  weiter  Arbeiten  von  Samj; 
im  Bull,  astr.  1898,  im  J.  de  math.  (4)  2  (1890),  (4)  10  (1894),  (6)  4  (1908)  und  Fans 
C  R.  144  (1892)  und  126  (1897)  Femer  Flamme,  Thöse,  Paris  1887,  und  FSratiä, 
Thfese,  Paris  1897,  und  Cocuksco,  Thöse,  Paris  1895.  Vgl.  auch  11 A 12  (BurJehardt) 

218)  T.  E  Nörlund,  Fraotions  continues  et  diffi^rences  räciproques,  Acta 
math.  34  (1911),  p.  1—108 

214)  0  Perron,  Über  das  infinitste  Verhalten  der  Eoef&zienten  einer  ge- 
wissen Potenzreihe,  Aich.  Math.  Phys   (8)  22  (1914),  p  829-840. 

215)  0,  Perron,  Über  das  Verhalten  der  hypergeometrischen  Funktion  bei 
unbegrenztem  Wachstum  eines  oder  mehrerer  Parameter,  Sitzber  Heidelberg  I, 
1916,  Nr.  9  und  H,  1917,  Nr  1. 

216, 1)  Weitere  Untersuchungen  bei  G.  Faber,  Über  das  Verhalten  analy- 
tischer Fxmktionen  an  Verzweignngsstellen,  Münch.  ßer  1917,  p.  268—284;  G.  S. 
Hardy,  Oscillatiog  DtricMefB  integrals,  Quart  J  of  math  44  (1918),  p.  1—40, 
p.  S42  —  263;  M  Kwwyeda^  Note  on  asymptotio  formulae  for  osoillating  Di- 
rtdiUt'B  Integrals,  Quart.  J  ofmath   48  (1918),  p  113—186 

216)  L.  Fej^,  a)  Sur  une  möthode  de  M.  Darloux^  Paria  C.  R.  147  (1908), 
p.  1040 — 1042;  b)  Asymptotikus  drt^kek  meghatä>rozä,säj;6l ,  Math.  4b  term  6it 
1909),  p.  1-83. 
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ten  der  Poteuzreihe.  Es  war  das  große  Verdienst  von  Haäamard^^^), 
daß  er  1892  die  Betrachtung  umkehrte  und  lehrte,  wie  man  aus  dem 
Verhalten  der  Koeffizienten  auf  die  Natur  der  Singularitäten  schließen 
kann.  Besonders  die  Lage  der  Pole  ist  es,  die  bisher  mteressiert  hat 
Er  knüpft  dabei  außer  an  Barboux  noch  an  andere  ältere  Unter- 
suchungen an. 

Der  einfachste  hierher  gehörige  Satz  ist  dieser: 
Dafür  daß  f{ß)  als  eingige  Singularität  auf  dem  Konvergengkreis 
einen  einfachen  Pol  hei  0  =  a  hat,  ist  notwendig  und  hmreichendj  daß 
es  eine  positive  Zahl  Ä  <  1  gibt,  so  daß  von  einem  gewissen  n  an, 

»«+1         1 


<  Ä»  bleibt. 


Dem   entspricht  ja  auch  der  Satz,  daß  stets  — ►  a  strebt. 


'«+1 


wenn  der  Pol  a  die  einzige  Singularität  auf  dem  Konvergenzkreis  ist  *^'') 
Die  allgemeinen  Untersuchungen  yon  Madamard  knüpfen  an  die 
schon  erwähnte  Theorie  der  rekurrierenden  Reihen  an.  Auch  bei  ihnen 
spielen  die  schon  angegebenen  Determinanten  DJ")  die  Hauptrolle. 
Noch  deuthcher  als  bei  den  rationalen  Funktionen  tritt  hier  im  all- 
gemeinen Fall  die  Beziehung  zur  Fimktion  D^(^)  =  2]Di"^^  hervor. 
Setzt  man  /o(^)  =  f(8)  =  Za^e^  und  für  w  ^  1  allgemein 

60  hat  man  die  Integraldarstellung: 


JOM 


i^^^yj  •  'J 


m  m 


■  ■fSk) 

•^-1) 

d*i 

dt, 

*i 

tn 

f.{i)f.Ae  -f'-ii) 

Ähnlich  wie  bei  dem  Parsevaleohen  Integral  von  p.  465,  auf  dem 
der  Beweis  des  JSadamard Bchen  Multiplikationseatzes  beruht,  ist  da- 
bei ©1  ein  Integrationsweg,  der  ^  =  0  so  nahe   umschüeßt,   daß  in 

und  auf  ihm  nur  Regularitatsstellen  von  foi^i)  imd  von  f^  f^j  hegen, 
während  t^  den  Integrationsweg  (S^  duichläuft.  Dieser  umschheßt  seiner- 
seits ^  =  0  so  nahe,  daß  er  nur  Regularitatsstellen  von  D^  (t^)  und 

von  /"j  (f)  umsehließt,  während  i^  auf  ©j  variiert  usw.  Sadamard  selbst 
benutzt  keine  deraiüge  Integralstellung,  zumal  er  wie  Schaper^^^  nur 

217)  Wolil  zuerst  bei  J  König,  t3ber  eine  Eigenschaft  der  Potenzreihen, 
Math   Ann    23  (1884),  p.  447—460 
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die  Produkte  der  absoluten  Beträge  der  Pole  untersucht.  Ähnlich  wie 
beim  Hadamardsdken  Froduktsatz  sind  aber  hier  die  am  Bande 
des  Hauptstemes  von  D„(0)  hegenden  Singularitäten  unter  den 
«1  •  Äj  • . . .  •  a„  enthalten,  wenn  die  a  die  Ecken  des  Hauptstemes  von 
f(e)  sind  ^^)  In  dem  Produkt  «i  •  «g  • .  .  •  a„  kann  dabei  jeder  Pol  von 
f(£!)  so  oft  auftreten,  als  seine  Vielfachheit  beträgt  (während  die  an- 
deren Singularitäten  beliebig  oft  auftreten  können),  wenn  anders  die 
Stelle  «1  •  a,  • . . .  •  «„  wirklich  Singular  für  D^inf)  sein  soll. 

Aus  dieser  IntegraldarsteUung  für  I>^(e)  liest  man  sehr  leicht  die 
HadamardBchen  Sätze  über  die  Lage  der  Pole  von  f(/)  ab  Ich  stelle 
die  wichtigsten  hier  zusamnden: 

R„  sei  der  Konvergenzradius  von  I>J^8),  Bq  der  von  f(0)  selbst. 
Bj^  ist  dann  und  nur  dann  größer  als  JRj,  wenn  /(s)  auf  seinem  Kon- 
vergenzkreis  höchstens  n  Pole  und  keine  weiteren  Singularitäten  hat. 
Die  genaue  Zahl  der  Pole  stimmt  mit  der  Nummer  deijenigen  Punk- 
tion D„{0)  überem,  bei  der  das  Kriterium  zum  ersten  Male  erfüUt  ist 

Dann  und  nur  dann  ist 

■^n       \  7 

1? ^  '' 

Xtn  — X 

wenn  /{i)  im  Kreise  |  ä  |  <  Z  höchstens  n  Pole  und  keine  weiteren  Sin- 
gularitäten hat.    Die  Anzahl  ist  genau  gleich  n,  wenn  n  die  kleinste 
Zahl  ist,  für  welche  die  Ungleichung  gilt 
Dann  und  nur  dann,  wenn 

gilt  für  n  — ►•  oo,  hat  f(z)  im  Kreise  |4f|  <  Z  nur  Pole,  während  jeder 
größere  Kreis  auch  andere  Singularitäten  enthält. 

Dann  und  nur  dann,  wenn  von  w  =  Ä  an  stets  -7^'    =  l  bleibt, 

hat  f(/)  im  Kreise  j  ä  |  <  Z  genau  h  Pole,  während  jeder  größere  Kreis 
auch  .andere  Singularitäten  enthält. 

Dann  und  nur  dann,  wenn  B^  — >  oo  für  n  — ►  cx),  ist  die  Punk- 
tion fi/s)  meromorph  iu  der  ganzen  Ebene.  Sie  hat  dann  und  nur 
dann  endlich  viele  Qc)  Pole,  wenn  von  n  =  Js  an  B„=  oo  ist. 

Hadamard  hat  weiter  eine  Methode  ausgearbeitet,  welche  die 
Koordinaten  der  Pole  und  ihre  Hauptteile  zu  berechnen  erlaubt  Sie 
läuft  auf  die  Bestimmung  eines  Polynoms  P„{e)  heraus,  von  der  Art, 
daß  P„(ä)  fiü)  einen  größeren  Konvergenzradius  hat  als  f(e).  Die 
Heranziehung  der  Funktion  I)^(ß)  vereinfacht  auch  diese  Entwick- 
lungen,  wenn  man  beachtet,   daß  i)„_i(;ef)  auf  dem  Konvergenzkreis 

218)  Eine  andere  Integraldarstellung  gibt  Ä  Hurwtts"^)  an. 
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nur  den  einen  Pol  «^  •  Og  •  .  .    a„_i  besitzt,  wenn  mit  «1,02    ••«  _i 
die  Pole  von  /"(«)  auf  dem  Konvergenzkreis  erseliöpffc  smd.'^^'^) 

Sadamard  hat  daran  anschließend  weiter  die  Frage  behandelt, 
wann  durch  Multiplikation  mit  einem  Polynom  die  Ordnung  (siehe 
p.  489)  der  Funktion  auf  dem  Konvergenzkreis  erniedrigt  werden  kann. 
Damit  gewinnt  man  m  gewissem  Umfang  eine  Methode  zur  Bestim- 
mung auch  anderer  Smgularitäten  als  Pole'^^^) 


Die  Potenzreilien  an  der  Konyergenzgrenze. 

62.  Der  Abelsohe  Gremswertsatz.  Ähd^^^)  hat  die  Aufgabe  ge- 
stellt, das  Verhalten  einer  durch  eine  Potenzreihe  dargestellten  Punk- 
tion bei  Annäherung  an  eine  Stelle  der  Konvergenzgrenze  zu  be- 
stimmen. 

Schon  vorher  hat  AbeP^^>^)  die  genannte  Aufgabe  in  dem  speziellen 
Fall  gelöst,  daß  die  Reihe  in  dem  zu  untersuchenden  Punkt  des  Kon- 
vergenzkreises noch  konvergiert.  Der  später  sogenannte  AbelBcke  Örenz- 
wertsatz  besagt,  daß  dann  die  Reihe  auf  dem  ganzen,  zu  dem  Punkte 
hinziehenden  Radius  des  Konvergenzkreises  gleichmäßig  konvergiert, 
daß  also  die  Funktion  bei  radialer  Annäherung  an  diesen  Punkt  einen 
Grenzwert  besitzt,  welcher  durch  die  Reihensumme  dargestellt  wird. 
0.  Stdlg^^^'^)  hat  spater  den  Satz  dahin  verallgemeinert,  daß  die  Reihen- 
summe sogar  in  emem  ganzen  Dreieck  stetig  ist,  dessen  eine  Ecke 
in  dem  zu  untersuchenden  Peripheriepunkt  hegt  und  dessen  andere 
beide  Ecken  dem  Inneren  des  Konvergenzkreises  angehören  Ein  neuer 

218. 1)  Vgl.  auch  P  D^ene8  a  a.  0. 186)  und  Sur  les  Bingulantös  des  fonctiona 
onalytiqaeB  en  dehors  du  oercle  de  oonyergence,  Pana  C  B  148  (1909),  p  694 
—698. 

218. 2)  Vgl.  auch  F.  Dtenes,  Sur  les  pointa  critiques  logarithmiques,  Pana  0.  R 
148  (1909),  p  1087—1090  und  p  1290;  P  und  F.  JDienes,  Sur  les  singulantda 
algöbro-logarithmiquea,  Pana  C.  R.  149  (1909),  p.  972 — 974;  P  und  F.  Btenes, 
Eeoherchea  nonyelles  sur  les  singulant^s  des  fonotiQns  analTtiques,  Ann.  Sc. 
Norm.  (8)  28  (1911),  p    889—457. 

219)  JV  H  Abel,  Th^or&mes  et  problömes,  J.  f.  Math  2  (1827),  p.  286, 
"Werke  I,  p.  618 

219,1)    N    H    Abel,    Recherches    sur    la    sörie    1 +~x  +  "^^^~^^  x* 

1  12 

_^»»(»»  — l)(w  — 2)^3_^       ,  J.  f.  Math.  1  (1826),  p    311-389;  Werke  I,  p.  219 

1  •  a  •  o 

—260. 

219  2)  0  StdUs,  a)  Beweis  einiger  Sätze  über  Potenzreihen,  Zeitschr.  Math 
Phya.  20  (1876),  p.  369—876;  b)  Nachtrag  zur  Mitteilung  in  Bd.  XX  dieser  Ztschr., 
p  869:  Beweis  einiger  Sätze  über  Poteozreihen,  Ztschx  Math.  Phys  29  (1884), 
p    127—128 

Euoyklop.  d   math.  Wissenaoh    HS  32 
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besonders  diu'chsichtiger  Beweis  rülirt  von  A  PrinffsJieim^^^)  her.  Bei 
Annähermig  an  den  Peripheriepunkt  längs  Wegen,  welche  keinem  sol- 
chen Dreieck  angehören,  braacht  kein  Grenzwert  zu  existieren.^*"» ^)***) 

In  Abels  Nachlaß  (Werke  Bd.  IE,  p.  203)  fand  sich  endlich  noch  eine 
Untersuchung,  die  in  gewissen  Fällen,  nämlich  bei  eigentlich  diver- 
genten Reihen,  schließen  läßt,^*^  daß  hei  jener  radialen  Annäherung 
an  die  Stelle  eigentlicher  Divergenz  die  Funktion  dem  Betrage  nach 
über  alle  Grenzen  wachst.  Die  damit  angeregte  Sorte  von  Unter- 
suchungen berühren  wir  später  erneut.  Zunächst  woUen  wir  bei  den 
an  den  Qrenzwertsatz  anschheßenden  Forschungen  stehen  bleiben. 

Ähd  hat  durch  seinen  Grenzwei-tsatz  zum  ersten  Male  einer  un- 
eigentlich  divergenten  (oszillierenden)  Reihe  eine  Summe  beigelegt. 
Es  ist  eine  für  das  folgende  wichtige  Fragestellung,  inwieweit  es 
möglich  ist,  den  heute  nach  Cauchy  beijannten  Summenbegriff  einer 
Reihe  (Summe  gleich  Limes  der  Parti alsummen)  so  zu  verallgemei- 
nern, daß  gewisse  im  CaMCÄy sehen  Sinne  nicht  konvergente  Reihen 
eine  Summe  erhalten,  und  daß  der  neue  Summenbegriff  eine  Verall- 
gemeinerung des  CaMC%  sehen  wird,  d.  h.  daß  im  CaMCÄi/ sehen  Sinne 
konvergente  Reihen  bei  Anwendung  des  neuen  Summenbegriffes  die 
gleiche  Summe  erhalten,  die  ihnen  im  Oauc^i/ sehen  Sinne  zukam.  Bei 
Abd  selbst  ist  diese  Frage  noch  nicht  gestellt.  Gleichwohl  ist  sein 
Grenzwertsatz  ein  Beitrag  zu  ihrer  Lösung.  Die  Fragestellung  selbst 
tritt  zum  ersten  Male  bei  Frohenius^^^)  auf. 

Ln  Sinne  der  Äbelsclien  SummationsmeÜiode  heißt  s  die  Summe 
der  Zahlen  a^j  o^,  c^,  -  •  -, 

wenn  bei  radialer  Annäherung 

s  =  lim  x"<»«g* 

'->!     0 

gilt.  Damit  das  einen  Sinn  hat,  muß  also  die  Folge  der  a„  so  be- 
schaffen sein,  daß  die  angegebene  Potenzreihe  für  |;ef|  <  1  konvergiert 

220)  Ä.  Pnngsheim,  Über  zwei  ^beZsche  Sätze,  die  Stetigkeit  von  Reihen- 
Bimunen  betreffend,  Münch.  Ben,  1897,  p.  S4S — 856. 

220,1}  Wegen  eines  einfachen  Beispieles  siehe:  G  H.jSardy  n.  J,B  LttÜe- 
wood,  a)  a.  a.  0.  224  a),  p  476;  Beweis  dazu  O.H.IIardy,  a  a  0  S20),  p  160, 
b)  JbelB  theorem  and  its  converse,  Fioc.  Lond.  math.  Soo.  (2)  18  (1918),  (p  206 
—286)  p  207 

221)  Verschiedene  Autoren  haben  die  Überlegungen  auf  geirisse  andere 
Reihentypen  Tezallgemeinert.  Feu^,  Math  Ann.  68;  Bromwich,  Math.  Ann.  66, 
Hardy,  Math.  Aan.  64  und  Proo.  Lond.  math.  Soc.  (2)  4;  G.  N.  Moore,  Am  Trans  8 

222)  YgL  dazu  A  JPringsTietm,  Über  das  Verhalten  der  Fotenzreihen  auf 
dem  KonYergenzkreise,  Miinch.  Ber   80  (1900),  p.  87—100. 

223)  G.  Fröbenius,  Über  die  Letbntg  sehe  Reihe,  J.  f.  Math  89  (1886),  p.  262—264. 
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Der  Abdache  örenzwertsatz  besagt,  daß  für  konvergente  Reihen  der 
AielBcke  Summenbegriff  mit  dem  CauchyBchen  koinzidiert 

Ein  Spezialfall  der  -46eZ sehen  ist  die  von  Eardy  und  LiUlewood*^) 
so  genannte  JEulerscJie  SummaUonsmethode.  Sie  nennt  s  die  Snmme 
der  a^,  Oj, . . .,  wenn  Ha^gi^  in  ä  =  1  regulär  ist  und  dort  den  Wert  s 
besitzt. 

63.  Die  Höldersolien  und  die  Oesärosolien  MitteL  Das  J2)628che 
Problem  ruhte  lange.  Erst  im  Jahre  1880  Ijat  es  durch  Fröbenivs^'^^ 
eine  entschiedene  Förderung  erfahren.  i?Vo6ewjMS, betrachtet  neben  dem 
Gfrenzwert  der  Partialsummen  (CawcÄy  scher  Summenbegnff)  den  Grenz- 
wert der  arithmetischen  Mittel  der  Partialsummen  und  erklärt  durch 
ihn  die  Summe  einer  unendlichen  Reihe.  Daß  sich  füLr  den  Fall  einer 
konvergenten  Reihe  der  neue  Snmmenbegriff  mit  dem  alten  deckt, 
wird  am  besten  einem  CawcÄy sehen  Grenzwertsatz  entnommen  (siehe 
IA3  iPringsheim),  p.  74 £F.)    Hiernach  ist 

lim*^  +  ''»  +  -   •+-^«=  lims„ 

jedesmal  dann,  wenn  der  Grenzwert  auf  der  reclaten  Seite  existiert. 

0  Bblder^^^)  hat  im  Jahre  1883  durch  Iteration  der  arithme- 
tischen Mittel  die  nach  ihm  benannten  Mittel  eingeführt.  Auch  sie 
sind  VeraUgemeinerungen  des  CaMCÄysohen  Sumnienbegriffes,  der  sich 
als  Mittel  nuUter  Ordnung  darstellt,  während  die  arithmetischen  Mittel 
als  Hold&rs<^Q  Mittel  erster  Ordnung  aufzufassen  sind. 

Cesäro^^^)  hat  zunächst  für  die  Zwecke  der  Reihenmultiplikation 
im  Jahre  1890  die  arithmetischen  Mittel  in  etwas  anderer  Weise  ver- 
aUgememert.   Man  kann  die  Cmrö  sehen  Mittel  so  erklären:  Man  bilde 

0 

224)  G.  H.  Hardy  und  J  E  lAUlewood,  a)  ContnbntionB  to  the  arithmetio 
theory  of  seriea,  Proc.  of  the  Lond.  math.  soc.  (2)  11  (1912),  (p.  411—478) 
p.  418  Fußnote;  b)  Tauberian  theorems  concemmg  seriea  of  positive  terms,  Mess. 
of  math  (2)  42  (1918),  p.  191—192;  a)  a  a  0  220,1)  b).  Die  ältere  Literatur  ge- 
braucht die  Benennung  ^uZersche  Sununationsmethode  für  das  hier  als  Abelache 
Methode  be2eiclinete  Verfahren  Vgl.  auch-  H.  Bttrkhardt,  Über  den  Gebrauch 
divergenter  Reihen  m  der  Zeit  von  1760—1860,  Math  Ann  70  (1911),  p  169-206 

226)  0  Eölder,  Grenzwerte  von  Reihen  an  der  Konvergenzgrenze,  Math. 
Ann    20  (1882),  p.  536-649 

226)  JS  Ceaäro,  Sur  la  multiphoation  des  söries,  Bull,  des  sc.  math  (2)  14 
(1890),  p.  114  -120. 
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und  setze  1         "V  ylM«» 

n->so  "^n 

die  Erklänmg  der  6'esaro sehen  Mittel  v*^  Ordnung,  falls  dieser  Grenz- 
wert existiert.  (Man  sieht,  wie  für  v  =  0  der  OauchyBchej  für  v  =  1 
der  jFVol&ewiwssche  Summenbegriff  herauskommt )  Cesaro  hatte  zunächst 
wohl  nur  ganze  positive  v  im  Ä.uge.  Bewußt  haben  nicht  ganze  und 
auch  negative  v>  —  1  erat  HadamcMrd^'^),  Knopp'^'')  und  Ghapman*^) 
herangezogen.    Da  stets         ...  w* 

ist,  so  ist  lim^"^^:  +  ^> 

eme  oft  verwendete,  mit  der  vorhin  angegebenen  gleichwertige  Er- 
klärung der  Cesdro  sehen  Mittel  v*"  Ordnung.  Daß  für  konvergente 
Reihen  die  Cesarö sehen  Mittel  genau  die  CawcA^sche  Summe  liefern, 
folgt  aus  einem  von  Gesäro^^^)  herrührenden  Grenzwerts  atz,  den  wir 
gleich  in  der  etwas  allgemeineren  von  E  Lasker^^^)  und  A.  Prings- 
heim^^^)  gegebenen  Fassung  anführen:  -S&„j8"  habe  lauter  positive  Koef- 
fizienten und  besitze  den  Konvergenzradius  1.  Außerdem  sei  2J&„ 
divergent.  Dann  gilt  für  f(^fs)  <=  Sa^s^  stets  dann  bei  radialer  An- 
näherung sa^gr,       ,.     a„ 

lim  -^—  =  lim  ~  t 

wenn  der  Grenzwert  rechts  existiert.    Daher  ist  namentlich*'*) 
limrt.)==lim^^^,^„-lim--. 

Stets  zieht  die  CesÄro  sehe  Summierbarkeit  zu  irgendeiner  Ordnung 
die  Summierbarkeit  zu  jeder  höheren  Ordnung  und  zur  gleichen  Summe 
nach  sich  Die  J.&eZsche  Summierbarkeit  ergibt  sich  als  Folge  der 
Ccsdro  sehen.  Diese  Verallgemeinerung  des  J.&ßZ  sehen  Grenzwertsatzes 
läßt  sich  auch  für  die  StöleBchß  Verallgemeinerung  desselben  erreichen, 
welcher  die  Stetigkeit  in  emem  Dreieck  behauptet.    Dazu  ist  nur  eine 

227)  K.  Knapp,  Grenzwerte  von  Beihen  bei  Annäherung  an  die  Konvergenz- 
grenze, DisB.  Berlm  1907. 

228}  iS^.  Cliaj^an,  On  non  integral  Order  of  sununability  of  scnes  and  lute- 
grala,  Proc  Lond.  math  Soo  (2)  9  (1910),  p.  869—409.  Ccsdrosche  Mittel  un- 
endlich hoher  Ordnung  siehe  bei  G-.  H.  Eardy  u  S.  Ghapman,  Quart.  J  of  math 
42  (1911),  p   181—215 

229)  E.  Gesäro,  Demonstration  d'un  th^or^me  de  M  Appell,  Mathesis  (2)  8 
(1898),  p.  241—248, 
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entsprechende   Ton  JE  LasJcer*^)   und  Ä.  Pringsheim^^^)  angegebene 
Verallgemeinernng  des  Cesäroscken  Grenzwertsatzes  nötig. - 

Die  Fragen  nacL  notwendigen  sowohl  wie  nach  hinreichenden 
Bedingungen  für  OesäroBche  Summierbarkeit  sind  noch  wenig  ge- 
klärt. Ziemlich  an  der  Oberfläche  liegt  die  Tatsache,  daß  fiir  eine 
{G,  k),  d  h.]  mit  Cesdro  sehen  Mitteln  Ä*"  Ordnung  summierbare 
Reihe  a„=  0(w*)  sein  muß.'*^)  Etwas  tiefer  liegt  die  notwendige  Be- 
dingung**') a^  =  o(«*).^"'  ^)  Dahin  gehört  femer  ein  Satz  von5".  Boh-^^) 
und  M.  Rie30^^%  wonach  ^  —  yon  (Je  —  1)^  Ordnung  summierbar 
ist,  stets  dann,  wenn  2a^  von  Ä'®'  Ordnung  summierbar  ist.  Chap- 
man^^^)  hat  dies  dahin  erweitert,  daß  die  Annahme  ausreicht,  daß 
die  Mittel  Ä*"  Ordnung  Yon  Ha^  beschränkt  seien.  Hierher  gehören 
gewisse  Resultate  über  die  Summabilitätsgeraden  JDiricJdetsGh&r  Reihen. 
Hardy^^^)  hat  seine  Verallgemeinerung  des  Jtfac-iawnM sehen  Konver- 
genzknteriums  zu  einem  Summabilitätsknterium  erweitert. 

Dahin  gehören  endlich  Sätze,  die  aus  der  Summierbarkeit  von 
Sa^  auf  die  von  Sa^f^id)  schließen  lassen,  wenn  die  f^iß)  gewisse 
Eigenschaften  haben.^*^) 

lAttlewood^^'')  und  S.  Bohr^^)  gaben  Beispiele  von  Reihen,  für 
welche  die  Mittel  nicht  einer  emzigen  Ordnung  existieren,  und  die 
gleichwohl  nicht  eigentlich  divergieren. 

230)  E.  Lask&i,  tTbei  Eeihen  an  der  Eonvergenzgrenze,  FHl  Trans  of 
London  196  (1901),  p.  481—477. 

281)  A>  JPrvngsheim,  Über  den  Divergenzcharakter  gewisser  Fotenzreihen  an 
der  Konvergenzgrenze,  Acta  math   28  (1904),  p.  1 — 80. 

282)  Die  ^5eZsche  Smnmierbarkeit  ist  also  eine  Folge  der  Oasoro sehen.  Dies 
ergibt  sich  auch  schon  ans  einer  viel  älteren  Untersuchung  von  Appell,  Sur  cer- 
taines  s^ries  ordonn^es  par  rapport  aux  puissances  d'une  variable.  Paris  G.  B. 
87  (1878),  p  689 — 692  !&a  steht  auch  schon  als  Folge  viel  allgemeinerer  Sätze 
bei  Eadamard  (Die  Äppdl Bchen  Sätze  hinwiederum  ergeben  sich  als  unmittel- 
bare Folgerung  aus  dem  Cesoro sehen  Grenzwertsatz)  Knojop  hat  zuerst  die  be- 
herrschende Bedeutung  des  C^dro  sehen  Grenzwertsatzes  hervorgehoben. 

233)  T  J  JBromwich,  Introduction  to  the  theory  of  infinite  senes,  London 

1908,  §  128;  S  Ghapman,  a  a   0.  228),  p.  879. 

234)  S  Bohr,  Über  die  Summabilität  J)»ncÄZc* scher  Reihen,  Gott.  Nachr. 

1909,  p.  217—262 

286)  M  Btesz,  Sur  les  sönes  de  JDtrichlet,  Paris  C.  R.  148  (1909),  p.  1668 
—1660 

236)  Ö.  JS  Hardy,  Theorems  connected  with  Jfac-iawnM'a  test  for  the  con- 
vergence  of  seriee,  Proc   of  the  Lond  math   soc.  (2)  9  (1910),  p.  126—144. 

287)  J.  JE  Ltttlewood,  The  converse  of  ÄheVß  theorem  on  power  series,  Proc. 
Lond  math  Soc  (2)  9  (1910),  p.  434—448;  vgl.  auch  JE  Landau,  Über  einen 
Satz  des  Herrn  lAttUioood,  Rend    di  Palermo  86  (1918),  p  265—276. 

288)  H  Bohr  bei  JB.  Landau,  a.  a   0   186),  p.  88. 
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Die  Cesäro  sehen  und  die  Holder  Bcken  Mittel  besitzen  die  gleiche 
Tragweite,  d.  h.  wenn  die  Cfesarö  sehen  Mittel  Ä*"  Ordnung  existieren 
und  die  Summe  s  liefern,  so  existieren  auch  die  Holder Bcken  Mittel 
Ä**'  Ordnung  und  liefern  die  gleiche  Summe  und  umgekehrt.  Das 
ist  der  Inhalt  des  nach  seinen  Entdeckern  benannten  Knopp-SchnceBcihen 
Satzes*'®).    Den  kürzesten  Sachgemäßesten  Beweis  gab  J.  Schur^^)^^) 

54.  Weitere  Smumationsmethoden.  Namentlich  fQr  die  Zwecke 
der  DincliletBohen  Reihen  hat  M.  Eiesg^')  eine  neue  Summations- 
methode  eingeführt     Er  setzt 

(a.) 

Wenn  dann  lim  (7^  =  s  ist,  so  heißt  s  die  Summe  der  Reihe  -27 a„. 

ÜJ-VOO 

Man  sagt,  sie  sei  (JRAv)  summierbar.  Dabei  bedeutet  X{co)  emeposi- 
tiye  mit  to  monoton  über  alle  Grenzen  wachsende  Funktion,  v  ist  die 
Ordnung  dei  Summierbarkeit.  Fdr  A(aj)  =  o  stimmen  die  Riesgacheix 
Mittel  v*^'  Ordnung  mit  den  Ocsarö sehen  Mitteln  v*"  Ordnung  über- 
ein. Es  ist  für  die  Methode  wesentlich,  co  durch  beliebige  nicht  nur 
durch  ganzzahlige  Werte  gegen  unendlich  streben  zu  lassen. 

Die  Cesäro  sehen,  die  J7o7^6r  sehen  und  die  BiesaBchen.  Mittel  sind 
Spezialfälle  der  allgemeinen  linearen  Mittelbildangen.  Auch  bei  der 
Mittaff-Leffler BGheji  Theorie  der  analytischen  Fortsetzung  lernten  wh* 
solche  linearen  Mittel  kennen.**^)    Ich  hebe  noch  die  JBorelBchen  Mittel 

289)  K.  Knopp  a.  a  0  227);  W  Schnee,  Die  Identität  der  JTJ/d«*  sehen  und 
CcÄÄro aohen  Grenzwerte,  Matb.  Ann.  67  (1909),  p.  110—126 

24.0)  J.  Schur,  Über  die  Äquivalenz  der  JfföTder sehen  und  Ccsaro  sehen  Mittel- 
werte, Math.  Ann.  74  (1913),  p  447—468.  Dazu  vgl.  K.  Knopp,  Bemerkung  zu 
der  vorstehenden  Arbeit  des  Herrn  J*  Scliw/,  Math  Ann  74  (1918),  p  459 — 461. 
IFemer  vgl  dazu  E  Landau  a.  a  0  186);  A.  PrmgsJteim,  Über  die  Äquivalenz 
der  sogenannten  ^ö7(2ei'schen  und  Cesdro  sehen  Grenzwerte  und  die  Yer  all  gern  eine- 
rung  eines  beim  Beweise  benutzten  Grenzwertsatzes,  Münch  Ber.  1916,  p  209 — 224 

241)  Weitere  Beweise  gaben  W.  JB.  Ford,  On  the  relation  between  tbe  sum 
formula  oi  Sölder  and  Gesät  o,  Amer.  J.  82  (1910),  p  816—826,  B.  Ottolenghi, 
Coesistenza  ö  identitä  dei  limiti  di  Höld&r  ö  di  Cesäro,  Padua  1911;  O  Faber, 
Über  die  HÖlderachen  und  Ce«dro sehen  Grenzwerte,  Münch  Ber.  1918,  p  619 — 681. 

242)  M.  Btese,  a)  Sui  la  sommation  des  s^es  de  Dirichlet,  Fans  C.  R  149 
(1909),  p.  18 — 21;  b)  üne  m^thode  de  sommation  äquivalente  ä  la  mäthode  dos 
raoyennes  arithm^tiques,  Paris  0.  R.  162  (1911),  p  1651 — 1664 

24Sj  0.  Tücphte,  Über  allgemeine  lineare  Mittelbildangen,  Frace  mat.  fis 
82(1911),  p  118 — 119,  hat  sich  mit  der  allgemeinen  Frage  der  Äquivalenz  linearei 
Mittel  befaßt.  T.  Kojima,  On  generalized  To^htea  theorems  on  limit  and  their 
applications ,  Töhoku  M.  J  12  (1917),  p  291—326.  Zur  ganzen  Fragestellung: 
N.  JE  Nörlundj   Sur  une  apphoation    des   fonctions  permutables,   Lunds  üniv, 
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hervor,  weil  sie  viel  behandelt  worden  sind.^  Bezeichnet  man  mit 
s^  die  n**  Partialsiimme  der  a^,  so  ist  die  J?öreZsche  Summe  durch 
den  Gfrenzwert  "^      x'* 

erklärt.  Aus  einem  unmittelbaren  Analogen  zu  dem  p.  478  erwähnten 
Gesäro  Bchen  Satz  ergibt  sich  sofort,  daß  auch  diese  Mittel  zu  einer 
Verallgemeinerung  des  Catichy sehen  Summenbegriffes  führen.  Der  in. 
Betracht  kommende  Grenzwertsatz  lautet:  Wenn  Ea^e^  und  2?&„Ä"zwei 
ganze  Funktionen  sind,  und  wenn  die  \  positiv  sind,  so  gilt  bei  An- 
näherung durch  positive  x  stets: 

hni^^^  =  lim^ 

»->oo        n  n->eo     n 

wenn  der  zweite  Grenzwert  existiert***»^) 

55.  Beziehungen  zwisolLen  den  versoliiedenen  Snznmations- 
methoden  Im  -4&eZschen  Grenzwertsatz  sowie  semen  Verallgemeine- 
rungen, ferner  im  JKJzöjjp-yScÄwee  sehen  Satz  haben  wir  schon  eine  Reihe 
von  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  Mittelbildungen  kennen 
gelernt  Das  aUerdings  noch  lange  nicht  abgeschlossene  Studium  dieser 
Beziehungen  hat  zu  einer  Reihe  von  Sätzen  geführt,  die  wir  jetzt 
darlegen  wollen. 

Cesäro-^Cesäro.  Es  handelt  sich  um  die  Beziehungen  zwischen 
der  Konvergenz  der  Ceso/o  sehen  Mittel  verschiedener  Ordnungen.  Mit 
den  Mitteln  &***■  Ordnung  konvergieren,  -wie  schon  erwähnt,  alle  Mittel 
höherer  Ordnung  zur  gleichen  Summe.  Natürlicb  kann  man  nicht  um- 
gekehrt aus  der  Konvergenz  der  Mittel  Ä**'  Ordnung  auf  die  Kon- 
vergenz der  Mittel  niedrigerer  Ordnung  schließen,  solange  man  nicht 
besondere  Voraussetzungen  über  die  Reihenglieder  hinzunimmt.  Man 
kann  nämbch  zu  jeder  Ordnung  Reihen  angeben,  die  genau  zu  dieser 
Ordnung  und  zu  keiner  niedrigeren  summierbar  sind.**^) 

Kronecker^*^)  gab  schon  die  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 

ÄrBskriffc  Avd.  2,  Bd  16,  Nr.  8  (1919);  0.  Terron,  Beitrag  znr  Theorie  der  diver- 
genten Reihen,  Math  Ztschr  6  (1920),  p  286—810. 

244)  E  Borel,  a.a  0. 152),  I69a),  169b),  58  a),  169 e)  Die  mangelhaften  Be- 
weise Boreis  hat  G.  E.  Sardy  "')  in  Ordnung  gebracht 

244,1)  Für  Erweiterungen  dieses  Satzes  vgl.  Dienes,  a  a  0  177);  G  Vahron, 
a)  a.  a  0.  120);  b)  Hemarqnes  snr  la  sommation  des  sänes  divergentes  par  lea 
mßthodes  de  M  Borel,  Rend    di  Palermo  42  (1917),  p  267—284 

245)  Für  ganzzahlige  Ordnung  schon  bei  Ceadro'") 

246)  L.  Kronecker,  Quelques  remarques  sur  la  dötermination  des  valeurs 
moyennes,  Paris  0   R   103  (1876),  p.  980—987. 
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dingungen  für  die  Konvergenz  einer  nach  arithmetischen  Mitteln  suni- 
mierbaren  Reihe  i?a„  an.  Das  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn 
die  arithmetischen  Mittel  von  wa„  gegen  Null  streben.  Man  kann 
dies  sofort  dahin  erweitern  (ein  Beitrag  dazu  bei  Knopp^^"^)),  daß  aus 
der  Konvergenz  der  Mittel  Ä*"  Ordnung  die  der  Mittel  nullter  Ord- 
nung, also  die  Konvergenz  im  (7flMc7ii/ sehen  Sinne  dann  und  nur  dann 
iolgt,  wenn  die  Mittel  erster  Ordnung  von  wa^  gegen  Null  streben. 
Und  dies  läßt  sich  dahin  erweitern,  daß  aus  der  (C,  k)  die  (ö,  r)  mit 
f  <Ä  dann  und  nur  dann  folgt,  wenn  die  (6',r-j-  1)  von  «a,,  gegen 

'Null  streben.   Insbesondere  folgt  aus  fl„==  ^\)  ^^^  ^^^'  Summiwbar- 

keit  (0,  1)    die   Konvergenz  von   Ua^     Hardy^^^)  zeigte   z.  B.   iiu 

diesen  speziellen  Fall,  daß  schon  «„=  <^(~)  s^^^'^t  a^=  o(— j  ausreicht, 

und  Landau^^)  hat  dies  dahin  erweitert,  daß  sogar  die  einseitige  Be- 
schrUnktheit  von  na^  bei  reellen  a^  ausreicht.  Erwähnung  verdient 
noch   ein   Satz   von   Hiwdy  und  LiUlewood'^^),   daß   aus  (C,  1)   und 

n  ""  ~  ""-1 »-  0(1) 
stets  ttn'"'  0  (•-)  und  (C,  0)  von  i"«^  folgt. 

Cesäro-^Abel.  Der  AhelBche  Grenzwertsatz  in  semer  Verallge- 
meinerung auf  Cfesaro sehe  Mittel  schließt  aus  der  Konvergenz  der 
Mittel  /cter  Ordnung  auf  die  Existenz  und  die  Äquivalenz  der  Alcl- 
schon  Mittel.  Gerade  auf  dieser  schon  oben  behandelten  Tatsache  hn- 
mht  die  funktionentheoretischo  Bedeutung  der  Ccstfro  sehen  Mittel,  als 
ein  Verfahren  zur  Berechnung  der  j4&cZschen  Grenzweite,  also  zur 
Untersuchung  des  Verhaltens  der  Funktion  bei  Annäherung  an  eiim 
Stelle  auf  der  Peripherie  des  Kouvergenzkreises. 

Ähel-^Cesäro.  Will  man  umgekehrt  aus  der  Existenz  der  ui&eZ sehen 
Mittel  auf  die  der  (7esaröschen  schließen,  so  kommt  man  wieder  nicht  ohn« 
besondere  weitere  Voraussetzungen  über  die  Reihenglieder  aus  LiiÜc- 
wood^^^)  hat  ohne  Beweis  ein  Beispiel  einer  Reihe  gegeben,  die  nach  Ahd 
Bummierbar  ist,  die  aber  nach  Gesa/ro  zu  keiner  Ordnung  summierbar 
ist.  Insbesondere  kann  man  also  nicht  ohne  besondere  Annahmen 
über  die  a^  auf  die  Konvergenz  von  Sa^  schließen  (z.  B.  Il{ —  l)'*^;'' 

247)  K.  Kivopp,  Eine  notwendige  und  hinreichende  Kouvergenzbedingiing, 
ßend   di  Palermo  26  (1907),  p.  287—262. 

248)  Q-  n  Hardy,  Theorems  relating  to  the  smnmability  and  convergence 
of  slowly  osciUating  series,  Froo.  Lond.  matb  Soo  (2)  8  (1909),  p,  801—820. 

249)  E.  Landau^  Über  die  Bedeutung  einiger  neuerer  Grenzwerts&tze  der 
Herren  Hardy  und  Äxer^  Prace  mat   fis.  21  (1910),  p.  97 — 177 
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bei  x—>  1).  Nicht  einmal  die  Annahme  a„— >0  reicht  dazu  aus.^°) 
lAUUivoods  Beispiel  würde  zeigen,  daß  aus  a„— >-0  nicht  einmal  die 
Konvergenz  eines  {0,r)  folgt  Wohl  aber  zieht  nach  Prmgsheim^^^ 
a^'^0  für  alle  rt  und  Ua^i^—^a  für  e -^  1  nach  sich,  daß  Ua^  =  a 
im   CauchysGheTo.   Sinn     Tiefer  liegt   der   Satg  von   Tcmher^^^).    Aus 

Sa^^-i-afum-^fl  (radialjund  '^  +  ^"*  +  ^  +  '*"«->0...  fürn~^oo, 

also  insbesondere  a  B  ausna^—>0  folgt  die  Konvergene  Sa  „=a  imCauchy- 
schen  Sinn.  (Man  beachte  die  Ähnlichieit  dieses  Satzes  mit  dem  von 
Kronecker j  den  wir  p.  481  erwähnten  In  beiden  ist  eine  Hauptbe- 
dingung die,  daß  das  arithmetische  Mittel  der  na^  gegen  NuH  geht.) 
Landau^^^)  hat  einen  analogen  Satz  für  nichtradiale  geradlmige  An- 
näherung, Hardy  und  Liülewood^^)  sogar  für  Annäherung  auf  ge- 
wissen den  Konvergenzkreis  berührenden  Kurven  angegeben.  Angeregt 
durch  gewisse  bei  Cesäro^Gesdro  angeführte  Ergebnisse  gelangte 
Litüewood^^'^)  zunächst  zu  der  Erkenntnis,  daß  man  beim  TattJerschen 

Satz  schon  mit  a„=  Oi—A  auskommt  Scurdy  und  TjM&wood^^^  ge- 
langten sogar  zum  Nachweis  der  Gültigkeit  des  TaMter sehen  Satzes 
bei  einseitiger  Beschränktheit  von  na^  und  reellen  a„.  Endlich  smd 
Hardy  und  Litüewood^^^^^^  zu  dem  folgenden  diese  Entwicklungen  ab- 
schließenden Satz  gelangt:  Wenn  a„  =  0\-—\  ist,  dann  ist  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  für  die  CaMCÄysche  Konvergenz 

von  2%  =  A  die,  daß  <^{e)  =  j— ^  S'iT+T  ^^  —  '^"^^^  "^"^  ^®°^ 
z—^-Q  auf  irgendeinem  Weg,  oder  auch  die,  daß  dies  längs  ciUen  Wegen 
zutrifft.  Wenn  Za^i^—>-A,  so  gilt  auch  ^{is)-~^A,  aber  nicht  um- 
gekehrt 

250)  A  Prtngsheim,  Über  die  Divergenz  gewissei  Fotenzreihen  an  der  Eon- 
vergenzgrenze,  Münch.  Ber.  81  (1901),  p  506 — 524;  L.  F^ir,  Über  gewiese  Potenz- 
reihen an  der  Konrergenzgienze,  Mfinch  Ber  1910,  Nr  8,  p  1—  17;  J  E.  LtttleiDOod, 
a.  a  0.287);  ^.  Xt«fim^  a)  Über  eine  Fotenzreihe,  Bend  di  Palermo  82  (1911),  p  886 
—890;  b)  Über  einen  Fall  der  Taylor  sehe  Beihen,  Mosk.  math  Samml  28  (1912), 
p  296—302  Die  beiden  Abhandlungen  stinunen  überein  Das  LumnudhQ  Bei- 
spiel zeigt  BOgar,  daß  eine  Reihe  Za^^  mit  a„  ->■  0  in  jedem  Punkt  des  Ein- 
heitskreises  divergieren  kann. 

261)  A  Tauber,  Ein  Satz  ans  der  Theorie  der  nnendhchen  Beihen,  Monatah 
Math.  Phys.  8  (1897),  p.  278—277;  man  vgl.  auch  A  PnngBheim"'). 

252)  E.  La/ndau,  Über  die  Konvergenz  von  einigen  Elassen  von  unendlichen 
Beihen  am  Bande  des  Konvergenzgebietee,  Monateh.  Math  Phys  18  (1907),  p.  8—28 

268)  G.  H  Hardy  u  J.E  JJittlewood,  a)  Tauberian  theorema  conceming 
power  series  and  Dirichlet''s  aeries  "VThose  coefficienta  are  positive,  Froo.  Lond. 
math   Soc.  (2)  13  (1914),  p.  174—191;  b)  a.  a.  0.  220,1)  b). 
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Mau  kaun  auch  unter  ZnliilfeDalime  der  Koeffizientendifferenzeu 
JlÄeZ-vCesdrö-Sätze  angeben.  So  kann  man  nach.  Haräy  und  Littlewood 
in  dem  letzten  unter  Gesäro-^Gesäro  angegebenen  Satze  die  vorausge- 
setzte (0,1)  durch  die  Summierbarkeit  nach  Äbd  ersetzen 

In  noch,  anderer  Form  gibt  Fej6r^^)  Bedingungen  für  Äbd-^Cesäro. 
Sein  Ergebnis  lautet  in  einer  von  Haräy-LitÜewood^^^'^)  gegebenen 
Verallgemeinerung^^^):  Aus  der  Konvergenz  von  27wP|a„|''+^  (p>0) 
in  Verbindung  mit  -d&eZecher  Summierbarkeit  lim  Ua^a^^^  a  folgt  die 
Konvergenz  2]a^  =  a . 

Die  Sätze  dieses  Abschnittes  sind  im  G-runde  bisher  lauter  Sätze 
Abd^Gauchy.  Von  Sätzen  Ahel-^Gesäro  bei  höherer  als  der  nullten 
Ordnung  ist  bisher  nur  vyenig  bekannt  Der  folgende  liegt  schon 
ziemlich  tief,  obwohl  er  nur  das  Analogon  zu  dem  einfachen  oben 
gegebenen  PnH^sÄeiW sehen  Satze  ist  (p  483).  Dieser  Satz  kann  so  aus- 
gesprochen werden:  Wenn  die  Partialsummen  der  reellen  a„  einseitig 
beschränkt  sind,  und  wenn  Sa^  nach  ^&eZ  sehen  Mitteln  summierbar  ist 

und  dabei  die  Summe  a  besitzt,  d.  b.  wenn  lim  Ea^x^=  a  ist,  so  ist 

«-»■1 

die  Reihe  auch  nach  aritbmetiscben  Mitteln  erster  Ordnung  zur  gleichen 
Summe  summierbar.'"» ^)  Littlewood^'')  zeigte:  Sind  die  (G,r)  von 
Sa^  beschränkt  und  existiert  lim  27  a^a;",  so  ist  2a^  mit  {C,r  +  1) 
summierbar. 

Weiter  weiß  man  noch,  daß  nicht  einmal  aus  a^  — ►  0  in  Ver- 
bindung mit  ^&eZscher  Summierbarkeit  die  Gesa/roBche  Summierbarkeit 
folgt.    {Littlewood^^'')) 

JEider-^Cesdro:  Hier  wünscht  man  also  aus  der  Regularität  der 
Funktion  I^a^i^  bei  ä  =  1  auf  die  Summierbarkeit  von  2Ja^  zu  schließen. 
Daß  dazu  noch  weitere  Voraussetzungen  über  die  a^  nötig  sind  oder 
über  den  Bereich,  in  dem  die  Funktion  regulär  ist,  ist  allgemein  be- 
kannt. Beispiele  liefern  ja  schon  die  Ableitungen  von  2]{ —  lye^  Weiter 
gibt  es  Potenzreihen,  die  in  j?  =  1  regulär  sind,  deren  Koeffizienten- 

254)  L.  Fe3^,  a)  La  couvergence  sur  son  cercle  de  convergence  d'une  BÖne 
de  puIsBances  efFectuaat  une  lepr^aentation  conforme  du  cercle  aur  le  plan  simple, 
Paris  C  R.  156  (1913),  p  46—49;  b)  Über  die  Konvergenz  der  Potenzieihe  an 
der  Konvergenzgrenze  in  FtLllen  der  konformen  Abbildung  auf  die  schlichte  Ebene, 
Festschrift  für  JH.  Ä  Schwans  (1914),  p.  42—53. 

254, 1)  Hardy  u.  Lttflev>ood,  a)  a  a.  0. 258)  a);  b)  Some  theorems  conceming 
Birichlet  series,  Mess.  of  math.  (2)  48  (1914),  p  184—147;  vgl  auch  Landau, 
a  a.  0.  186)  Der  im  Text  angegebene  Satz  erscheint  bei  Haräy-Litilewood  in 
anderer  Fassung  Dort  handelt  es  sich  um  die  tiefe  Erkenntnis,  daß  man  die 
Lasier- PnngsTieiniBdhen  Sätze  von  p  478  bzw.  p.  488  über  das  "Wachstum  der 
Funktionen  umkehren  kann,  wenn  die  »„"^0  sind. 
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summe  dort  aber  zu  keiner  Ordnung  summierbar  ist.  So  ist  z.  B. 
nacb  p.  467  27( —  iyg{v)0*  bei  £f  =  1  regulär,  wenn  g(v)  vom  Minimal- 
typus  der  Ordnung  Eins  ist.  Natürlich  reichen  hier  alle  die  Voraus- 
setzungen aus^  die  es  erlaubten;  aus  der  Existenz  der  ^^eZschen  Mittel 
auf  die  Cesarosche  Summierbarkeit  zu  schließen.  Aber  es  ist  zu  erwarten, 
daß  man  angesichts  der  in  der  EiderscheD.  Summierbarkeit  liegenden 
gegenüber  der  bloßen  Äletsohen  Summierbarkeit  verstärkten  Voraus- 
setzung mit  weniger  Zusatzannahmen  über  die  Koeffizienten  auskommen 
kann.  Das  ist  in  der  Tat  der  Fall  Der  wichtigste  hierher  gehörige 
Satz  ist  der  von  Fatou.  Er  entspricht  genau  dem  Satz  von  Tauber 
Fatou^^)  hat  entdeckt,  daß  für  eine  hei  g  =  1  reguläre  BeOie  Sa^^  mit 
a„  — >-  0  die  Ha^  "konvergiert  Dies  ist  eine  Verallgemeinerung  des  we- 
niger scharfen  Hadamardachen  Satzes  ^^*),  der  a„  =  o{n')  filr  ein  «  <  0 
statt  a„  — >•  0  verlangt.  Den  schwierigenFoÄJUschen  Beweis  h.ü.iM.Biese^^^) 
durch  zwei  weitere  einfachere  ersetzt.  Namentlich  der  zweite  Beweis 
ist  sehr  kurz.  M.  Riese  hat  auch  einige  weitere  ^a^amar^sehe  Sätze 
verschärft  und  gefunden,  daß  aus  a„  =  o(w*')  die  Konvergenz  der  Mittel 
r*"  Ordnung  folgt*"*').  Schon  Hadamard  hat  gesehen,  daß  es  bei  diesen 
Koeffizienten  Voraussetzungen  nur  emer  geringeren  Annahme  als  der 
Regularität  der  Funktion  bedarf,  um  die  Summierbarkeit  erschließen 
zu  können.  An  allen  Punkten  negativer  Ordnung  bleibt  nämlich  das 
Resultat  richtig.   (Vgl.  p.  490.) 

In  anderer  Richtung  liegt  ein  nicht  miuder  wichtiger  Satz  von 
M.  Theag^^"^).  In  einem  den  Konvergenzkreis  enthaltenden  Kreisbogen- 
dreieck, das  nur  eine  Ecke  mit  der  Konvergenzkreisperipherie  gemein- 
sam hat,  und  dessen  Rand  denselben  unter  von  Null  verschiedenen 
Wmkeln  trifft,  sei  f{e)  analytisch  und  einschUeßhch  des  Randes  stetig. 
Dann  konvergiert  die  /"(«)  darstellende  Potenzreihe  gleichmäßig  auf  dem 
ganzen    Konvergenzkreis.     0.  Szds8   hat    bemerkt,    daß    das    gleiche 

266)  M  Btesz,  a)  Über  einen  Satz  des  Herr  Fatou,  J.  f  Math.  140  (1911), 
p.  89—94;  b)  Neuer  Beweis  des  JPafouschen  Satzes,  GOtt.  Nachr.  1916,  p.  62—65; 
c)  Satze  über  Potonzreihen,  ArkiT  for  mat  astr.  och  fys  11  (1916),  Nr.  12.  Zum 
JF'atouschen  Satz  vgl  auch:  W  H  Toung,  On  restncted  Fou/t'ier  series  and  the 
convergence  of  power  series,  Proc  London  math.  Soc  (2)  17  (1919),  p  353 — 886 

266)  Ein  Analogen  dieses  Satzes  fehlt  bei  den  JbeZschen  Mitteln  Wohl 
aber  gibt  Dienes,  a.  a  0  177)  (vgl  auch  Paris  G  R  153  (1911),  p  802—805)  an, 
daß  statt  der  Begularität  im  Punkte  e  =  \  schon  die  Stetigkeit  der  Funktion  in 
dem  durch  g=aX  erweiterten  Kreise  genüge,  eine  Annahme  also,  die  etwas  mehr 
besagt  wie  ÄbehokQ  Summierbarkeit.  Allerdings  könnte  der  Satz  nur  für  9  «=  0 
gelten  Denn  nach  Fe^dr '"')  gibt  es  Reihen  mit  a^  — ►  0,  welche  im  abgeschlosse- 
nen Einheitskreise  stetig  sind,  und  die  doch  in  einer  überall  dichten  Menge  von 
Periphenepunkten  divergieren 
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für  ein  Kreisbogen-Sw-Eek  gilt,  das  in  «Ecken  die  Peripherie  trifft.  Ein 
Teil  des  BiessBchen  Resultates  ist  in  einem  älteren  Satze  von  Prmgs- 
Äeim^'')  entLulten  Dieser  läßt  z  B  ;«(  =  1  die  einzige  Singularität  von 
f{8)  in  |ä|  <  JJ  mit  JR  >  1  sein.  Ist  \f{0)  \  außerdem  z.  B.  beschiänkt 
m  diesem  Bereich,  so  konvergiert  '^{is)  auf  [;er|=:l  mit  eveutueUer 
Ausnahme  von  ^  ==  1  selbst 

(7esdro->J?MZer;  Der  Liickensatzp.  461/62  lehrt,  daß  etwa  hier  vorhan- 
dene Sätze  von  ganz  anderer  Art  sein  müßten  als  die  bisher  besprochenen. 

Bevor  wir  weitergehen,  sei  indessen  noch  auf  Untersuchungen 
hingewiesen,  die  mit  dem  bisher  Besprochenen  m  gewissem  Maß  ver- 
wandt sind.  An  Stelle  von  Stetigkeit  oder  Regularität  der  Rand- 
funktion treten  dort  gewisse  allgemeinere  Eigenschaften  derselben. 
Ferner  wird  nicht  nm*  die  Frage  der  Konvergenz,  sondern  auch  die  der 
absoluten  Konvergenz  am  Rande  betrachtet.  Es  zeigt  sich  z.  B ,  daß 
eine  Potenzreihe  an  der  Konvergenzgi-enze  ausnahmslos  und  gleich- 
maßig konvergieren  kann,  ohne  doch  absolut  zu  konvergieren.**^)  ^*°) 
Doch  möchte  ich  diesen  Untersuchungen  keine  näheie  Darlegung  wid- 
men, da  sie  eher  der  Reihenlehre  als  der  Funktionentheorie  angehören 

Cesäro^Borel:  Zwar  kann  man,  wie  schon  oben  bemerkt,  aus  der 
Konvergenz  einer  Reihe  auf  ihre  Summierbarkeit  im  Sorehoken  Sinne 
schließen.  Aber  die  Konvergenz  der  (7esa»"0schen  Mittel  einer  höheren 
Ordnung  erlaubt  den  gleichen  Schluß  nur  unter  gewissen  weiteren 
Annahmen  über  die  Koeffizienten.^''^) 

Borel->Cesäro:  Hier  gelten  analoge  Sätze  wie  bei  Äbel-^Cesdro 
Eardy  und  Liülewood^^)  haben  diesen  Fragen  eine  ausführliche  Untei- 
suchung  gewidmet.  Ohne  besondere  Annahmen  über  die  Koeffizienten 
lassen  sich  keine  Schlüsse  ziehen.    Eine  solche  Bedingung  ist  etwa 

a  ==x  0(-7= )     Anders  wie  bei  Ähel-Oesäro  gelten  hier  auch  analoge 
"         \VnJ 

Sätze  für  Mittel  höherer  Ordnung.    Aus  ^*-^)=  öU    V  folgt  die 
Summierbarkeit  Ä*°'  Ordnung  für  eine  nach  Borel  summierbare  Ua^ 

257)  A.  Pnngsheim,  t3ber  Potenzreihen  auf  dem  Konvergenzkreia  und 
FotmerBohe  Reihen,  Milnoh.  Ber.  1896,  (p  887—894),  p  846. 

258)  ff.  B.  Hardy,  a)  a  a  0.  178);  b)  Fuither  reaearchefl  in  the  theoiy  of 
divergent  senes  and  integrale,  Cambr  phü  trans.  21  (1908),  p.  1—48;  o)  a  a.  0. 248); 
Bromwich,  a  a  0  288),  p.  819;  O.  JS.  Kardy  und  J  E.  Ltttlewood ,  a)  The  rela- 
tion  between  Boreh  and  CesäroB  methods  of  smmnation,  Froc.  Lond  math.  Soc. 
(2)  11  (1912),  p  1 — 16,  b)  Theorems  conceming  the  summabihty  of  senea  by 
Borel'B  exponential  method,  Eend.  di  Palermo  41  (1916),  p  86—68  Vgl  auch 
M  Ftyiwara,  Ein  Satz  über  die  BoreUche  Summation,  T6h  Math  J  17  (1920), 
p.  834 — 848  G.  Doetsch,  Eine  neue  Verallgemeinerung  der  J5orc?Bohen  Summa- 
büitätstheorie  der  divergenten  Heiheu,  Diss   GOttingen  1920. 
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Auch  Koeffizientendifferenzenkriterien  sind  von  Hardy  und  Littlewood^^) 
angegeben  worden. 

JEhtler^JBorel:  Es  wurde  sclion  anläßlich  der  analytischen  Fort- 
setzung p.  454  festgestellt^  daß  die  Boreischen  Mittel  ia  allen  regulären 
Periphenepunkten  konvergieren  Statt  der  "Regularitat  genügen  auch 
gewisse  Stetigkeitsannahmen,  um  die  Konvergenz  der  ^orefachen  Mittel 
zu  sichem.^^*) 

Bord-^Abd:  Aus  der  ^öreZschen  Summierbarkeit  folgt  stets  die 
JL&eZsche  zur  gleichen  Smnme.^**) 

AJbd-^Bord:  Hier  sind  keinerlei  Sätze  bekannt. 

Wegen  der  Beziehung  der  JRws^schen  Mittel  zu  den  hier  behan- 
delten vergleiche  man  den  Abschnitt  über  Dw^cÄZefeche  Reihen. 

56.  Das  Waohstum  der  Funktion  bei  Annäherung  der  Yariablen 
an  die  Eonvergenzgrenze.  Wir  knüpfen  nun  wieder  an  emen  schon 
p.  476  erwähnten  Satz  von  JJbd  an,  wonach  stets  dann  ^(<s)  =  Sci^^ 
bei  radialer  Annäherung  an  j»  =  1  über  aUe  Grenzen  wächst,  wenn 
die  Reihe  2?a„  nur  Glieder  mit  einerlei  Vorzeichen  hat  und  divergiert 
Hieran  schließen  sich  eine  Menge  von  Arbeiten  an,  die  es  sich  zur 
Aufgabe  machen,  aus  der  Art  der  Divergenz  von  Sa^  auf  die  Art  des 
Wachstums  Ton  ^{z)  für  0  — ►  1  zu  schließen.  Daß  em  solcher  Zu- 
sammenhang besteht,  hat  Ap^dl^^^)  entdeckt.  Seine  Resultate  wurden 
dann  namentlich  durch  Brw^shmm^^^)  auf  allgemeinere  Reihen  und 
auf  nicht  nur  radiale  Annäherung  erweitert.  Dabei  hat  dann  wieder 
ein  in  seiner  einfachsten  Form  auf  Cesa/ro^^^)  zurückgehender  Satz  sich 
den  an  ÄppeU  anschließenden  Methoden  überlegen  gezeigt  Diese  letzteren 
benutzen  gewisse  Integralabschätzungen  und  wurden  von  Le  Eoy^^) 
bei  aUgememeren  Reihentypen  verwendet 

Schon  die  vorhin  angeführten  Sätze  Cesaro-^Äbd  lassen  sich  in 
der  jetzt  von  uns  gewollten  Weise  interpretieren  Aus  der  p  478  ge- 
gebenen Anwendung  des  CesärOBchen  örenzwertsatzes  und  der  zweiten 
Definition  der  Cesoroschen  Mittel  schließt  man  näiplich  leicht  auf  einen 
aUgememen  zuerst  von  ÄpjoeU  angegebenen  Satz,  und  zwar  gleich  m 
der  allgemeinen  Fassung,  die  ihm  auf  Ap^dls  Anregung  Soud^e^^^)  und 
unabhängig  davon  Cesäro^^^)  gegeben  haben    Das  Resultat  ist  dieses: 

269)  P.  Dzenes,  a  a  0  177). 

260)  K  Phragmin,  a  a.  0.  176);  G  H  Hardy,  a)  a  a  0  178);  b)  The  uni- 
form convergonce  of  JBoreZa  integral,  Mess.  of  math.  40  (1911),  p  161—166; 
E  LcmdaUf  Anszag  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Landau  an  den  Herausgeber, 
Acta  math    42  (1911),  p.  95—98 

261)  SoudSe,  Solution  de  la  question  1624,  Nout  Ann  (8)  2  (1893),  p  4—0 
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Es  sei  /fc  >  0  und  r  ^  —  1.   Ferner  sei 

n — ^eo  n 

Dann  ist  /  «  \ 

bei  radialer  Annäherung.  Das  luer  gegebene  Resultat  ist  schon  etwas 
allgemeiner  als  das  von  den  genannten  Autoren  zunächst  gewonnene 
Eigebnia.  Denn  diese  ließen  nur  Reihen  mit  positiven  Gliedern  zu  *"'^) 
Wir  haben  uns  ja  auch  schon  auf  die  von  Pringsheim  und  Lasher 
herrührende  Verallgemeinerung  des  öesaroschen  Satzes  gestützt.  Doch 
haben  diese  Forscher  den  Satz  auch  auf  nicht  radiale  Annäliening  im 
StoU&^&n.  Dreieck  erweitert.    Sie  finden: 

Falls  die  Reihe  -Sa^jer"  m  einer  Punktmenge,  welche  0=1  als 
Häufungspunkt  besitzt,  gleichmäßig  divergiert,  d  h.  falls  es  eine  Zahl 
a  >  0  gibt,  so  daß  in  dieser  Punktmenge 

bleibt,  so  folgt  aus  ^ 

lim  -^  •=  n 

daß  y,^^ 

strebt,  falls  z  durch  jene  Punktmenge  gegen  1  rückt.  Gleichzeitig 
folgt  die  gleichmäßige  Divergenz  von  -Sö^ä"  in  der  gleichen  Punktmengo 

Also  auch  die  Annahme,  daß  a„  >  0  sei,  ist  gefallen.  Man  kann 
den  Satz  somit  auf  viel  allgemeinere  Vergleichsreihen  ^o>^b^  mit  be- 
kanntem Wachstum  anwenden.  EineFüUe  derartiger  FäUe  hat  J[.  Prings- 
Jieim^^)  angegeben.  Vgl.  auch  K.  Knopp.^^"^) 

Zum  Studium  des  Wachstums  einer  Punktion  bei  Annäherung  aii 
die  Konvergenzgrenze  ihrer  Potenzreihe  hat  Eadamard^^^)  den  Begi-iff 
der  Ordnung  auf  dem  Konvergensh-eis  geschaffen.  Die  Einfdhmng  dieses 
Begriffes  knüpft  an  die  Beobachtung  an,  daß  durch  Differenzieren,  durch 
Integrieren  sowie  durch  Multiplizieren  der  Funktion  mit  s  die  Lage 
der  endlichen  und  von  Null  verschiedenen  singulären  Stellen  nicht 
geändert  vnrd.  Auch  die  BiemannBchen  Differentiationen  und  Inte- 
grationen nicht  ganzzahliger  Ordnung  besitzen  diese  Eigenschaft  (Vgl 
IIA  2  (Voß).)    Der  einfachste  hierher  gehörige  Prozeß  ist 

1 

261,1)  Für  Ob^O  sind  aber  auch"*  *)  diese  Satze  umkehrbar. 
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Dabei  ist  * 

X 

in  jg  =  0  regulär.  Die  Fnnktion  D'fiji)  hat  durchweg  an  denselben 
Stellen  ihre  Singularitäten  wie  f{0).  Nur  können  in  den  anderen  Zweigen 
noch  bei  ^ef  «=  0  neue  Singularitäten  auftreten  öder  vorhandene  ver- 
ßchwinden.  Das  gleiche  gilt  von  j»  =  oo.  Auf  alle  Fälle  aber  behalten 
die  Ecken  des  Hauptstemes  ihre  Lage.  Für  positive  a  erklärt  der 
Prozeß  eine  Art  Integration,  für  negative  a  eme  Art  Differentiation 
Eine  auf  einem  Kurvenbogen  ;ef>=*f(^)  z.B.auf  |£r|=l  stetige  Funktion 
heißt  nach  Madamard  daselbst  von  beschrankter  Spannung  (ä  öcart  fini), 
wenn  —  unter  t  einen  auf  der  Kurve  variablen  Parameter,  unter  a,  h 
die  Parameterwerte  zweier  Kurvenpunkte  verstanden  —  stets 
h  b 

njf{0(t)}amntdt      und      nJf{ii{t)]coBntdt 

a  a 

beschi-änkt  sind,  für  alle  ganzzahligen  n  und  für  alle  a,  l  auf  der 
Kurve  Die  obere  Grenze  dieser  beiden  Ausdrücke  heißt  Spannung. 
Wir  wenden  dies  insbesondere  auf  das  Verhalten  einer  Funktion  auf 
ihrem  Konvergenzkreise  an  Dieser  sei  der  Kreis  |  ^a^  [  ==  1.  Die  Funk- 
tion sei  f(ß)  =  2^a^0".  Dann  gilt  folgende  Aussage:  2\  a^\  sei  konvergent, 
und  es  gelte  na^  log  n  — >■  0.  Dann  ist  f(g)  auf  |  ^gr  |  =  1  stetig  und  von 
beschränkter  Spannung.   Wenn  umgekehrt  f(0)  auf  |  if  |  b=  1  stetig  und 

von  beschränkter  Spannung  ist,  so  ist  ^^— ^  für  jedes  s  >  0  konvei^ 

gent,  und  es  ist  für  jedes  £  >  0  auch  wlog  n-~  — ►  0. 

Im  allgemeinen  zerfallen  die  Zahlen  et  in  zwei  Klassen,  je  nach- 
dem ob  D"f{z)  auf  dem  Konvergenzkreis  j  iS  |  =  1  stetig  und  von  be- 
schränkter Spannung  ist,  oder  nicht.  Wenn  nämlich  D"f(e)  von  be- 
schränkter Spannung  ist,  so  gilt  nach  dem  eben  angeführten  Satz  für 
Ä>  0  von  Z)*+*/'(js)  das  gleiche.  Ist  &herj)''f(0)  nicht  von  beschräfik- 
ter  Spannung,  so  ist  dies  für  Ä  <  0  auch  nicht  mit  D"+*/'(ä)  der  PaU. 
Es  gibt  daher  eine  Zahl  «d,  welche  beide  Klassen  voneinander  trennt 
Diese  heißt  die  Ordnung  von  f{g)  auf  dem  Konvergenzkreis  Aus  dem 
vorhin  angeführten  Satze  entnimmt  man 

c  =  l-flimsup^il 

^     »_yeo-^       log« 

Der  Begriff  der  Ordnung  läßt  sich  wie  der  der  Spannung  auf  Kreis- 
bogen und  dann  auch  auf  einzelne  Punkte  ausdehnen.  In  einem  Bogen 
des  Kreises  1 0 1  ==  1  heißt  f(a)  von  der  Ordnung  co,  wenn  o  der  Schmtt 
ist  zwischen   denjenigen  Zahlen  «,  für  die  J)''f{d)  von  beschränkte! 
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Spannung  ist,  und  den  ZaUen  a,  für  dio  das  nicht  der  Fall  ist  Da 
offenbar  bei  Verkleinerung  der  Bogens  die  Ordnung  der  Funktion  auf 
demselben  nicht  zunehmen  kanU;  so  hat  sie  bei  unbegrenzter  Ver- 
kleinerung des  einen  Punkt  g^  enthaltenden  Bogens  einen  Grenzwert 
Dieser  heißt  Ordnung  im  Punkte  8^.  Die  Ordnung  auf  einem  Bogen 
ist  daher  die  obere  Grenze  der  Ordnungen  seiner  Punkte.  In  einem 
regulären  Punkt  ist  die  Ordnung  —  cx). 

Der  Begriff  der  Ordnung  steht  in  enger  Beziehung  zum  Wachs- 
tum der  Funktion  bei  Annäherung  an  einen  Punkt.  Diese  Beziehung 
wird  durch  den  folgenden  Satz  gegeben. 

Ist  oji  die  Ordnung  von  fie)  auf  dem  abgeschlossenen  Bogen  (a,  &) 
und  ist  ©1  <  CO  und  ro  >  0,  so  gilt  gleichmäßig  auf  dem  ganzen  Bogen 

lim  (1  —  9)Y((>0  =Oä"»i'^) 
^^<^  Um  (1  —  qY8{q)  =  0 

S{q)  bedeutet  dabei  die  Spannung  von  f(ji)  auf  dem  Bogen 

I  j?  I  =  9;     arg  a  ^  arg  g  ^  arg  h 
Ist  umgekehrt 

lim  Bup  I  (1  —  QYfiQ^^)  \<A    und    lim  sup  |  (1  —  Q^Sio)  \  <  Ä 
e— >-i  ?— VI 

für  arg  a  ^d-  ^  arg  &,  so  ist  auf  dem  Bogen  die  Ordnung  höchstens  o 

Dazu  tritt  noch  der  Begriff  des   WacJisiums.    r  heißt  der  Grad 

des  Wachstums  bei  emer  bestimmten  Ait  der  Annähemng  an  ^  ==  1, 

wenn  r  der  Schnitt  ist  zwischen  denjemgen  Werten  er,  für  dio 

hm  (0  —  1)YW  ==  0 
j — >-i 

ist  und  den  Werten  a,  für  die 

hm  sup  I  {g  —  1)"/'W  I  =  oo 

3 ►! 

ist.  Beispiele  zur  Erläuterung  der  Beziehungen  zwischen  Ordnungs-  und 
Wachstumsbegriffen,  die  sich  ganz  und  gar  nicht  decken,  geben 
J5oreZ  *^^)  "®),  Fdbry^'^^'^).  Der  letztere  hat  diese  Fragen  eingehend 
untersucht. 

261a)  Diese  Aussage   läBt  sich  etwas    verschBji'en.   Nach  Prvngsheim*") 
folgt  aus  00 

^  — ►  0    auch    hm  (1  —  q)^^  a^^O 

Dabei  ist  *«  =  '''i  +  «j  +   "    +  «« ■ 

262)  E.  Bord,  Le9ons  sur  les  säries  a  termes  positifs,  Paris  1902 

262  a)  JE.  Fdbry,   Ordre  des  points  suiguliers  d'une  särie  de  Taylor,   Acta 

math  86  (1912),  p   69—104 
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Belhen  analytischer  Fuiiktioiieii. 

57.  Eigensohaften  der  Summen  konvergenter  Beilien  von  analy- 
tischen Funktionen.  Der  W&iersbraß^t^e  Doppelreihensatz  (11 B  1 
{Osgood),  p.  21)  hat  zu  den  mannigfaltigsten  Untersuchungen  Anlaß 
gegeben.  Schon  Weierskaß^^^)  selbst  erkannte^  daß  eme  Reihe  in  ver- 
schiedenen Gebieten  gleichmäßig  konvergieren  und  in  ihnen  Zweige  ver- 
schiedener analytischer  Punktionen  darstellen  kann. 

Diese  Erscheinung  kommt  m  den  bald  folgenden  Untersuchungen 
Bunges^^^)  erneut  zur  Geltung,  und  Borel^^)  hat  dies  Yorkomnmis  als 
direkte  Folge  der  Existenz  mehrdeutiger  Funktionen  erkannt  '*^)  Weiter 
gab  Bwnge^^^)  em  Beispiel  einer  Eeilie  analytischer  Funktionen,  welche 
zwar  nicht  gleichmäßig  konvergiert,  aber  doch  eine  analytische  Funk- 
tion darstellt  Bunge^^^  hat  folgenden  Satz  bewiesen,  der  bei  seinen 
Überlegungen  eine  hervoiTagende  RoUe  spielt: 

J?i  und  J5j  seien  zwei  einfach  zusammenhängende  Bereiche  mit 
von  NuU  verschiedener  Entfernung  voneinander  Im  Inneren  und  am 
Rande  eines  jeden  derselben  sei  je  eme  reguläre  analytische  Funktion 
f^ijs)  und  f^{g)  gegeben  Dann  gibt  es  em  Polynom,  das  m  B^  um 
weniger  als  s  von  f^{i3)  und  in  J5g  um  weniger  als  8  yotl  f^(8)  abweicht. 
So  ei halten  wir  eme  Folge  von  Polynomen,  die  in  jedem  der  Bereiche 
gegen  die  dort  vorgeschriebene  Grenzfanktion/^i(^)  oderfg(0)  konvergiert. 

Dies  Prinzip  dient  Bunge  zum  Beweis  des  Satzes,  daß  man  jede 
in  emem  emfach  zusammenhangenden  Bereich  reguläre  eindeutige 
analytische  Funktion  in  eine  gleichmäßig  konvergente  Polynomreihe 
entwickeln  kann 

Femer  gelingt  es  mit  Bülfe  dieses  Prinzips,  em  Beispiel  emer 
Reihe  analytischei  Funktionen  anzugeben,  die  nicht  gleichmäßig  kon- 
vergiert und  doch  eine  analytische  Summe  besitzt. 

Aus  diesen  Beobachtungen  sind  im  Laufe  der  Zeit  zwei  Frage- 
stellungen erwachsen: 

1.  Welche  Punktionen  können  durch  Reihen  analytischer  Funk- 
tionen dargestellt  werden? 

2  Wann  stellt  eine  konvergente  Reihe  analytischer  Funktionen 
eine  analytische  Funktion  dar? 


K    Weterstraßj   Zur  Funktionenlehre,    Monatsber.   kgl.  Akad   Berlin 
1880,  p  719—743  (Werke  E,  p.  201—280). 

264)  JS  JBorel,  Le9ons  snr  la  throne  des  fonotiona,  Paris  1898,  p  68. 

265)  Man  vgl  auch  H  von  Koch^  Bemarqnes  aur  quelques  s^ea  de  polynomeB, 
Ball  de  la  soc.  math  de  France  84  (1906),  p  269—274 

266)  C  littnge,  Zur  Theorie   der  analytischen  Funktionen,   Acta  math   6 
(1884),  p  246—248 

Enoyklop   d.  math.  Wlsienioh    US  88 
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Der  erste,  der  die  Frage  1  allgemein  in  Angriff  nahm,  war  Osgood^^"^. 
Er  bewies:  Wenn  2f^(e)  in  einem  Gebiet  G  konvergiert,  so  enthalt  es 
ein  Teilgebiet,  in  dem  die  Reihe  gleichmäßig  konvergiert.  Die  Teil- 
gebiete gleichmaßiger  Konvergens  liegen  also  überall  dicht  Eine  kon- 
vergente Reihe  analytischer  Funktionen  stellt  also  stets  eme  stückweise 
analytische  Funktion  dar  Daß  die  Summe  tatsachlich  m  verschiedenen 
Ö-ebieten  verschiedenen  analytischen  Funktionen  angehören  kann,  zeigte 
erst  Montd^^^)  an  einem  Beispiel  Man  kann  dasselbe  so  einrichten'"^), 
daß  unendlich  viele  Teilgebiete  mit  vorgeschriebenen  Summen  heraus- 
kommen Ja  Montel  hat  das  Beispiel  sogar  so  eingerichtet,  daß  die 
Summe  stetig  wird,  ohne  durchweg  analytisch  zu  sein. 

Für  die  Stetigkeit  der  Reihensumme  ist  n9,ch  Äreelä^^^'^)  und 
Severini^''^)  die  gleichmäßige  Konvergenz  in  jedem  einzelnen  Punkte *^**'^) 
notwendig  und  hinreichend.  Darunter  versteht  man  folgendes:  Zu 
jeder  Stelle  0qj  zu  jedem  s  >  0  und  zu  jedem  n  kann  man  ein  d(£,  n) 
so  bestimmen,  daß  für  jedes  h  mit  \h\<Cd{s,n)  \s„(0Q-\-h) 
—  *(^o  +  ^)  I  <  fi  ^3^  Sfverini^''^)  liat  darüber  hinaus  erkannt,  daß  die 
Reihensumme  dann  und  nur  dann  analytisch  ist,  wenn  sie  stetig  ist  und 
über  jede  geschlossene  rektifizierbare  Kurve  gliedweise  integriert  werden 
kann.*'^»^)  Daß  die  gliedweise  Integrierbarkeit  über  nicht  geechlossene 
Kurven  zwar  notwendig  aber  nicht  hinreichend  ist,  hat  Moniel^^^)  an 
einem  Beispiel  gezeigt  Montel  hat  sich  weiter  mit  der  Art  der  Kon- 
vergenz in  den  verschiedenen  Punkten  des  Konvergenzgebietes  befaßt. 

267)  W.  F.  Osgood,  Note  on  the  functions  defined  bj  infinite  senes  wboee 
terms  aie  analytic  functions  of  a  compleze  variable  with  corresponding  theorems 
for  definite  mtegrals,  Ann  of  math.  (2)  8  (1901),  p.  26—84. 

268)  a  a  0. 16). 

269)  P  Montel,  Sui  les  s^ries  des  fonctions  analytiqnes,  Bali  d  sc.  math 
(2)  80  (1906),  p.  189—192     "Vgl.  anoh  a  a  0   194) 

269, 1)  Ärzelä,  Sülle  serie  dei  funzioni  I,  Mem.  dell.  B  Acc.  d  sc  di 
Bologna  ser.  V  t  8  (1899). 

270)  0  Severim,  Sülle  serie  di  funzioni  analiticbe,  Foggia  190S 

270, 1)  Dieeen  Begriff  bat  A  Fnngshetm,  Über  die  notwendigen  und  hm- 
reicbenden  Bedingungen  des  Ta^Zorschen  Lehrsatzes  f&r  Funktionen  emer  reellen 
Variablen,  Math  Ann  44  (1894)  (p.  67—83),  p.  82  eingefühlt.  Vgl  ferner  Ä.  Frtnga- 
heim,  Über  singulare  Punkte  gleichmäßiger  Konvergenz,  Münch  Ber.  (1919) 
p  419 — 480  Hier  zeigt  Pringsheim  weiter,  daß  bei  konvergenten  Reihen  ana- 
lytischer Funktionen  isolierte  Punkte  gleichmäßiger  Konvergenz  nicht  auftreten 
köunen,  daß  vielmehr  aus  der  gleichmäßigen  Konvergenz  in  einem  inneren  Funkt 
des  Konvergenzbereiches  die  gleichmäßige  Konvergenz  in  einer  Umgebung  dieses 
Punktes  folgt 

271, 1)  Wegen  einer  Bedingung  für  den  analytischen  Charakter  vgl  auch 
J  Wolff,  Über  Folgen  analytischer  Funktionen,  Math  Ann  81  (1920),  p.  48—61. 
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Er  teilte  sie  in  reguläre  und  in  irreguläre  ein.  Die  regulären  Punkte 
besitzen  eine  Umgebung  gleiekmäßiger  Konvergenz,  die  irregulären 
nicht  Diese  letzteren  bilden  natürlich  zusammen  mit  dem  Rand  eine 
einfach  zusammenhängende  und  nirgends  dichte  Menge.  Auf  jedei 
perfekten  Teilmenge  des  Konvergenzbereiches  ist  die  Reihensumme 
punktweise  unstetig.  Über  das  Verhalten  m  der  Umgebung  eines 
irregulären  Punktes  kann  man  dem  Stiel^esBGhen  Satz  tmd  seinen  Verall- 
gemeinerungen wichtige  Ergebmsse  entnehmen.  VgL  Nr.  68.  Der  Stieltjes- 
sche  Satz  lehrt  nämlich,  daß  in  der  Umgebung  emes  irregulären  Punktes  die 
Partialsummen  nicht  beschrankt  sein  könnön,  und  seine  Veiallgemeine- 
rung  lehrt,  daß  die  Partialsummen  in  der  Umgebung  eines  irregulären 
Punktes  nicht  zwei  verschiedene  Werte  auslassen  können.  Man  hat  so 
das  folgende  Ergebnis^"): 

Die  irregulären  Punkte  smd  identisch  mit  denjenigen  unter  den 
gemeinsamen  Häufungspunkten  der  LosungssteUen  von  s^(e)  g=<  a  und 
s„(0)  =  &  (a  und  &  zwei  beliebige  Werte),  welche  von  unendlicher  Ordnung 

n 

sind'"),  {s^(0)  =  2fn(ß))'  Damit  ist  gemeint,  daß  in  jedem  die  Stelle  um- 
1 

gebenden  KJreise  die  obere  Grenze  für  die  Anzahl  der  Wurzeln  von  s^  (i) = a 
oder  von  s^{b)  =  b  unendlich  ist  Andernfalls  nämlich  bildeten  die 
8^(8)  eine  in  der  Umgebung  des  irregulären  Punktes  normale  Familie^ 
die  also  gleichmäßig  konvergieren  müßte  entgegen  der  Definition  des 
irregulären  Punktes. 

Für  den  Fall,  daß  die  s^^e)  die  w-ten  Abschnitte  emer  Potenz^- 
reihe  smd,  hat  R  JenUsch^''^)  einen  wesentlich  weiter  gehenden  Satz 

871)  P.  Montel,  a)  Snr  les  points  ur^gnliers  des  s^es  convergentes  de 
fonctions  analytiqnes,  Parie  C  B  145  (1007),  p  910—913;  b)  a  a  0.  194);  o)  a.  a. 
0.  62);  Sar  les  fonctions  analytiquea  qm  admettent  denx  yalenis  exoeptionelles 
danfl  un  domaine,  Paiie  C.  R.  153  (1911),  p.  996—998;  d)  Sur  rinddtermination 
d'nne  fonotion  -oniforme  dans  le  voisinage  de  ses  points  essentiels,  Parie  C.  E 
168  (1911),  p  1466 — 1466.  Vitalt,  Sopia  le  serie  di  fanzioni  analiiiche,  Ann.  di 
mat.  (8)  10  (1904),  p.  66—82.  C.  Sevennt,  a)  SuUe  snccessioni  inflnite  di  fdnzioni 
analitiche,  Atti  del  IV.  cong.  mtemaz.  dei  mat.  Eoma  1909,  Bd.  II,  p.  182 — 198; 
b)  Snlle  serie  di  fnnziom  analitiche,  Rend.Acc.  deiLinceil2(190S),  p.  97 — 105  nud 
p  267 — 269;  c)  Sülle  sncceBBioni  infinite  di  fanzioni  analitiche,  Atti  dell.  Acc 
Gioenia  di  Catania  (6)  1  (1907);  d)  Sülle  serie  di  fanzioni  analitiobe,  Atti  del 
reale  Ißt  Veneto  68  (1904),  p  1241—1265  nnd  64  (1906),  p  1609—1618;  e)  Sulla 
convergenza  xiniforme  delle  snccessioni  di  funzioni  anahtiche,  Atti  delL  Acc 
Gioenia  di  Catania  (6)  6  (1912) 

272)  Statt  der  Konstanten  a  und  b  kann  man  zwei  regnläre  Funktionen  a{s) 
und  b(js)  nehmen    Montel"^% 

278)  B  Jentesch,  a)  Untersuchnngen  zur  Theorie  der  Folgen  analytischer 
Funktionen,  Diss  Berlin  1914  und  Acta  math.  41  (1918),  p.  219—251;   b)  Foit- 
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gefunden.  Er  hat  gezeigt,  daß  die  Stellen,  fttr  die  s„{e)  =  a  ist,  schon 
für  sich  allein  einen  jeden  Punkt  des  Konvergenzkreises  zum  Häufungs- 
punkt haben.  Vermutungsweise  hat  dies  schon  vorher  MonieV^)  aus- 
gesprochen 

Zwar  können  auch  nicht  gleichmäßig  konveigente  Reihen  analytische 
Funktionen  darstellen,  ja  man  kann  sogar  durch  Polynomreihen  ein- 
deutige Funktionen  m  mehrfach  zusammenhängenden  Bereichen,  ja  im 
ganzen  Existenzbereich  darstellen.  (Montel^°^).)  Indessen  ist  die  Frage 
nach  Kriterien,  die  erkennen  ließen,  ob  die  oben  für  analytische  Summen 
angegebenen  Bedingungen  bei  einer  solchen  Reihe  erfüllt  sind  oder 
nicht,  nirgends  angeschnitten  worden.  Vielmehr  hat  sich  die  an  den 
klassischen  WeierstraßBokeR  Satz  anschheßende  Literatur  darauf  be- 
schränkt, Kriterien  für  gleichmäßige  Konvergenz  zu  gewinnen. 

58.  Der  Titalisclie  Satz.  Nächst  dem  bekanntesten  aus  der  absoluten 
Konvergenz  fließenden  KJriterium  für  gleichmäßige  Konvergenz  ist  wieder 
als  erstes  ein  Ergebnis  von  Runge^^^)  zu  nennen:  Die  gleichmäßige 
Konvergenz  am  rektifizierbaren  Rande  eines  einfach  zusammenhängen- 
den Bereiches  zieht  die  gleichmäßige  Konvergenz  im  Inneren  nach 
'  sich,  ein  Satz,  der  unmittelbar  aas  dem  Cauchyschen  Integralsatz  fließt, 
und  der  zur  Folge  hat,  daß  die  Bereiche  gleichmäßiger  Konvergenz 
nur  dann  mehrfach  zusammenhängend  sein  können,  wenn  in  den  Löchern 
Singularitäten  der  Reihenglieder  liegen.  Montel^^)  hat  an  einem  Bei- 
spiel gezeigt,  daß  Konvergenz  am  Rande  ohne  gleichmäßige  Beschränktheit 
am  Rande  noch  nicht  auf  die  Konvergenz  im  Inneren  zu  schließen 
erlaubt. 

Konvergenz  und  gleichmäßige  Beschränktheit  im  Bereiche  zieht 
die  gleichmäßige  Konvergenz  nach  sich.  Einen  ersten  Fortschritt  hier- 
über hinaus  erzielte  Stidtjes*''^).  Er  nimmt  die  Teilsummen  in  B  gleich- 
mäßig beschränkt  an  und  setzt  voraus,  daß  die  Reihe  m  einem  Teü- 
hereich  gleichmäßig  konvergiert  Dann  herrscht  gleichmäßige  Konvergenz 
im  gangen  Bereich.  Osgood^^'^)  kommt  mit  gleichmäßiger  Beschränktheit 
und  bloßer  Konvergenz  in  einer  überall  dichten  Tedmenge  aus.  Porter"'*) 

gesetzte  Untersuchungen  über  die  Abschnitte  von  Potenzreihen,  Acta  tnath.  41 
(1918),  p  253—270  Ein  anderer  Beweis  bei  Landau,  a  a  0  186)  Man  vgl. 
auch  Lukdcs,  Arch  Math.  Phys  (8)  28  (1914),  p  84—86;  Lmdwait  und  Pöb/a, 
a  a.  0.  107) 

274)  T.  J  Sttelisea,  Brief  an  Sermüe  vom  14  und  16  II  1894,  Corr  d'Mer- 
mite  et  de  SUeliges  II,  p  369,  Paris  1905  Femer  Eecherches  sur  les  fractious 
continues,  Ann  fac  sc.  Toulouse  "VIII  (1894)  7  (p  1—122),  p.  50  oder  Savanta 
ötrangers  32,  Pans  1902,  Nr.  102 

275)  PoiiXT,  On  ftmctions  defined  by  an  infinite  series  of  analytic  funotions 
of  a  complex  variable,  Ann  of  math  (2)  6  (1909),  p  45—48 
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zeigte  bald  darauf,  daß  statt  der  überall  dichten  Menge  eine  Menge 
genügt,  deren  Häufungspunkte  eine  geschlossene  dem  Bereiche  angehonge 
rektifizierbare  Khtto  erfüllen.  So  weit  war  die  Entwicklnng  gediehen, 
als  eine  Kreuzung  mit  einer  namentlich  durch  Äreelä"^)  ausgebauten 
Gedankenkette  eintrat  Ich  meine  den  Satz,  daß  sich  aus  jeder  gleich- 
mäßig stetigen  Folge  analytischer  Funktionen  mindestens  eine  gleich- 
mäßig konvergente  Teilfolge  herausheben  läßt.  Da  offenbar  eine  gleich- 
mäßig beschüränkte  Folge  analytischer  Funktionen  auch  gleichmäßig 
stetig  ist,  so  hatte  VitaW'''^  leichte  Mühe,  den  nach  ihm  benannten 
Satz  zu  entdecken* 

JEme  gleichmäßig  ieschranlde  Folge  regulärer  analytischer  FimMonen 
Jconvergierf  jedenfalls  dann  in  einem  BereicJie  gleichmaßig,  wenn  sie  in 
einer  PunMmenge  konvergiert,  welche  einen  dem  Bereich  angehortgen 
SäufungspunJd  hestt^t^''^) 

W.  Blaschke^''^)  hat  den  YttdliBohen  Satz  yerallgememert.  Der 
Häufungspunkt  darf  auch  am  Bande  liegen.  Doch  müssen  die  Kon- 
vergenzpunkte  hinreichend  langsam  dem  Bande  zustreben  Für  den 
Fall,  daß  |  j?  |  <  1  der  Bereich  ist,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 

OD 

^(1  —  I  ;ef^  I)  divergiert,  wo  0^  die  Konvergenzpunkte  sind 
1 

Beim  Beweise  des  Vitälisohen  Satzes  spielt  die  Möglichkeit,  daß 

man  aus  jeder  Teilfolge  eine  gleichmäßig  konvergente  herausgreifen 

kann,  eine  wesentliche  Bolle.    An  diesem  Punkte  setzen  weitere  Ver- 

aUgemeinerungen  ein.  Man  braucht  nämlich  nicht  besonders  anzunehmen, 

daß  die  ausgewählte  Funktionenfolge  gegen  eine  endhche  Grenzfiinktion 

konvergiert. 

Man  nennt  nun  eme  Funktionenfolge  von  der  Art,  daß  man  aus 

jeder  Teilfolge  eine  gleichmäßig  konvergente  Teilfolge  herausgreifen 

276)  C.  Ärzeläj  a)  Stille  sene  di  fanzioui  anahticlie,  Bend  della  B  Acc 
di  Bologna  1902;  b)  Kote  on  series  of  analytic  fanctions,  Ann  of  math  (2)  6 
(1804),  p  51—63 

277)  Vitah,  a)  SuUe  aene  di  fauzioiii  analitiohe,  Bend  del  R  ist.  Lombard 
(2)  86  (1908),  p   771—774,  b)  a.  a   0   271) 

278)  Weitere  Beweise  findet  man  an  folgenden  Stellen  Porter,  Conceming 
senes  of  analytic  functions,  Ann  of  math.  (2)  6  (1904),  p.  190—192  G.  CwratMo- 
dory  nnd  E.  Lcmdau,  a.  a  0  14,)\  E.  Lindelöf,  Demonstration  nouvelle  d'un  thöo- 
räme  fondamentale  bot  les  srntes  des  fonotions  monogenes,  Bnll  de  la  soc.math 
de  France  41  (1918),  p  171—178;  B  Jentzscfi,  a.  a.  0  278);  C.Sevenm,  a  a  0  271), 
Moniel,  a.  a.  0  16) 

279)  W  Blaschice,  Eine  Erweiterung  des  Satzes  von  Vvtaii  über  Folgen  ana- 
lytischer Funktionen,  Leipz.  Ber  67  (1916),  p.  194 — 200.  Dazu  kann  man  auch 
vergleichen:  E  Landau,  Über  die  JBZascÄftcBche  Veiallgememerang  des  V%t<üx- 
sehen  Satzes,  Leipz  Ber.  70  (1918),  p  166—169 
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kann,  nach  Frechet^^)  kompakt,  nacTi  MonteP^)  normal  (Vgl  Art. 
Sord-Rosenihäl)  So  hat  man  den  Satz:  Falls  eine  normale  Fank- 
tionenfolge  in  einem  Bereiche  regulär  ist  und  an  unendlich  yielen 
Stellen  mit  Häufangspunkt  im  Bereichinneren  konrergiert,  so  kon- 
vergiert sie  gleichmäßig  im  ganzen  Bereiche 

Mit  Bilfe  der  elliptischen  Modolfunktion  erkennt  man  leicht,  daß 
z.  B  die  Famihe  derjenigen  Funktionen,  die  zwei  gegebene  Werte  aus- 
lassen, normal  ist.^*)  Falls  die  GHeichungen  f^{fi)  =  0  und  f^(8)  =  1 
für  kein  n  mehr  als  p  Wurzeln  besitzen,  so  ist  die  Famüie  quasinormal, 
d  h.  es  gibt  eine  Teüfolge,  die  gleichmäßig  gegen  eine  endhche  oder 
quasiunendliche  Qrenzfunktion  konvergiert  Quasiunendlich  heißt  eine 
Fanktion,  die  überall  außer  an  endlich  vielen  Stellen  unendlich  ist 
Wenn  insbesondere  die  f^i^)  gar  keine  NullateUen  haben,  so  ist  die 
Familie  normal.  Die  Punkte  also,  in  welchen  eine  quasiunendliche 
Folge  endlich  bleiben  kann,  sind  unter  den  Punkten  zu  suchen,  die 
Häufimgspunkte  von  Null-  und  von  Binsstellen  zugleich  sind.  Wenn 
also  weiter  eine  quasinormale  Familie  in  einem  nicht  zu  dieser  Kategorie 
gehörigen  Punkte  beschränkt  ist,  und  wenn  weiter  die  gemeinsamen 
Häufungspmikte  und  die  Punkte  unendlicher  Ordnung  mit  dem  Bereich- 
rande keine  zusammenhängende  Menge  bilden,  so  ist  die  Familie  normal 
und  gleichmäßig  beschränkt.  Wenn  eine  quasmoimale  Familie  einen 
Wert  ausläßt,  so  ist  sie  normal  (^Montel^^)). 

Der  Satz  laßt  sich  noch  dahin  verallgemeinern,  daß  statt  der  festen 
Ausnahmepunkte  variable  genommen  werden.  Sie  dürfen  aber  nicht 
zu  dicht  zusammenkommen.    Z.  B  soll  bei  festem  y  stets 

l«„l<y,  \K\<Y^  K-K\>^ 

sein.  Statt  der  Modulfunktion  können  andere  Dreiecksfunktionen  ge- 
nommen werden. 

Wegen  Ausdehnung  der  Sätze  auf  mehrdeutige  Funktionen  siehe 
Koel6^)j  CaratModory'^%  JBouiroux^^%  Rdmoundos^^^). 

59.  Weiteres  ülser  Reilien  analytischer  Funktionen.  In  einer 
klassischen  Arbeit^'')  vom  Jahi-e   1884  hat   (7.  Bwn^e  bewiesen,  daß 

280)  Frichet,  Sur  quelques  pointe  du  calcul  fonctionel,  Eend  di  Palermo 
22  (1906),  p.  1—74. 

281)  P  Boutroux,  a)  Fonctions  multiformea  ä,  une  infinitö  de  branobea,  Ann. 
de  rjßc.  norm.  Bup.  (8)  22  (1906),  p.  441—469 ;  b)  Sur  lea  fonctiona  Umifces  des  fonc- 
tions multiformes,  Rend.  di  Palermo  24  (1907),  p.  209—222;  c)  Lofons  sur  lea 
fonctions  döfinies  par  les  öquations  difförentielleB  du  premier  ordre,  Pans  1908, 
Cf  Bdnioundos,  a)  Sur  les  familles  des  fonctiona  algöbroidea,  Pans  C  R  156  (1913), 
p  862—866;  b)  Snr  les  s^es  et  les  familles  de  fonctions  alg^roides  dans  un 
domaine,  Paris  C  R  166  (1918),  p  1141—1144 
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man  jede  beliebige  in  emem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche 
eindeutige  mid  analytische  Funktion  in  eine  im  Inneren  gleichmäßig 
konvergente  Keihe  von  Polynomen  entwickeln  kann.  Wie  schon  p.  491 
hervorgehoben  wurde,  gelingt  dies  dadurch,  daß  Bunge  zunächst  aus 
der  t/aM€%schen  Integralformel  auf  eine  Darstellung  durch  eine  Reihe 
rationaler  Funktionen  schließt  Diese  Überlegung  liefert  sogar  eine 
gleichmäßig  konvergente  Darstellung  in  emem  beliebig  vielfach  zusam- 
menhängenden Regulantätsbereich  Von  da  gelangt  er  dann  durch  Ver- 
schieben der  Pole  der  ßeihenglieder  zu  einer  Polynomreihe.  MonteP^) 
hat  bemerkt,  daß  man  durch  diese  Überlegung  sogar  zu  einer  Polynom- 
entwicklung m  einem  beliebigen  auch  mehrfach  zusammenhängenden 
Regulantätsbereich  gelangen  kann,  eine  Darstellung,  die  aUerdmgs  dann 
nicht  mehr  gleichmäßig  konvergiert.    (Siehe  auch  p  494.) 

Dieses  weitgehende  Jittw^esche  Resultat  ist  von  verschiedenen 
Autoren  auf  verschiedene  Weise  in  mehr  oder  weniger  weitem  Umfange 
wieder  gewonnen  worden  Zunächst  von  Painlev^^^)  für  konvexe  Bereiche, 
dann  von  EUbert  '^')  ftir  beliebige  einfach  zusammenhängende  Bereiche  Zu 
erwähnen  sind  auch  die  Untersuchungen  von  Appell  (Acta  1  und  Anna- 
len  21)  Femer  ist  hinzuweisen  auf  die  oben  schon  behandelten  Mittag- 
Lefflerachen  in  verschiedenen  Stemgebieten  konvergenten  Polynom- 
reihen.***) 

Man  hat  versucht,  die  Polynomentwioklungen  mit  der  Lagrang^ 
sehen  Interpolationsformel  in  Zusammenhang  zu  bringen.  In  gewisser 
Weise  kann  man  schon  die  MilhertQok&a.  Entwicklungen  als  Losungen 
eines  solchen  Interpolationsproblemes  auffassen.  Dabei  werden  die 
Stellen,  an  welchen  gegebene  Daten  benutzt  werden,  festgehalten  und 
m  den  Punkten  die  Übereinstimmung  einer  wachsenden  Zahl  von  Ab- 
leitungen verlangt  Sucht  man  aber  die  Übereinstimmung  dadurch  zu 
gewinnen,  daß  man  nur  die  Funktionswerte  in  emer  wachsenden  Zahl 
von  Punkten  benutzt,  so  erhält  man  ohne  gewisse  geeignete  Vorsichts- 
maßregeln keine  m  einem  gegebenen  Bereiche  konvergente  Darstellung. 
Die  Wahl  der  InterpolationssteUen  ist  durch  die  Gestalt  des  Bereiches 
bedingt  ^^^)    Von  L  Fe}^^^^)  rührt  der  folgende  Satz  her:  Wenn  f{s) 

282)  P  Pamlev6,  Sur  les  lignes  singnliäres  des  fonotiona  analytiques,  Ann 
de  Tonlouse  (1)  2  (1888),  p  1—180 

288)  D.  Milbert,  Übei  die  Entwicklnnpr  einer  beliebigen  analytischen  Funk- 
tion einer  Variablen  in  eine  nnendliche  nach  ganzen  rationalen  Punktionen  fort- 
schreitende Reihe,  Gdtt  Nachr  1897,  p  68—70 

284)  Endlich  noch  zwei  Arbeiten  von  Patnleve,  Paris  C  R  1898. 

285)  Ch  Miray,  Observations  sur  la  lögitimitö  de  l'mterpolation,  Ann.  l'fic 
norm  snp  (8)  1  (1884),  p   166—176;  G.  Bunge,  Über  empirische  Funktionen  und 
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m   einem   einfach   zusammenhängenden   Bereiche  JB  und   auf  s<*: 
vorauBsetzungsgemäß  von  einer  Jordankurve  gebildeten  Handt*  rcj 
ist,  so  konvergieren  die  Lagrangeachen  Interpolationspolyiiomc*  ai 
dann  in  B  und  auf  seinem  Rande  gleichmäßig  gegen  f(g\  wenn 
die  InterpolationssteUen  alle  am  Eande  wählt,  und  wenn  dipBelhiM» 
regelmäßig  verteilt  Bind  Regelmäßig  verteilt  aber  heißen  n  lUindpui 
•wenn  man  das  Äußere  der  Jordankarre  so  umkehrbar  eindeutij^ 
analytisch  auf  das  Innere   eines   Kreises   abbilden  kann,   duß    ti 
die  n  Punkte  in  die  n  Ecken  eines  regelmäßigen  «  Keks  ilbtTgü 
G.  Faber*^^)  hat  die  Frage  für  in  B  gelegene  InterpolutionsBtolh'ii 
Abschluß    gebracht      Seien  4«)  . .    gW    die  IntürpolutionaBtülh-n 
w**°  Polynoms  L„{0),  so  wird  dann  und  nur  dann  jedt?H  in  Ji  rejj;i 
f(e)   durch   die  L„{0)  gleichmäßig  approximiert,   wenn    tlit*    Ku 
I ^  —  4")  1 1  ^  —  4«)  I .     I ^  —  4«)  I  =  0   den   Bereichrand    gleirhm 
approximieren 

Man  kann  auch  von  gegebenen  Interpolationsstollen  auRgflw'ii 
fragen,  für  welche  Funktionen  die  zu  diesen  Stollen  gühSrigen  Ii 
polationsformeln  konvergieren. ^^^) 

Versucht  man  das  Interpolationsproblem  nameutlicli  bei  ga] 

transzendenten  Funktionen   zu  behandeln,  so  wird  man  wie 

Polynomen  —  auf  die  Frage  geführt,  ob  man  eine  ganze  Funh 
bestumnen  kann,  die  an  unendlich  vielen  sich  nur  im  Unoiullii 
häufenden  Stellen  gegebene  Werte  annimmt,  und  inwieweit  die  i^'uiik 
durch  diese  Werte  bestimmt  ist  Der  einfachste  Wog  /.ur  r.r.simj.; 
ersten  Aufgabe  ist  wohl  dieser:  Man  konstruiere  zunächst  ir^'cnd 
ganze  Punktion  F(e),  welche  an  den  gegebenen  Stellon  a„  vürHchwir 
Alsdann  nach  M%ttag-Leffler  eine  Partialbruchreihe,  die  an  den  St.-llr 
einfache  Pole  mit  den  Residuen  ~^^^  hat  Diese  sei  <3>{e).  IHni 
F{g) .  0{g)  eine  ganze  Funktion,  die"  an  den  Stollen  a  am  W»*itt 
annimmt  '«^  " 

Schon  diese  ganze  Herleitung  zeigt,  daß  die  Funktion  durd, 
Werte  ^^cht  bestimmt  ist  Man  kann  ja  auch  eine  })oliL.l)ig,.  f>i 
die  Interpolation  zu  äquidistanten  Ordmaten,  Ztschr.  Math  Phy»  40  *!' 
l  f/r«ti'  '^n^SX'  I^tej,olation  und  konforme  Abbildung,  öütt  Nachr.  1 

7.   T1  "*■'  ^^'"^  Tscliehydiefsche  Polynome,  Crelloa  J    im  (v 

p    «4 — 106  ^ 

286)  J  Bendixson,  Sur  une  extension  ä,  I'mfini  de  la  formule  do  Pint.Tr 

r  \  T'  ""'*'  ""^  '  ^'^''^^  P  ^-3^'  (^-^-^^r,  Beitrag  J  Tl  "In 
ganzen  Fonktionen,  Math.  Ann    70  (1911)    p    48-68 

fofl  .!7.rf  '  Jourdavn,  On  the  general  theory  of  fnncfciona    J  f  M 

128  (190ß),  p.  169-210;  A   Prmgsheim,  a  a  0    187)   p  27 
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Funktion  zufügen,  die  an  allen  Stellen  a„  verschwindet.  Man  kann 
aber  hoffen,  etwa  durch  Wachstumsbeschräntungen  fttr  die  Funktion  f{g) 
diese  Möglichkeiten  auszuschließen  und  die  Losung  eindeutig  zu  machen. 
In  dieser  Richtung  hat  F.  Carlson^^^  das  folgende  schöne  Ergeb- 
nis gewonnen:  Wenn  f(/)  langsamer  wächst,  als  es  dem  Normaltypus 
jt  der  Ordnung  Eins  entspricht,  oder  präziser,  wenn  \f{si)\  <Ä  e*l*l 
(Je  <  %)  für  große  0,  dann  kann  f(0)  nur  dann  für  aUe  ganzzahligen 
0  verschwinden,  wenn  es  identisch  Null  ist.  Polya^,  VaUron*^>^) 
uud  F  Oarlson^^'^)  behandeln  die  Frage  nach  dem  kleinstmöglichen 
Wachstum  der  interpolatorischen  Punktion. 

L.  Tondli^^^)  hat  unter  Anlehnung  an  einen  TschebycheffBchen  Ge- 
danken gezeigt,  daß  unter  allen  Polynomreihen,  welche  ein  und  dieselbe 
Funktion  darstellen,  eine  am  besten  konvergent  ist  Dabei  approximiert 
ein  Polynom  PJ0)  vom  Grade  n  im  Bereiche  B  am  bebten  von  aUen 
Funktionen  w-ten  Grades  die  Funktion  f(a),  wenn  das  Maximum  von 
j  f(0)  —  -PnC^)  I  ^  ^  möglichst  klein  wird.  Es  gibt  genau  em  Polynom 
n*^  Grades  mit  dieser  Eigenschaft. 

G.  Faber*^^  hat  in  mehreren  Arbeiten  das  Problem,  eine  gegebene 
Funktion  in  einem  gegebenen  Bereiche  durch  eine  Polynomreihe  dar- 
zustellen, auf  sehr  einfache  Weise  von  der  Integralformel  aus  gelöst 
und  ergänzt.  Er  hat  gezeigt,  daß  man  in  mannigfaltiger  Weise  emem 
gegebenen  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  eine  Folge  von  Poly- 
nomen P„(ä)  zuordnen  kann,  derart,  daß  jede  im  Bereiche  reguläre 
Funktion  m  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe  Ha^FJ^g)  entwickelt 
werden  kann.  Wie  bei  einer]  Potenzreihe  {T^^b)  =  4?")  hängen  also 
die  P„(je)  nicht  von  der  darzustellenden  Funktion  f{z)  ab  und  sind 

2881  F  Carlsonj  a  a  0  199);  S  Wtgert,  Sur  nn  thöorfeme  concemant  les 
fonctions  entiferes,  Arkiv  for  mat  astr  och  fys  11  (1916),  Nr  21  Vgl  anch 
S  Wtgert  und  S  Gramer,  Un  thöoröme  sur  les  söries  de  JhnMet  et  son  apph- 
oation,  Aikiv  for  mat  astr  och  fys  13  (1918/19),  Fr  22  (p  1—14),  p  11  Ygl 
auch  O.PöJya,  a.  a.  0.  345).  Ferner  neuerdings  Q.S.Hardy,  On  two  theorems  of 
I.  Carlson  and  S  Wtgert,  Acta  math.  42  (1920),  p  827—339,  M.  Eiese,  a.  a.  0. 199) 

288, 1)  G  Vältron,  Sur  TiBterpolatioa  des  fonctions  enti&res,  Bull  bog  math 
Fr  44  (1916),  p.  108—119,  F.  öarUon,  Sur  les  sönes  de  coefficients  bmomianx, 
Nova  acta  R.  soo  Se  Ups   (4)  4  (1915),  Nr  8 

289)  L  ToneUt,  1  polinomi  d'approssimazione  de  Tschebycheff  HL,  Annali  di 
mat.  (8)  15  (1909),  p  108—119 

290)  G.  F<iber,  a)  a  a  0  166),  187),  b)  Ober  polynomische  Entwicklungen, 
Math  Arm  64  (1907),  p.  116—185;  c)  Über  Reihen  nach  ic^cndreschen  Poly- 
nomen, Jahiesber.  d  D  Math-Ver  16  (1907),  p  103—115;  d)  K  Bieder,  Poly- 
nomische Entwicklungen  von  Funktionen  einer  Yariabelen,  Diss  Basel  19ii , 
e)  M  Krafft,  Zur  Theorie  der  l^'oZjcrschen  Polynome  und  ihrer  zugehörigen  Kiit- 
wicklungen,  Diss.  Harburg  1915;  f)  G  Faber,  a.  a.  0.  285) 
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durch  den  Bereich  allein,  in  dem  die  Entwicklung  gelten  soll,  bestimmt 
Lediglich  die  Koeffizienten  a„  hängen  von  der  Wahl  der  darzustellenden 
Funktion  ab  Bewiesen  ist  dies  allerdings  bis  jetzt  nur  für  solche 
einfach  zusammenhängende  Bereiche,  deren  Grenze  von  einer  geschlosse- 
neu analytischen  Kurve  gebildet  wird.  Durch  Grenzübergang  zu  all- 
gemeineren Bereichen  gelang  Fdber  nur  ein  schöner  Beweis  des  Hunge- 
sehen  Satzes  von  der  Möglichkeit  einer  Polynomeutwicklung.  Die 
Analogie  mit  den  Potenzreihen  hat  Faber  noch  weiter  verfolgen  können. 
Auf  der  Kouvergenzgrenze  (bei  den  Legendres(^&D.  Polynomen  7..  B  eine 
Elhpse  mit  den  Brennpunkten  di  1)  liegt  stets  mindestens  eine  singu- 
lare Stelle  usw.  Z  B.  kann  man  auch  aus  der  Verteilung  der  Singulari- 
täten von  Sa^s'^  auf  die  von  I]a^P^(0)  schließen 

Fnnktionenfamilien. 

60.  Die  Taylorkoeflflzienten  beschiäiikter  Punktionen.  Daß  be- 
schränkte Famihen  analytischer  Funktionen  normal  sind,  lehrt  der  Satz 
von  Yitah.  Das  älteste  Ergebnis  über  beschränkte  Familien  ist  im  so- 
genannten Schwar0schm  Lemma  niedergelegt :  ^'^)  Wenn  f{0)  mit  /"(O)  =  0 
in  |jsf  I  <  1  regulär  ist,  und  wenn  in  diesem  Kreise  ]  f(0)  \  <  1  gilt,  so  ist 
auch  \f(e)  |  ^  |;ef  |  m  |;er  |  <  1,  und  das  Geichheitszeichen  kann  hier  nur 
dann  vorkommen,  wenn  f(0)  eine  ganze  lineare  Funktion  ist.  Der  Satz 
regelt  das  Wachstum  einer  beschränkten  Funktion  im  Einheitski  eis  und 
entspricht  also  dem  SchotthyaoheTi  Satz  bei  der  Familie  der  Funktionen, 
welche  in  |  ;Sf  |  <  1  die  Werte  0  und  1  auslassen,  und  dem  Vei-zerrungH- 
satz  bei  den  Familien  derjenigen  Funktionen,  welche  den  Eiuheitskreifl 
schlicht  abbilden. 

Die  in  den  Yoraussetzungen  des  8chwar0Bchen  Lemmas  liegende 
Beschräntung  kann  leicht  durch  lineare  Transformation  von  0  öden- 
der Funktion  selbst  beseitigt  werden  Überhaupt  ist  konforme  Ab- 
bildung das  Mittel,  durch  das  man  weitgehende  Folgerungen  aus 
dem  Schwar0BGh.&n.  Lemma  ziehen  kann,  und  das  seine  große  Fiuclit- 
barkeit  bedingt.  So  gelangt  man  auf  diesem  Wege  zu  dem  aogenijiin- 
ten  Lmddöfschen  Prm0ipf  das  allerdings  sein  Entdecker  auf  anderem 
Wege  auch  für  mehrfach  zusammenhängende  Bei  eiche  gewonnen 
hat*^^)    Das  lAndelöfBche  Prinzip  lautet:  JB^  und  J?,  seien  zwei   bo- 

291)  E  A  Schwäre,  Zur  Theorie  der  Abbildung  (1869),  Ges.  Abb.  11 
(p  108—132)^  p  109.  Wegen  eines  einfachen  Beweises  vgl.  man  z.  B  Cainthco- 
doi-y,  a  a  0  832)     Eine  neue  Formulierung  gibt  P%ck,  a  a  0  74). 

292)  a  a.  0  61  a)  Die  Speziaheierung  dieses  Prinzips  führt  zu  einer  Menge 
von  Sätzen,  die  zxun  Teil  schon  vor  diesem  Prinzip  anderweitig  bekannt  waren 
Ich  nenne  hier  nur  die  folgenden  Arbeiten,  will  aber  vorab  bemerken,  daß  auch 
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liebige  Bereiche,  G^  und  G^g  seien  ihre  mit  bestimmten  Aufpnnkten 
gebildeten  Cheenachen.  Funktionen.  Es  sei  weiter  eme  in  B^  reguläre 
Funktion  gegeben,  welche  den  Bereich  B^  auf  einen  über  B^  ausge- 
breiteten Bereich  abbildet  und  dabei  den  Aufpunkt  von  5^  in  den 
von  J5a  überführt  Dann  wird  das  Innere  der  GreenBchen  Niveaulinie 
Gi  =  X  durch  diese  Fimktion  auf  einen  über  dem  Inneren  der  Ni- 
veaulinie G^  =  X  gelegenen  Bereich  abgebildet.  Beim  Schwa^eschen 
Lemma,  das  auch  als  Spezialfall  dieses  Satzes  aufgefaßt  werden  kann, 
sind  die  Niveaulinien  eben  konzentiische  Kreise. 

Das  Lemma  enthalt  gleich  dem  Cauc^yachen  Koeffizienten- 
satz eine  Aussage  über  die  Koeffizienten  derjemgen  Potenzreihen 
f{a)  =  a^e  -f  03^0'+  •  •,  für  die  \f{z) \  <  1  gilt  in  |Är|  <  1.  Es 
muß  nämlich  nach  dem  Lemma  |  %  |  ^  1  sem,  und  gleich  gut  nur 
für  ganze  lineare  Funktionen.  Daß  die  übrigen  Koeffizienten  ähn- 
lichen Bedingungen  genügen,  hat  GaratModory  entdeckt,  und  durch 
ihn  und  durch  an  die  seinigen  anschheßende  Arbeiten  sind  diese  Be- 
dingungen des  näheren  bekannt  geworden  GarathSodorya  Arbeiten*^*) 
beziehen  sich  allerdings  auf  Funktionen,  welche  im  Einheitskreis  nur 
Werte  mit  positivem  Realteil  annehmen  Doch  ist  dies  kern  wesent- 
lich anderes  Problem,  wie  auch  schon  GaratModory  angegeben  und 
J.  Schürf  näher  ausgeführt  hat.  GaratModory  bat  den  folgenden 
Satz  gefunden:  Wenn  die  Funktion  /"(jer)  =  1  -\-  0^0  +  a^e^  -\-  "  -  m 
I ;?  I  <  1  regulär  ist  und  dort  einen  positiven  RealteU  besitzt,  so  müssen 
(o^,  CTj,  .  .  .  aj  die  Koordiaaten  eines  Punktes  sein,  der  einem  ge- 
wissen konvexen  Korper  K^  des  2n-dimenBionalen  Baumes  angehört. 
Der  Körper  ist  als  kleinster  die  Kurve 

die  später  zu  besprecliendeu  Jensenschen  Yerollgemeinerungen  des  SchwarBBchen 
Lemmas  mit  dem  XtnäeZo/schen  Prinzip  zosaanmenliängen.  J.  Hadamard,  Snr  les 
fonotionB  entiferes  de  la  forme  e^^'\  Pans  C  E.  114  (1892),  p.  1068—1055; 
JE  Borel,  a  a.  0.63  a),  F  Schottly,  a.  a  0.64);  E  Landau,  a)  a  a.  0  62),  b)  Bei- 
trage zur  analytischen  Zahlentheorie,  Eend  di  Palermo  26  (1908),  p.  191—198; 
0  GaratModoi'y,  Elementarer  Beweis  für  den  Fundamentalaatz  der  konformen  Ab- 
bildungen, SeÄtüa?  «festschrift  1914,  p.  19—41;  P  Koebe,  Über  das  ScÄtoorzscbe 
Lemma  und  einige  damit'  zuBammenh&ngende  üngleichheitsbeziehungen  der 
Potentialtheone  und  Funktionentheone,  Math  Ztachr  6  (1920),  p  52—84 

298)  G  Caratheodoiy,  a)  Über  den  Vanabilitätsb^eich  der  Koeffizienten  von 
Potenzreihen,  -welche  gegebene  Werte  nicht  annehmen,  Math  Ann  64  (1907), 
p  95 — 116;  b)  Über  den  Vanabilitätsbereich  der  2''ottrtersohen  Konstanten  von 
positiven  harmonischen  Funktionen,  Rend  di  Palermo  32  (1911),  p  193-217 

294)  J  ScÄMr,  Über  Potenzreihen,  die  im  Innern  des  Emheitskreises  be- 
schränkt Bind,  J  f  Math  147  (1917),  p  205—232  und  148  (1918),  p.  122—146 
Vgl  auch  G  Saniel,  Eine  charakteristische  Eigenschaft  beschränkter  analytischer 
Funktionen,  Math   Ann  78  (1918),  p  257—269 
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«i  =  2c-*'*  (Ä  =  1,  2,  .  w) 
enthaltender  konvexer  Körper  charakterisiert.  Wenn  umgekehrt  die 
Koeffizienten  einer  Potenzreihe  dieser  Bedingung  genügen,  so  stellt 
sie  eine  in  j  ;6r  ]  <  1  reguläre  Funktion  mit  positivem  Realteil  dar.  Gehört 
(a^,  «2,  ...  aj  dem  Rande  von  K^  an,  so  ist  die  Funktion  durch 
{a^,  a^f  ...  aj  emdeutig  bestimmt  und  ist  eme  rationale  Funktion 
von  dieser  Form: 

To&plitg^^^)  hat  bald  darauf  erkannt,  daß  die  K^  von  algebraischen 
Flächen  begrenzt  sind,  und  daß  man  K^  durch  die  Bedingung  charak- 
terisieren kann,  daß  die  J3erm*Yesche  Form  mit  der  Matrix 

2    a^       a^ 

äi  2        äj 

äg  ä|        2 

nicht  negativ  sei.  So  gelangt  man  zu  dem  folgenden  Satz,  den  in 
seiner  vollständigen  Form  erst  G.  JS&'glotß^^^)  ausgesprochen  hat: 

f{0)  =  ttj  -f-  ^^  +  •  •  ist  dann  und  nur  dann  in  |^ |  <  1  kon- 
vergent und  stellt  dort  eine  Funktion  mit  positivem  Realteil  dar,  wenn 
die  Determinanten 


»1     2^0     .     .  a^_i 


z     ,  .    .  2an 


(«0  =  «o'  +  «»o) 


f'l 


entweder  aUe  wesentlich  positiv  sind  oder  doch  von  der  ersten  Ver- 
schwindenden an  aUe  verschwinden.  Der  zweite  PaU  tritt  nur  dann 
ein,  wenn  f(3)  eine  wohlbestimmte  rationale  Funktion  ist,  deren  Par- 
tialbruchzerlegung  schon  vorhm  angegeben  wurde,  der  man  aber  nach 
J.  Schwr  die  folgende  Form  geben  kann: 

rt^)=^:-ii  ,^w=-n;S(i-.i<i.i«i-i)- 

Dies  Ergebnis  übte  natürlich  einen  starken  Reiz  auf  die  Algebraiker 

295)  0  Toephtz,  Über  die  Fow%eradh6  Entwicklung  positiver  Funktionen, 
Rend  di  Palermo  82  (1911),  p  191—192. 

296)  G  Serglots,  Über  Fotenzreihen  mit  positivem  reellen  Teil  im  Einheits- 
kieis,  Leipz  Ber  63  (1911),  p  501—511. 
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aus,  und  so  seilen  wir  denn  bald  eine  Beihe  rein  algebraischer  Be- 
weise entstehen.*'^ 

J.  Schur^^*")  bat  durch  einen  bekannten  kettenbruchähnlichen  aus 
dem  S<:^war08ch.QB.  Lemma  gespeisten  Algorithmus  das  Problem 
1  f(ßÖ  1  "^  1  "^  I  ^  I  ■'^  ■"•  ^^^^  in  Angriff  genommen  Er  gelangte  zu 
folgendem  Satz:  a,  +  a,z-i- 

ist  dann  und  nur  dann  in  |  ;£?  |  <  1  regulär  mit  emem  Betrage  unter 
Eins,  wenn  die  Determmanten 


&o       0        . 

.  .  0    «0  <^i  • 

.   .    a,_l    »n-l 

h       h       ■ 

.  .  0    0    »0  • 

•  •    a«-8    ß«-J 

K-l     ^«-5 

.  5o  o"  0    . 

.  .  0       tto 

äo      0        . 

.0    6o  &i  • 

.  .   &n..    K-1 

ä,      äo      . 

0    0    &o 

•   ^»«-8    K-i 

««-1   ^«-s   • 

.     äo  0    0 

0          &o 

entweder  alle  wesentlich  positiv  sind  oder  doch  von  der  ersten  ver- 
schwindenden an  alle  verschwinden  Dieser  letztere  Fall  tritt  nur  für 
die  im  vorigen  Satz  mit  q)(0)  bezeichneten  rationalen  Funktionen  ein. 
Von  einer  neuen  Seite  her  hat  0.  Seäsa*^^)  das  Problem  in  Angriff 
genommen.  Er  bringt  wie  To^lUe  und  ScJmr  den  Wertevorrat  einer 
Potenzreihe  mit  dem  Wertevorrat  gewisser  Bilinearformen  in  Zusam- 
menhang und  bestimmt  die  Stützgeraden  am  Koeffizientem*aum  der  in 
I  £f  I  <  1  beschränkten  Potenzreihen 

Im  engen  Zusammenhang  mit  diesen  Ergebnissen  steht  das  fol- 
gende von  Ga/ratheodory  und  Fej^^^)  gelöste  Problem:  Die  w  +  1  ersten 
Koeffizienten  der  Reihe  f(g)  =2a^^  seien  gegeben,  gefragt  wird 
nach  dem  kleinsten  Wert,  den  die  obere  Grenze  der  absoluten  Beträge 
von  f{p)  fiir  aUe  |  j»  |  <  1  annehmen  VftTm  Dies  Minimum  des  Maxi- 
mums wird  für  eme  eindeutig  bestimmte  rationale  Funktion  erreicht, 

297)  E  Fischer,  Üter  das  Cm  athSodoryach^  Problem,  Potenzreihen  mit  po- 
sitivem reellen  Teil  betreffend,  Eend  di  Palermo  82  (1911),  p  240—256,  G  Fro- 
hentus,  Ableitung  emea  Satses  von  Garaiheodory  aus  emer  Formel  von  Kronecker, 
Sitzber  kgl  Akad  Berhn  1912,  p.  16—31;  I.  Schur,  Über  einen  Satz  von 
Carathiodory,  Sitzber  kgl  Akad  Berlin  1912,  p.4— 16;  F.Bteae,  Über  em  Problem 
von  CaratModcyry,  J.  f.  Math  146  (1916),  p  88—87. 

298)  0.  Seäsg,  a)  Ungleichungen  fOr  die  Koeffizienten  einer  Potenzreihe, 
Math  Ztschr  1  (1918),  p.  168—188,  b)  Über  Potenzreihen  und  Bilinearformen, 
Math  Ztschr.  4  (1919),  p.  168—176 
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die  in  I  ;&  I  <  1  an  w  Stellen  verschwindet  und  am  Rande  konstanten 
absoluten  Betrag  hat.^^*) 

Q.  Ficlc^^^)  hat  noch  folgenden  Satz  gefanden:  Die  sämtlichen 
in  I  jef  I  <  1  regulären  Funktionen  ^»„jb",  welche  daselbst  einen  posi- 
tiven Realteil  haben  und  in  den  ersten  n  Koeffizienten  übereinstimmen, 
ordnen  jedem  festen  Wert  von  0  einen  Kreis  zu.  Dieser  ist  der  Ort 
der  Werte,  welche  die  verschiedenen  Funktionen  in  jenem  Punkte  0 
annehmen.  JPicJc  hat  auch  die  Resultate  von  CarathSdory  und  Fejrr 
insofern  erweitert,  als  er  statt  der  Ableitungen  von  ä  =  0  die  Werte 
an  n  verschiedenen  Stellen  in  Betracht  zog.  Für  diese  müssen  w  von 
ihm  angegebene  Relationen  erfüllt  sein.  Auch  der  Satz  von  der  Kreis- 
scheibe überträgt  sich  auf  diesen  Fall.  Für  n  =•  1  hat  Ihcli''*')  seine 
Sätze  noch  direkt  aus  dem  Schwa/rsstAi&Q.  Lemma  gewonnen. 

Im  Prinzip  enthalten  die  Untersuchungen  von  CaratModory  und 
Schur  über  die  Koeffizienten  beschränkter  Potenzreihen  alles,  was  sich 
über  dieselben  sagen  läßt,  und  jeder  weitere  Koeffizientensatz  muß 
eine  Folge  dieser  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  sein. 
Für  die  jetzt  zu  besprechenden  Landausah&n.  Ergebnisse  über  die 
Koeffizientensumme  beächränkter  Potenzreihen  hat  dies  J.  Schur  in 
seiner  zweiten  Arbeit*^)  gezeigt. 

Der  von  Landau^^^)  bewiesene  Satz  lautet: 

Für  I  jef  I  <  1  sei  fi/s)  regulär,  und  es  gelte  |  f(e)  |  ^  1  in  |  £(  |  <  1. 
Mit  5„  werde  die  Summe  «0  ~f"  ^1  ~l~  * '  '  H"  ^m  bezeichnet  Dann  ist 
für  die  Menge  aller  dieser  f{0)  die  obere  Grenze  von  |  s„  |  durch 

299;  YgL  dazu.  T  S.  GronwaU,  Ou  analytic  fimctious  of  constaat  niodnluh 
on  a  given  contour,  Ann.  of  math  (2)  14  (1913),  p.  72—80  Eine  ncuu  Lösunir 
enih&ilt  die  Arbeit.  T.  JS,  GronwaU,  On  the  mammum  moduluo  of  an  analytlc 
function,  Ann.  of  math.  (2)  16  (1914/15),  p.  77  F  JRteae,  der  gleichfalls  eine 
neue  Lösung  gibt,  erkannte  den  engen  Zusainmenhang  des  Problems  mit  dem 
anderen:  Von  einer  Fotenzreihe,  die  eme  in  |e|$^l  reguläre  Funktion  dar- 
stellen soll,  sind  die  n-\-l  ersten  Koeffizienten  gegeben.  Die  übiigen  sollen  so 
bestimmt  werden,  daß  1 5 1  <»  1  auf  eine  Kurve  möglichst  kleiner  Lilnge  (ibgebildefc 
wird  Die  Lösung  wird  durch  eme  eindeutig  bestimmte  ganze  rationale  Funktion 
höchstens  2w*°°  Grades  geliefert  Vgl.  F  Biesg,  Über  Potuuzreihen  mit  vor- 
geschriebenen Anfangsgliedem,  Acta  math.  42  (1920),  p  146—171. 

800)  G.  Pick,  a)  Über  die  Besohränlcungeu  analytischer  Funktionen,  welche 
durch  vorgegebene  Funktionswerte  bewirkt  werden,  Math  Ann.  77  (1916),  p  7—28; 
b)  Über  die  Besohrilnkungen  analytischer  Funktionen  durch  vorgegebene  Funk- 
tionswerte, Math.  Ann  78  (1918),  p  270 — 276.  Ygl  auch  die  Behandlung  des 
Froblemes  durch  J2.  Nevanltnna,  Über  beschränkte  Funktionen,  die  in  gegebenen 
Punkten  vorgeschriebene  Werte  annehmen,  Ann  acad  Fenmcae  A  18  (1919),  Nr.  1 

SOI)  F.  Landau,  Abschätzung  der  KoefEzientensumme  einer  Potenzreiho, 
Arch.  Math.  Phys.  (8)  21  (1918),  p  42-50  und  p  250—255  und  (8)  24  (1910), 
p.  260—260 
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gegeben.   Diese  obere  Grenze  wird  nur  für  die  Funktion 

erreicht.'"'^ 

Nachdem  erst  JTs/iÄ-*''")  erkannt  hatte,  daß  die  Menge  der  |s^| 
für  eine  einzelne  beschränkte  Funktion  nicht  beschränkt  zu  Sein 
braucht"*"*»),  hat  Bohr^'^  gezeigt,  daß  es  Funktionen  gibt,  für  die 

lim  ^sup  -^^  =  1 

ist.   Für  jedes  |  f(gt)  |  <  1  ist  nach  Bohr  weiter 

lini((?,-|sJ)  =  oo. 

n — ►» 

Die  Frage,  ob  s„=!o(logw)  ist,  ist  erst  zum  Teil  erledigt.***^) 
Schon  Steffensen^^^)  bemerkte,  daß  die  Menge  der 

«  n  +  l 

für  jede  einzelne  beschränkte  Funktion  beschränkt  ist.  Fe^^r^  zeigte, 
daß  die  Menge  dieser  arithmetischen  Mittel  sogar  unter  Eius  liegt, 
wenn  der  Betrag  von  f(e)  unter  Eins  bleibt    Nur  für  f(g)  ^efY  •  g 

wird  |So  H-  «1  H h  s,l  =  »  +  1- 

Neuerdings  hat  0.  Sedsg^^^)  durch  seine  Bestimmung  der  Stütz- 
ebenen  des  Koeffi-zientenraumes   alle  diese  Untersuchungen  auf  eine 
einheitliche  Basis  gestellt  und  auch  die  Untersuchung  von  1  «o  1  4"  I  ^i  I  "f" ' 
+  •      I  a„  I  in  die  Wege  geleitet. 

802)  Für  »  a  1  hat  dies  vor  Landau  schon  Pomp^u  gefanden .  Pomp^u,  Sor 
une  relation  d'm^galit^  dans  la  thäoiie  des  fonotions  holomoiphes,  Aroh  Math. 
Phys  (8)  19  (1911),  p  224—228  Weitere  Vorläiifer  sind  E  Fabry,  Paris  C  E. 
149  (1900),  p   767—768  und  Scms&ty.   Vgl.  auch  Landau  186) 

802  a)  Nicht  einmal  die  Stetigkeit  im  abgeschloBsenen  Einheitskreis  sieht 
die  Beschränktheit  der  |  s„  |  nach  sich  Wohl  aber  zieht  nach  Fatou^'')  die  Be- 
gularität  in  j9  SB  1  zosaininen  mit  der  Beschränktheit  im  Einheitskreis  die  Be- 
schränktheit der  I  «„  I  nach  sich. 

808)  EL  Bohr,  Über  die  Koeffizientensumme  einer  beschränkten  Fotenzreihe, 
Gott  Nachr.  1916,  p  276—291  und  1917,  p.  119—128 

804)  J.  JS  Steffensen,  Über  Potenzreihen  insbesondere  solche,  deren  Koeffi- 
zienten zahlentheoretische  Funktionen  sind,  Bend.diPalenno88(1914),  p  376—886. 

805)  L.  F^ir,  a  a  0  250).  Man  vgl.  dazu  0.  Seäas,  a.  a  0  298),  Fußnote  2 
Vgl  auch  Landau'"^). 
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61.  Jensens  VeraLLgemeiuening  des  Sohwarzsolien  Lemmas. 
Jensen^^)  hat  folgende  Verallgemeinermig  des  SchwoASBoh-eia.  Lemmas 
gefunden:  Wenn  |  ({b)  \  <  M  bleibt  für  [j?  |  <  22  und  für  jefo,  «i,  .  .8^ 
in  diesem  Kreis  verscbwmdet,  so  ist 


\m\^M> 


B{x  —  z^) 


-B(*-0 


und  das  Gleichbeitszeiclien  steht  hier  nur  für  die  Funktionen 


rt^)-^'-^nfeä' 


Setzt  man  m  der  letzten  Abschätzung  e 


\m\^M 


8n      Zt 


0,  so  erhält  man 


B 


,n  +  l 


Ihrer  Herleitung  nach  gilt  diese  Abschätzung  zunächst  nur  für  solche 
Werte  von  JB,  welche  alle  |  je^o  !;  I  ^i  |>  •  •  •  |  J^«  I  übertreffen  Aber  Lin- 
ddbf^^)  hat  bemerkt,  daß  die  Abschätzung  ftlr  alle  2?  gilt  Man  ent- 
nimmt ihr  also  eme  Abschätzung  für  das  Produkt  der  »  +  1  ersten 
NullsteUen.  Diese  hat  Jensen  schon  1895*®^  angegeben.  Nach  Hur- 
wit0^^)  findet  sie  sich  für  Polynome  schon  bei  Jacobi  Für  die 
n  -\-  1   ersten  i^-St^llen  e^f  0x)       •  ^n  g^*  ^^<^^  Landau^^) 

Auch  diese  Abschätzung  ergibt  sich  aus  einer  allgemeineren  von  Jensen 


M 


m-n 


< 


B{z-z,) 
B*  — T„  z 


B(e 
B*- 


z„z 


wenn  man  in  ihr  0  =  0  einträgt.  Bildet  man  sie  für  die  kleinste  tj- 
SteUe  jSq  allein  und  geht  zur  Grenze  0—^0^  über,  so  findet  man  eine 
Abschätzung  für  die  Ableitung 

\fi^)\^M--B^\Tr 

306)  J.  L  W  V.  Jensen,  ünteraachungen  über  eine  Klasse  fandamentaler 
Ungleichungen  in  der  Theorie  der  analytischen  Funktionen  I,  (dänisch),  Egl. 
Dansk  Yidensk  Selak.  skr.  nat  og  math  afd.  (8)  28  (1916),  p.  208—228.  Übers, 
ins  Englische  Ann,  of  math.  (2)  21  (1919)  Man  vgl.  auch  Caraihiodory  und 
F^^,  Eemarques  aur  le  th^or^me  de  M.  Jensen,  Fans  C  E.  146  (1907),  p  163—165 

807)  J  L  W  V.  Jensen,  Snr  un  nouvel  et  important  th^oröme  de  la  thöone 
des  fonotions.  Acta  math  22  (1899),  p.  S69— 364.  Für  diesen  Satz  wurden  zahl- 
reiche Beweise  gegeben.  JE?.  Goursat,  Sur  un  thöorfeme  de  M  Jensen,  Bull  des 
sc  math  (2)  26  (1902),  p  298—802  G  MtUag-LeffUr,  Sur  le  thöoröme  de  M. 
Jensen,  Bull  soc.  math.  Fr   82  (1904),  p.  1—4. 

808)  Bei  S  Landau'^'^^) 

809)  JS.  Landau,  Über  eine  Aufgabe  aus  der  Funktionentheorie,  The  Töhoku 
math.  J.  6  (1914),  p.  97—116 


61.  Jensens  Yerallgemeiaeimig  des  Sohwazzsohen  Lemmas.  507 

Insbesondere  also  wird 

Für  die  Gesamtheit  aller  Funktionen,  die  in  \0\<B  regulär  sind 
und  dort  der  Bedingung  |  f(0)  \  <  M  genügen,  findet  man  also  die 
Schranke  ij^/  w  ^      -R-M 

Sie  wird  für  die  Funktion  4>i      ~ - 

auf  I  j? )  =  r  erreicht.   Auch  für  die  zweite  und  die  ungeraden  höheren 
Ableitungen  hat  0.  Sjiräse^^^'-)  genaue  Schranken  angegeben,  in  die  wie 
m  die  vorige  der  Wert  \f{j8)\  nicht  eingeht. 
Nach  Wiener ^^^)  findet  man: 

l/^"'(0)l<«>^;r''- 

Nach  Landau^^^)  gilt  weiter  für 

]/J;ia,i»ij" 

0 

eine  Formel,  die  für  n  =  Q  zuerst  Petroviich^^^  angab.  Sie  gibt  also 
eine  Abschätzung  für  die  Lage  der  I^ullstellen,  die  nur  70n  den 
Koeffizienten  der  Potenzreihe  nicht  vom  Maximum  ihres  absoluten 
Betrages  oder  dgl.  abhängt.  Das  Hereinziehen  des  Bealteils  gibt  zu 
weiteren  Abschätzungen  Anlaß,  die  auch  Jensen^^^  behandelt  hat.  Ich 
erwähne  nur  die  folgende,  welche  die  meisten  in  den  oben*")  er- 
wähnten Arbeiten  enthaltenen  Abschätzungen  in  sich  begreift.  Mau 
hat  für  die  kleinste  NullsteUe  0^ 

wenn  f(8)  für  \£i\<B  regulär  ist  und  daselbst  1 9fl/'(;ef)  |  <  N  gut. 

Die  vorhin  angegebenen  Abschätzungen  von  /^"^(O)  sind  natürlich 
Verschärfungen  des  (7aMCÄ?/schen  Koeffizientensatzes.    Sie  ist  auch  für 

809  a)  0  Sedsg,  UngleicKheitsbeziebungen  für  die  Ableitungen  einer  Potenz- 
reihe, die  eine  im  EinheitskreiBe  beschrankte  Funktion  darstellt,  Math   Ztsohr 

810)  Bei  jGT  Bohr^  A  theorem  concerning  power  sexies,  Proc.  Lond  math 
Soc.  (2)  18  (1914),  p.  1—5 

811)  JB.  Landau,  Sur  quelques  thöorömes  de  M  Petromtch  relafats  aus 
z5ros  des  fonctions  analytiques.  Bull.  soc.  math.  Fr  88  (1905),  p.  251—261 
Vgl  auch  809) 

812)  M.  Petrovitch,  Remarques  sur  les  zöios  de  fonctions  entiöres,  Ball  soc 
math.  Fr.  82  (1904),  p  66—67. 
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den  emzelnen  Koeffizienten  von  ^a„;8"  schärfer  als  die,  welche  aus 
der  bekannten  GuUmeraciheD.^^^)  Verschärfung 

des  Koeffizientensatzes  fließt.   Denn  dieser  liefert  nur 

63.  Die  Punktionen  M{r),  iJi{r),  JK(>')'  ^s  mögen  hier  noch 
einige  Untersuchungen  Platz  finden,  die  zwar  nicht  eigentlich  hierher 
gehören,  die  aber  bisher  auch  sehr  schlecht  Platz  hätten  finden  können. 
M(r)  sei  das  Maximum  des  absoluten  Betrages  von  f^e)  für  |  ä  [  ^  r. 
Sadamard^^'^^)  und  davon  unabhängig  BlumenthaP^*)  und  Fdber^^^) 
fanden,  daß  log  M(r)  eme  konvexe  Funktion  von  log  r  ist  Weitere 
Beweise  gaben  Hadamard^^^)  und  K  Landau^^'^),  der  den  Satz  Diei- 
hreisesate  nennt.  JBlumenthal  hat  weiter  bewiesen,  daß  M(r)  stetig  ist 
und  aus  Bogen  analytischer  Kurven  hesteht.  Die  einzelnen  Bogen 
können  unter  von  Null  verschiedenen  Winkeln  zusammenstoßen  Das 
beobachtet  man  schon  bei  Polynomen  dritten  Grades  sowie  nnch 
jffortfyö")  bei  Funktionen"^*) 

Der  Mittelwert  /i(r).  Hardy^^^)  hat  gezeigt,  daß  auch 

0  0 

monoton  wächst  und  dem  Dreikreisesatz  genügt.    Landau  gab  einou 
neuen  Beweis  »")    Der  Satz  ist  gleichbedeutend  damit,  daß  die  Lauge 

818)  Ä.  Gtatzmer,  Ein  Satz  über  Potenzreihen,  Math  Ann.  82  (1888) 
p  696-600. 

814)  0  Blwnenthal,  a)  a  a.  0.  147b);  b)  Sur  le  mode  de  croiBaance  dia 
fonctions  entiferes,  Btdl  aoc  math.  fr   SB  (1907),  p  97—109 

316)  Q  FaZ^er,  Über  das  Anwachsen  analytischer  Funktionen,  Math  Ann  08 
(1907),  p.  649—661. 

816)  J  Sadamard,  Notice  anr  les  tiavaux  acientifiques,  Paria  1912 

817)  G  Sardy,  The  maximtun  modulus  of  an  integral  function,  Quai-t 
J.  41  (1909),  p.  1-9 

817  a)  Valiron  hat  Mir)  bei  ganzen  Funktionen  vom  Geschlecht  Eins  oder 
Zwei  sehr  genau  nntersnoht  Vgl  Vahton,  Mannmm  du  module  dos  fonctions 
entiferes  de  genre  un  et  deux,  Nouv  Ann.  (4)  12  (1912),  p.  198—212 

318)  G.  E  Hardy,  The  mean  value  of  the  modulus  of  an  analytic  function 
Proc  Lond  math  Soo  (2)  14  (1916),  p.  269-277  Vgl  auch  F.  Csillag,  Übe^ 
die  Beziehung  zweier  auf  Potenzreihen  bezüglichen  Konvergenzknterien  (unga- 
nsch),  Math.  6s   phys   lapok  26  (1917),  p  74-80;  F  Bim,  a.  a  0.  299) 

819)  E  Landau,  Neuer  Beweis  eines  JJard^schen  Satzes,  Arch.  Math 
Phys.  (3)  26  (1916),  p.  178-178     Vgl    auch  E  Etile,  Über  die  Variation   der 
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der  durch  eine  in  |  ;8^  |  ^  -B  analytiBchen  Funktion  erhaltenen  Bild- 
kurve von  1 4(  I  =  r  <  JR  mit  r  zugleich  wächpt  und  dem  Dreikreise- 
satz  genügt     Die  gleichen  Eigenschaften  besitzt  auch  der  Inhalt. 

Die  Majorante  ^{r)==^\a^\  r".  Wenn  f(ß)  regulär  und  \f{e) f  <  1 
ist  für  |;e(|  <  1,  so  braucht  die  Majorante  ^(r)  in  |i8(|  <  1  nicht  ein- 
mal beschrankt  zu  sein.  Sardy^^^)  hat  ihr  Wachstum  etwas  näher 
untersucht  und  fand  ,  /      i      \ 

Diese  Untersuchungen  vp^urden  von  J.  Schw,  M  Riese,  J^  Wiener, 
H.  Bohr  in  einem  wesentlichen  Punkt  ergänzt*^")  Sie  fanden,  daß 
SW(-|-)^  1  ist;  daß  es  aber  für  jedes  r>-^  Funktionen  gibt,  für  die 
aK(r)  >  1  ist. 

63.  Sohwankungen.  Nach  Vorstufen  bei  Schotfky  und  Landau 
haben  Landau,  Toeplztis  und  Eartogs^^^)  folgenden  Satz  gefanden: 
Wenn  f{/)  =^ö„jff"  in  |;s|  <  1  regulär  ist,  und  D  die  Schwankung 
der  Funktion  am  Eande  bedeutet,  so  ist  \a^\  ^\B,  und  nur  für 
ÜQ-^a^e  kann  |ai|  =  -|-Z)  sein.  Touk'ka^^'^)  hat  für  die  weiteren 
Koeffizienten  a„  dieselbe  Abschätzung  |o„|  ^  \I)  bewiesen.  Euer  wird 
die  Schranke  nur  für  a^  -)-  a^^  erreicht.  Diese  Ergebnisse  legen  die 
Frage  nach  den  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  die 
Koeffizienten  einer  Potenzreihe  mit  gegebener  Scbwankung  nahe.  In- 
dessen ist  da  mehr  als  das  eben  Erwähnte  noch  nicht  bekannt. 

Bezeichnet  man  mit  E  die  Schwankung  von  ?R/'(ä)  auf  |  ;g  |  =  I^ 

2  2 

so  fand  Landau  ''^)  weiter  \aA^  —  E.  Der  Faktor  —  keim  durch 
keinen  kleineren  ersetzt  werden.   Von  Schoülcy^'^)  rührt 


fM  —  /"(^s)  !  ^I>  "l  arc  sin 


1  -  «1«, 

«1— «a 


für  \0t\<  1,  |j»al<l  ter. 


Bogenlänge  bei  konformer  Abbüdnng  von  Kieisb ereichen,  Arkiv  for  nmt.  astr. 
och  fye,  11  (1916),  Nr  27 

820)  G  S  Hardy,  A  theorem  concerning  Taylor  series,  Quart.  J  44  (1918), 
p.  147—160. 

321}  F  Schotiky,  Über  die  Wertschwanknngen  der  harmonischen  Funktionen 
zweier  reellen  Veränderlichen  und  die  Funktionen  eines  komplexen  Axgxunentes, 
J  f  Math  117  (1897),  p  226—253;  JE  Landau,  tfloei  einige  Ungleichheitebezie- 
hungen  in  der  Theorie  der  analytischen  Funktionen,  Arch.  Math.  Fhys.  (S)  11 
(1906),  p  81 — 86;  j^.  Landau  und  0  Toeplüe,  t5ber  die  größte  Schwankung  einer 
analytischen  Funktion  in  einem  Kreise,  Arch.  Math.  Fhys.  (8)  11  (1907)^ 
p.  802 — 807     In  dieser  Arbeit  findet  sich  em  Beitrag  von  F.  Hartogs. 

822)  K  A  PoukTca,  t3ber  die  größte  Schwankung  einer  analytischen  Funktion 
in  einem  Kreise,  Arch  Math  Phys.  (8)  12  (1907),  p  261—254. 
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64.  Solüiohte  Familien.  f{ß)  heißt  in  1 4r  |  <  1  schlicht,  wenn  f{is) 
dort  keinen  Wert  mehr  als  einmal  annimmt.  Auf  diese  Familie  ist 
erst  durch  die  Arbeiten  Koebes,  insbesondere  seinen  für  die  Zwecke 
der  TJniformisierung  aufgestellten  Verzerrungssatz  die  Aufmerksamkeit 
gelenkt  worden.  Diesen  Vergerrungssatg  hat  Koebe  1909  entdeckt.'*") 
Erst  Plemelj^^)  hat  eine  scharfe  Fassung  dieses  Satzes  vorgetragen, 
die  unabhängig  davon  GhronwaU^^^)  und  PicÄ**')  wieder  fanden,  und 
die  Fick  zuerst  vollständig  bewiesen  hat.  In  dieser  scharfen  Fassung 
lautet  der  Verzerrungssatz: 

Wenn  f(e)  =>;e(  +  aj «*-}-•••  für  l;s|<l  schlicht  und  regulär 
ist,  so  gilt 

1   für  irgend  zwei  Stellen  äj  und  0^  aus  dem  Kreise  |  ä  |  ^  r  <  1 


Vl+rj  ^|r(«r,)|  ^\l-r}  ' 


2    in  I  0 1  <  r 


r 


^  \  ■?(  w  ^ 
(1-j-r)»  ^l/WI^  (l-r)> 

Die  Schranken  werden  nur  für 

z 

erreicht.  Bei  "Bick  blieben  die  hier  mit  2  und  4  bewerteten  Expo- 
nenten noch  unbestimmt.  Ihre  Bestimmung  gelingt  erst  Bieberhach^^'') 
auf  Grund  seines  Flächensatzes  imd  eines  Fahersohen^'^)  Kunstgriffes 

828)  P.  Koebe,  Über  die  üniformisierung  der  algebraischen  Kurven  durch 
automorphe  Funktionen  mit  imagmärer  Substitutionsgruppe,  Gott.  Nachr.  1909, 
p.  68—76.   Femer  a.  a  0  29  b). 

824)  J  Plemelj,  Über  den  Yerzerrungssatz  von  P.  Koebe,  Verh.  d,  Gee,  D 
Natf.  u.  Irzte  86  (1918)  Abtlg  III,  p.  168. 

826)  Gronwäll,  Sur  la  d^formatlon  dans  la  repr^aentation  conforme,  Fans 
0.  ß.-162  (1916),  p.  249—252 

826)  G.  Pick,  Über  den  ZbeJeschen  Verzerrungssatz,  Leipz  Ber  1916, 
p  58—64. 

827)  L  Bteberbach,  Über  die  Koeffizienten  de];jeDigen  Potenzreihen,  -vrelche 
eine  Bohlichte  Abbildung  des  Einheitskreisea  vermitteln,  Sitzber  kgl  Akad  Berlin 
1916,  p.  940 — 956  Das  Verhalten  des  Flächeninhaltes  bei  konformer  Abbildung 
betrachtet  auch  G  Hamd,  Über  Funktionen  von  beschrfijiktem  mittleren  Qua- 
drat und  über  die  Grenzen  der  FlächenvergrOßerung  bei  konformer  Abbildung 
Monatsh.  Math,  Pbys.  29  (1918),  p  48—64.  Indessen  ist  sein  Ergebnis  eine 
leichte  Folgerung  aus  dem  ersten  Fl&chensatz,  den  L.Bieberbach,  Zur  Theorie 
und'Praxifl  der  konformen  Abbildung,  Pal  Bend  88  (1914),  p  98—112,  aufge- 
stellt hat.  Vgl  dazu  auch:  A  WmUrmte,  Über  zwei  von  Eatnel  herrührende 
ExtremumsH-tze  der  Fimktionentheone,  Monatsh.  Math.  Phys  80  (1920),  p  128 — 128 

828)  G.  Fäber,  Neuer  Beweis  eines  Koebe-Btebe^'hachBcihen  Satzes  über  kon- 
forme Abbildung,  Münch.  Ber.  1916,  p.  89—42 
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Neuerdmgs  hat  JR.  Nevanlinna^^^^)  den  Verzerrimgssatz  als  unmittel- 
bare !Folge  des  Flächensatzes  erkannt.     Der  Flädiensatz  lautet: 

Wenn  f(is)  =  ^  +  <^o  +  ~  +  *  * "  ^me  scliliolite  Abbildung  von 

|4(|>1  vermittelt,  so  ist  ^w|a„|"^l.  Diese  Ungleichuiig  bedeutet 
weiter  nichts,  als  daß  der  äußere  Inhalt  der  Komplementärmenge  des 
Büdbereiohes  positiv  oder  Null  sein  muß.  Ein  Spezialfall  findet  sich 
bei  Fäber^^^)-,  ein  einfacherer  Beweis  bei  JPicJc^^^)  Allgemeine  Sätze 
über  1  je»  I  >  1  gibt  Löioner.^^''^) 

Bieberbach^^"^  hat  weiter  gezeigt,  daß  f(e)  =  ä  +  a^e^  -f  *  *  ^^^ 
Kreis  |  ;&  |  <  1  dann  und  nur  dann  schlicht  abbildet,  wenn  ihr  «-ter 
Repräsentant  (^a;  ^^e^,  .  .  .  a„)  für  jedes  »  einen  Punkt  eines  gewissen 
einfach  zusammenhängenden  algebraisch  begrenzten  Bereiches  be- 
stimmt. Die  Bestimmung  der  Eänder  ist  noch  nicht  allgemeiQ  ge- 
lungen. Immerhin  ist  I  «g  |  ^  2  die  genaue  Schranke  für  a^,  die  nur  für 

erreicht  wird,  ein  Satz,  auf  dem  auch  die  Koeffizientenbestimmung  in 
der  Picksohen  Verzerrungsformel  beruht  Das  sind  also  Untersuchun- 
gen, die  denjenigen  von  Caratheodory  und  Schur  über  beschränkte 
Famihen  durchaus  analog  sind.  Eine  weitere  Parallele  sind  auch  die 
Untersuchungen  von  Caratheodory  und  F^är^^)  über  die  Koeffizienten 
der  NuU  'und  Ems  vermeidenden  Familie  Emen  Beitrag  zum  Koeffi- 
zientenproblem enthält  auch  der  Satz  von  Fejer^^),  wonach  eine  in 
I  ;ef  I  <  1  schlichte  Funktion,  welche  |  ä  |  <  1  auf  einen  von  einer  Jordan- 
kurve  begrenzten  Bereich  abbildet,  eine  in  |  ^  |  ^  1  gleichmäßig  kon- 
vergente Potenzreihenentwicklung  besitzt. 

Aus  dem  Flächensatz  bzw.  der  Abschätzung  2.  auf  p.  610  kann 
leicht  der  folgende  von  Koebe^^)  herrührende  Satz  gefolgert  werden *^^): 

Wenn  f(/)  für  |  ^e?  |  <  1  regulär  und  schlicht  ist,  so  hat  der  NuU 
nächstgelegene  Randpunkt  von  0  =  0  eine  Entfernung,  die  nicht  kleiner 

als  -j-  sein  kann,  und  die  nur  für  j(p  \a  glßioJi  "^   wird 

828,1)  B.Nevanknna,  Über  die  schlichten  Abbildungen  des  Einheitskreises, 
öveis  av  Finska  Vet.  Pörh.  Bd    62  (1919/20),  Avd  A,  Nr.  7. 

829)  G.  F%ck,  Üher  die  konforme  AJbbildong  eines  Elreises  anf  ein  eohlichtes 
mid  zugleich  beBohränktea  Gebiet,  Wien.  Ber  1917  Abtlg.  Ha  126,  p.  247— 26S 

880)  P  Koebe,  a.  a.  0    28) 

881)  G  Fiiber,  a.  a  0  828);  X  Bteberbach"'^  Vgl.  auch  L  Steberbach, 
Math  Ann.  72  (1912),  p,  107—144  Vgl  auch  L.  B%eberbach,  Math.  Ann  77 
(1916),  p.  158—172,  wo  ein  anderer  Beweis  versncht  wurde  <?.  Faber,  Übet 
Potentialtheorie  und  konforme  Abbildung,  Münch.  Ber.  1920,  p.  49—64,  gibt 
einen  neuen  Beweis  und  eine  Reihe  weiterer  neuer  Sätze 
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Jede  Folge  von  schlichten  Funktionen  Ojisr  +  •  •  •,  für  die  \a^\  und 

-i — r  beschränkt  sind,  ist  eine  normale  Familie;  jede  örenzfiinktion  ist 
l"il  ... 

wieder  schlicht.  Das  lehrt  der  Verzerrangssatz  in  Verbindung  mit  dem 

Satz  von  Rouche.    Auf  solche  Folgen  Ton  Funktionen  bezieht  sich  ein 

Satz  von  Ca/raüidodory}^'^) 

Neuerdings  hat  Bieberhach^'^   dem  Verzerrungssatz    einen  Dre- 

himgssaU  an  die  Seite  gestellt.    Er  beweist:  Wenn  f{d)  =  e  -^  a^g* 

+  •  •  •  in  I  jef  I  <  1  schlicht  und  regulär  ist,  so  gilt 

|argrWI^21og  \  +  \'^\      (argr(0)»0) 

eine  Schranke,  die  noch  verschärft  werden  kann.    Der  Beweis  beruht 
auf  der  leicht  aus  j  ffj  |  ^  2  fließenden  Ungleichung 


f|(l-^^-)-2.- 


4, 


die  nach  B,.  NeoarJjwma^^^'^)  auch  die  ganze  Lösung  des  Verzerrungs- 
problems enthält.    (Vgl  auch  II  C  3  {Lichtenstein),  Nr,  47.) 

65.  Familien,  die  Bohliobt  und  beschränkt  zugleich  sind.  Die 
Untersuchung  läuft  in  vielen  Stücken  der  bei  den  schlichten  Famüien 
paralleL  Den  Anstoß  gab  auch  hier  ein  Satz  von  Ko^e^^y^^),  den 
er  beim  flauptkreistheorem  der  Umformisienmg  verwendete:  Wenn  der 
schlichte  Bereich  B  ganz  dem  Inneren  des  Einheitskreises  angehört  und 
den  Nullpunkt  enthält,  und  d  der  Abstand  seines  nächsten  Eand- 
punktes  vom  Mittelpunkt  ist,  dann  kann  B  durch  eine  Funktion,  die  bei 
NuU  verschwindet  und  dort  die  Ableitung  Eins  besitzt,  auf  einen  KJreis  ab- 
gebildet werden,  dessen  Radius  kleiner  ist  als  /j^i  jvi  Diese  Schranke 
wird  nur  dann  erreicht,  wenn  es  sich  um  die  Abbildung  eines  Be- 
reiches handelt,  der  aus  dem  Kreis  |  ;Sf  ]  <  1  durch  radiale  Aufschhtzung 
von  einem  Punkte  des  Betrages  d  bis  zum  Bande  des  Einheiiskreises 
entsteht.»'*) 

Pick*^^)  hat  diese  Untersuchungen  wieder  aufgenommen  und  zu- 
nächst den  eben  ausgeführten  Satz  auf  folgende  Form  gebracht: 

882)  0.  OaratModory,  üntersiiclimigen  über  die  konforme  Abbildung  von  festen 
tmd  veränderlichen  Gebieten,  Math.  Ann  72  (1912),  p.  107—144.  YgL  aadhL.Bieber- 
iach.  Über  einen  Satz  des  Herrn  Carath^dory,  Gott.  Kachr.  1916,  p  &62— 660. 

883)  L.  JBieberbach,  Anf Stellung  nnd  Beweis  eines  Drehanga&atzes  fSr 
flclüicbte  und  konforme  Abbildungen,  Math  Ztschr  4  (1919),  p.  296 — 806  F.  Koebe, 
Zum  Yerzerrungssatz  der  konformen  Abbildung,  Math  Ztschr.  6  (1920),  p.  811 
— 812  hat  auf  Grund  eii\er  älteren  TJngleichungsbeziehung  ***)  zwischen  Beal- 
und  Imagmärteil  einer  analytischen  Funktion  eme  weniger  scharfe  Abschätzung 
aas  dem  Verzerrungssatz  gewonnen.  JB.  JWc»a«Zmna"^')  hat  Bieb&rbachs  Beweis 
wesentlich  verkürzt 

884)  Bielerbach,  a  a.  0.  381),  Math   Ann   77. 
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Wenn  f(e)  für  |if|<l  scUiclit  ist,  und  wenn  dort  \f(B)\<.B 
gilt,  wenn  „am  Rand"  außerdem  \f{d)\'^r  ist,  so  ist 

Das  Gleichheitszeiclien  kann  nur  dann  stehen,  wenn  es  sich  um  die 
Abbildung  von  |  jer  |  <  1  auf  den  von  r  bis  22  auj^esehlitzten  Kreis 
vom  Radius  JR  handelt.  Weiter  hat  Pick  das  Analogon  des  Yerzer- 
rungssatzes  gewonnen. 

66.  Konvexe  Familien.     Dahin  gehört  vor  allem  Studf/B  Run- 

dungssohranke**):  Die  Potenzreihe  f(ß)  =*  «o  ~f"  %^  H ^^^^  ^^  einem 

— ^    ist,  nicht  regulär  und  konvex  zu- 
gleich sein,  d.  h.  denselben  auf  einen  konvexen  Bereich  abbilden;  und 

sind  die  einzigen  Funktionen,  die  för  \e\<. 


Kreise  |jef|  <  (),  fttr  den  q  > 


1  konvex  sind. 


iL 

GVoMWoW")  hat  angegeben,  daß  für  jede  |  ;6f  |  <  1  schlichte  und 
reguläre  Funktion  f{fs)  die  Rundungsschranke  nicht  kleiner  als  2  —  "j/S 

sein  kann.     Für  /^_  nj   "wird    diese    Schranke    gerade   erreicht.    Ein 

Beweis  für  diese  Angabe  läßt  sich  nach  JR  Nevanlmna^^^)  sehr  leicht 
aus  der  am  Ende  von  Nr.  64  angegebenen  Abschätzung  ablesen.  Wie 
ich  neuerdings  gefunden  habe,  wird  'ein  fast  doppelt  so  großer  Kreis 
stets  auf  einen  Stern  abgebildet. 

Die  Frage  nach  den  Koeffizienten  konvexer  Funktionen  ist  gleieh- 
faRa  durch  die  Untersuchungen  von  Study  erledigt  Die  Funktion  f{B) 
ist  nämlich  dann  und  nur  dann  für  j  üf  |  <  1  konvex,  wenn 

ist    Bei  Anwendung  auf  1  -j — Wy  erledigen  also  die  GaratModory- 

ÄÄMT  sehen  Untersuchungen  über  Funktionen  mit  positivem  Real- 
teil  auch  das  Koeffizientenproblem  der  konvexen  Funktionen. 
K  Lowner*^^)  hat  bemerkt,  daß  sämtliche  Koeffizienten  einer  in  |  jer  |  <  1 
konvexen  Funktion  dem  Betrage  nach  nicht  über  Eins  Hegen  Löwner 
hat  weiter  das  Analogen  zum  Verzemmgsgesetz  hergeleitet 

886)  K  Löwner,  a)  Untersnohungen  über  die  Verzerrung  bei  konformen  Ab- 
bildungen des  Einlieitfltreiaes  | » |  <  1,  die  durch  Funktionen  mit  nicht  ver- 
schwindender Ableitung  gehefert  werden,  Leipz  Ber.  1917,  p  89—106;  b)  Über 
Extremumaätze  bei  der  konformen  Abbildung  des  Äußeren  des  Emheitskreises, 
Math  Ztachr.  8  (1919),  p.  66—77.  Ygl.  ferner.  E.  Frank,  Beitrage  zur  kon- 
formen Abbildung,  Diaa.  Frankfurt  1919. 
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Ich  erwähne  noch  einen  Satz  von  CaratModory^^^):  Man  kann  die 
Koeffizienten  Oq,  Oj,  .  .  .  a„  der  Funktion  2%e*  mit  der  selbstver- 
ständlichen Einschränkung  a^  H-  0  beliebig  vorgeben  und  dann  noch 
die  anderen  so  bestimmen,  daß  die  Reihe  ihren  Konvergenzkreis  auf 
ein  konvexes  Polygon  abbildet.  Man  kann  sie  sogar  auf  eine  einzige 
Weise  so  bestimmen,  daß  das  Polygon  höchstens  n  Seiten  besitzt. 

Arithmetische  Eigenschaften  analytischer  Funktionen. 

67.  Arithmetisohe  Eigensohaften  analytischer  Funktionen. 
E.  Strauß^'')  hat  1887  zu  beweisen  versucht,  daß  eine  analytisclie 
Funktion,  die  für  alle  rationalen  Werte  des  Argumentes  rational  ist, 
eine  rationale  Funktion  sei  Aber  Weierstroß^^^)  gab  alsbald  ein  Bei- 
spiel einer  ganzen  transzendenten  Funktion  au,  die  für  aUo  rational<:^u 
Werte  rational  wird.  StaeckeP^^)  hat  diese  Fragestellung  wieder  auf- 
genommen und  m  wesenthchen  Punkten  gefördert.  Zunächst  fand  er 
ein  allgemeines  Prinzip,  das  auch  den  Weierstraß sahen  Fall  in  sich 
schloß.  Er  zeigte,  daß  man  stets  ganze  Funktionen  angeben  kann, 
die  in  einer  gegebenen  abzählbaren  Menge  nur  Werte  annehmen,  die 
einer  gleichfalls  gegebenen  dichten  Menge  angehören.  Hülert^^^)  fanci, 
'  daß  eine  algeiraische  Funktion,  die  für  alle  rationalen  Wei-te  des  Ar- 
gumentes rationale  Werte  annimmt,  rational  ist  StaecJccl^'^)  gab  weiter 
eine  Funktion  an,  die  samt  ihrer  ümkehrang  au  allen  algebiaisclien 
Stellen  algebraische  Werte  annimmt,  ohne  selbst  algebraisch  zu  sein. 
Er  legt  die  weitere  Frage  vor,  ob  es  transzendente  Funktionen  gibt, 
die  an  algebraischen  Stellen  samt  allen  ihren  Ableitungen  algebraische 
Werte  annehmen  Faber ^^),  der  Staecheh  Untersuchungen  wiederauf- 
nahm und  weiter  vei-tiefte,  bejahte  diese  Frage.  Faher  zeigte  weiter, 
daß  man  jede  ganze  Funktion  mit  beliebiger  Genauigkeit  durch  andere 

886)  0  Carathiodory,  Sur  la  reprösentation  conforme  des  polygonoB  convexcs, 
Ann   de  BruxeUeB  57  (191S),  p  1—10. 

337)  U  Strauß,  Eine  Verallgemeinerimg  der  dekadischen  Sobreib weise  nobal 
ftmkfaonentheoretiaoher  Anwendung,  Acta  math.  11  (1887),  p.  18—18 

388)  Bei  P.  Staeckd,  Über  arithmetisohe  Eigenschaften  analytischer  Funk- 
tionen, Math  Ann.  46  (1895),  p.  518—520,  und  Nouv.  Ann  (3)  18  (1899),  p.  63—64. 

839)  JD  Hubert,  Über  die  Irreduzibilität  ganzer  rationaler  Funktionen  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten,  J  f  Math.  110  (1892),  (p  104—129)  p.  129. 

840)  P  StaecM,  a)  Arithmetische  Eigenschaften  analytischer  Funktionen, 
Acta  math.  26  (1902),  p  372—884;  b)  Sur  quelques  propriötös  arithmdtiques  dcB 
fonctiouB  analytiques,  Paris  C.  R.  128  (1899),  p  225—227  und  p.  806— 80B; 
o)  Arithmetische  Eigenschaften  analytiBcher  Funktionen,  Jahreeber  d.  D.  Math.-Ver. 
11  (1902),  p  183—184 

841)  Q  Faber,  Über  anthmetische  Eigenschaften  analytischer  Punktionen, 
Math.  Ann  68  (1904),  p  646—557. 
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ganze  Funktionen  approximieren  kann,  die  samt  ihren  Ableitungen 
an  allen  algebraischen  Stellen  algebraische  Werte  annehmen  Daß 
man  ganze  Funktionen  mit  beliebig  gegebenen  NuUstellen  und  ratio- 
nalen Koeffizienten  angeben  kann,  hat  JBkrwitß^^  gezeigt,  so  daß  also 
der  Begriff  der  Irreduzibilität  im  Gebiet  der  ganzen  transzendenten 
Funktionen  seinen  Sinn  verliert 

Der  berühmte  Sats  von  Eisenstem^^)  lautet:  Wenn  eme  Potenz- 
reihe ^dn^  mit  rationalen  Koeffizienten  einer  algebraischen  Gleichung 
genOgt,  so  gibt  es  eme  ganze  Zahl  K,  so  daß  die  Koeffizienten  yon 
Sa^K^d^  mit  Ausnahme  von  a^  alle  ganze  Zahlen  werden.  Sunviiß^^) 
und  G.  Pölya^^^)  haben  ihm  einen  Satz  über,  die  Lösungen  algebrai- 
scher Differentialgleichungen  zur  Seite  gestellt 

Borel^  fand  als  Anwendung  von  HadamardB  Untersuchungen 
über  die  Lage  der  Pole  folgenden  Satz:  Wenn  eine  für  |;0|^1  me- 
romorphe  Funktion  in  der  Umgebung  von  e  =  0  durch  eine  Potenz- 
reihe mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  dargestellt  wird,  so  ist  sie 
notwendig  rational.    Natürlich  genügt  es  nicht,  nur  für  |  jS  |  <  1  die 

842)  A.  Surmte,  Über  beständig  konvergente  Fotenzreihen  mit  rationalen 
Zahlenkoef&zienten  und  vorgesclinebenen  Nallstellen,  Acta  matb.  14  (1891), 
p  211—215 

843)  G.  Eisenstein,  Über  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Beibenentwiok- 
lungen  aller  algebraischen  Funktionen,  Berlm.  Sitzber  1862,  p.  441—448  Vgl. 
auch  den  Beweis  von  Seine,  Über  die  Entwicklung  von  Wurzeln  algebraischer 
Gleichungen,  J.  f  Math.  48  (1854),  p  267—276.  In  dieser  Arbeit  wird  noch 
die  oft  nützliche  Bemerkung  bewiesen,  daß  eine  algebraische  Funktion,  die  durch 
eme  Potonzreihe  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  dargestellt  ist,  stets  auch  einer 
algebraischen  Gleichung  mit  ganzen  Koeffizienten  genügt.  Feiner  Serrntte,  /8ur  un 
th^orfeme  d.^ Eisenstein,  Proc  of  the  London  math  soc  7  (1876),  p  173—176  und 
Cours  professde  ä  la  fao  des  sc.  de  Paris  1891.  Dort  finden  sich  auch  in  nicht 
ganz  präziser  Weise  gewisse  Ergebnisse  von  TchebycTief  über  die  Reihen,  welche 
elementare  Funktionen  darstellen.  Vgl  auch  B.  Sutak,  Em  neuer  Beweis  eines 
EhsensteinBchen  Satzes,  Math.-nat  Ber  ans  Ungarn  12  (1894),  p.  1—10  Feiner 
B  Schwäre,  Der  Etsensteinache  Satz  über  die  Koeffizienten  der  Reihenentwick- 
lungen algebraischer  Funktionen,  Diss,  Tübingen  1908;  L.  Koentgsderger,  Über 
den  EisensteinBchen  Satz  von  dem  Charakter  der  Koeffizienten  der  Reihenent- 
wicklungen algebraischer  Funktionen,  J  f.  Math.  180  (1906),  p.  259—269; 
H  ton  Koch,  a)  Sur  une  piopiiöt^  anthmötique  du  döveloppement  en  s&ie  de 
Taylor  d'une  fanction  alg^iique,  Arkiv  for  math.  astr  och  fys  1  (1908),  p  629 
—641;  b)  Sur  une  extension  du  thöoröme  ä^Etsenetem,  Arkiv  for  math  astr 
oci  fys    1  (1903),  p  648—650 

848, 1)  Ä.  JSurtoite,  Sur  le  döveloppement  des  fonctions  satisfaisant  ä  une 
äquation  differentielle  alg^rique,  Ann.  to.  Norm.  (8)  6  (1889),  p  827—882. 

844)  E.  Borel,  Sur  une  application  d'un  thÄorfeme  de  M.  Sadamard,  Bull 
des  BC  math  18  (1894),  p  22—26;  Q.  Vahroti,  Sur  le  däveloppement  de  Taylor 
d'une  fonction  m&omorphe,  Nouv.  ann   (4)  11  (1911),  p  18—20. 
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Funktion  meromorpli  vorauszusetzen,  denn  Sa^^  und  27[a„]jep"  haben 
in  1 0 1  <  1  die  gleichen  Singularitäten. 

JBorel^^'')  hat  weiter  den  Fall  betrachtet,  daß  die  Reihe  die  Ge- 
stalt f(e)  =  27-^ä"  mit  ganzzahligen  h„  und  c„  besitzt,  wofern  die  c„ 
nur  endlich  viele  verschiedene  Primfaktoren  enthalten,  und  y\  c„  |  be- 
schränkt ist.  f{e)  kann  nicht  meromorph  sein,  Väliron^  betrachtet 
sogar  einen  Fall  mit  unendlichvielen  Primfaktoren 

Pdlya^)  verallgemeinert  den  J?oreZ sehen  Satz  für  den  Fall,  daß 
die  gegebene  Funktion  in  der  ganzen  Ebene  nur  eine  wesentliche  Sin- 
gularität hat.  Auch  dann  kann  ihre  Entwicklung  um  «  =  0  nicht  nur 
ganzzahlige  Koeffizienten  besitzen.  Noch  allgemeiner  ist  der  folgende 
Satz  von  Pölya^):  Wenn  f(g)  für  |0|  <  JB  und  E  >  1  abgesehen  von 
endlichvielen  Singularitäten  regulär  und  eindeutig  ist  und  ganzzahlige 
Koeffizienten  besitzt,  so  ist  f(e)  rational.  Pölya  hat  aus  seinem  eben 
erwähnten  Satz  den  folgenden  Schluß  gezogen:  Die  singulären  Punkte 
einer  eindeutigen  Funktion  soUen  keinen  endlichen  Häufungspunkt  be- 
sitzen, und  die  Koeffizienten  der  Potenzreihenentwicklung  sollen  ra- 
tionale Zahlen  sein.  Die  Funktion  ist  rational,  wenn  ihre  Potenzreihe 
der  JETisens^m sehen  Bedingung  genügt,  und  sie  ist  transzendent,  wenn 
ihre  Potenzreihe  der  MsensteifiBohen  Bedingung  nicht  genügt.  Pölya^^^) 
hat  weiter  die  folgende  Vermutung  ausgesprochen:  Wenn  -Sa^jef"  ganze 
Koeffizienten  hat  und  den  Einheitskreis  als  Konvergenzkreis  besitzt, 
so  ist  dieser  entweder  natürliche  Grenze  oder  die  Funktion  ist  rational. 
Wie  ich  höre,  hat  Carlson  diese  Vermutung  kürzlich  bewiesen. 

Pölya^^  hat  Untersuchungen  über  das  Wachstum  der  ganzen 
transzendenten  Funktionen  angestellt,  welche  für  ganzzahlige  Werte 
des  Argumentes  stets  ganzzahlige  Werte  annehmen,  und  hat  gefunden, 
daß  das  Wachstum  nicht  beliebig  langsam  sein  kann.    Vielmehr  muß 

,.  M(r)  ^  . 

lim  sup  -^  ^  1 

sein,  wenn  die  Funktion  f{8)  kein  Polynom  sein  soll.  Gibt  es  eine 
positive  Zahl  h  so,  daß  ^^  für  r  ^  1  beschränkt  bleibt,  so  folgt 
aus  der  Ganzzahügkeit  der  Werte  /(O),  f(l),  . . .,  daß 

K^)  =  P(^).2'+(p(^) 
ist,  wo  P(0)  und  93  (^er)  Polynome  sind. 

845)  G  Pölya,  a)  Über  ganzwerfcige  ganze  Funktionen,  Rend  di  Palermo  40 
(1914),  p  1—16;  b)  Über  ganze  ganzwertige  Funktionen,  Gott  Nachr  1920, 
p  1—10  Vgl  auch  G.  E  HarÜAj,  On  a  theorem  of  Mr  G'  :P6lya,  Proo.  of  Üie 
Cambr  Phü.  Soo.  19  (1920),  p  60-68;  E  Landau,  On  Mr  Harcly'B  extension 
of  a  theorem  of  Mr  Pölya,  Proc   of  the  Cambr  Phil  Soc   19  (1920),  p.  14—15. 

"■"  a.  a.  0  206). 
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Von  Fatou'*'''^)  rükrt  der  folgende  Satz  her:  Wenn  eine  algebra- 
ische Fanktion  eine  Fotenzreihenentwicklung  mit  ganzzahligen  KoefG.- 
zienten  und  einem  Konvergenzradius  gleich  Eins  besitzt,  so  ist  sie 
rational,  nnd  alle  ihre  Pole  liegen  bei  Einheitswurzeln.**^ 

Von  Fatou^^)  rührt  weiter  der  folgende  Satz  her;  Wenn  eine 
Potenzreihe  nnr  endlichTiele  verschiedene  Koeffizienten  hat,  so  ist  ent- 
weder die  durch  sie  dargestellte  Funktion  rational,  oder  sie  hat  auf 
dem  Konvergenzkreis  singulare  Punkte,  in  deren  Umgebung  keine  Ab- 
schätzung der  Form  _£• 

IWI<|,_a|« 
gilt 

R  Jentmsch^  fand  die  folgenden  Sätze:  Hat  27a„£f"  nur  endlich- 
viele  verschiedene  Koeffizienten  und  auf  dem  Einheitskreis  nur  endKch- 
viele  Smgularitäten  und  ist  die  dargestellte  Funktion  in  einem  etwas 
größeren  Kreis  eindeutig,  so  ist  f(g)  rational  mit  lauter  einfachen 
Polen,  die  bei  Einheitswurzeln  hegen.  Diesen  Satz  verschärft  Carlson.^ 

Wenn  -Sa„«*  aus  JSh^i^  durch  Vorzeichenanderung  der  Koeffi- 
zienten erhalten  wird  und  wenn  beide  Reihen  auf  dem  Konvergenz- 
kreis nur  isolierte  Singularitäten  besitzen  und  in  einem  etwas  größeren 
Kreise  eindeutig  sind,  so  gehen  die  auf  dem  Konvergenzkreis  gelegenen 
singularen  Stellen  der  einen  durch  Multiplikation  mit  Emheitswnrzeln 
aus  denjenigen  der  anderen  hervor.  Für  diesen  Satz  YonJentesch-haii 
Föh/a^^)  einen  neuen  Beweis  gegeben. 

Fatou^^)  vermutete,  daß  man  durch  Vorzeichenänderung  der  Koeffi- 
zienten eine  jede  Reihe  in  eine  andere  verwandeln  kann,  die  keine 
Fortsetzung  über  ihren  Konvergenzkreis  zulaßt.  Hurmta  und  Fölya^^) 
haben  diese  Vermutung  bewiesen 

Analytische  Fnnktionen  von  meliTeren  komplexen  Tarialbeln. 

68.  Definition  des  analytiBOlien  Charakters  einer  FnnktioiL 
Man  kann  hier  wie  bei  den  analytischen  Funktionen  einer  Variabeln 
von  der  Potenzreihendefinition  oder  von  einer  in  Richtung  des  Di- 

846,1)  P.  Fatou,  a)  a  a  0.  95);  b)  Snr  lea  eSnes  entiäres  ä.  coefficients 
entiers,  Paris  C  R   188  (1904),  p.  842—844 

847)  Vgl  auch  0.  SzäsB,  Über  aritbmetiBche  Eigenschaften  gewisser  unend- 
licher Zahlenfolgen  und  zugehöriger  Fotenzreihen,  Arch  Math.  Fhys  (S)  26 
(1917),  p.  125—182 

848)  J2.  Jentzsch,  Fotenzreihen  nut  endlichTielen  verschiedenen  Koeffizienten, 
Math  Ann.  78  (1918),  p.  276—285;  F.Carlson,  Über  Potenzreihen  mit  endlich 
vielen  verschiedenen  Koeffizienten,  Math  Ann.  79  (1919),  p.  237—246. 

849)  Q.  Pölya,  Über  Potenzreihen  mit  endlichvielen  verschiedenen  Koeffi- 
zienten, Math.  Ann   78  (1918),  p.  286—298. 
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ricMdaaikeii  Funktionenbegriffes  Legenden  Erklärung  ausgehen  Die 
Yerbintlung  zwischen  beiden  Definitionen  liefert  wieder  die  Integral- 
formel, und  der  Nachweis,  daß  man  jede  im  Sinne  der  zweiten  Defi- 
nition m  der  Umgebung  einer  Stelle  f^,  ?,  analytische  Funktion  /"(^j,  e^) 
]n  eine  nach  Potenzen  yon  e^  —  g^  und  0^  —  g'j  fortschreitende  abso- 
lut konvergente  Reihe  ?ß  (;^i  —  tit  ^2  —  fs)  entwickeln  kann 
Man  stelle  die  folgende  Definition  an  die  Spitze: 
Einein  einem  Bereiche  des  jer^,  jer^- Raumes '^"j  eindeutig  erklärte 
Funktion  f(8i,JBi)  heißt  darin  von  analytischem  Charakter,  wenn  sie 
1.  eine  stetige  Funktion  der  beiden  Yariabebi  ist  und  wenn  2.  au 

jeder  Stelle  des  Bereiches  die  partiellen  Ableitungen  ^  und  -k^ 
existieren. 

In  dieser  Definition  sind  nicht  alle  darin  angeführten  Bedingungen 
voneinander  unabhängig.  Als  erster  hat  Osgood^^)  gezeigt,  daß  neben 
der  Existenz  der  beiden  partiellen  Ableitungen  statt  der  geforderten 
Stetigkeit  die  Beschränktheit  von  f(0j^,  0^)  ausi eicht,  daß  also  die  Ste- 
tigkeit eine  Folge  der  Differenzierbarkeit  und  der  Beschränktheit  ist. 
Daß  auch  die  Beschränktheit  selbst  eine  Folge  der  Differenzierbarkeit 
ist,  hat  erst  JSdrtogs^^^)  gelehrt.  Man  hat  daher  den  Satz,  daß  eine 
eindeutige  Funktion  /(ß^ ,  g^)}  ^iö  in  jeder  einzelnen  der  beiden  Variabein 
analytisch  ist,  im  Sinne  der  an  die  Spitze  gestellten  Definition  eine  ana- 
lytische Funktion  der  beiden  komplexen  Variabein  ist. 

Was  die  Erklärung  durch  Potenzreihen  anlangt,  so  kann  man 
sich  fragen,  ob  nicht  überhaupt  eme  jede  Mac-LcmnnBchQ  Reihe, 
d.  h.  eine  nach  homogenen  Polynomen 

w-ten  Orades  fortschreitende  konvergente  Reihe  im  Konvergenzbereich 
eine  analytische  Funktion  darstellt,  also  absolut  konvergiert  als  Potenz- 
reihe in  01,  0^.    In  der  Tat  hat  dies  Eartogs^^^'')  bewiesen. ''*') 

850)  Damit  ist  folgendes  gemeint*  Es  sei  «i  =  aj^  -f  t'i/i  und  g^zz=x^^  iy^ 
Dann  meine  ich  einen  Bereich  in  dem  vierdimensionalen  Kaum  der  x^,  x^,  y^,  y^. 

361)  W.  F.  Osgood,  Note  über  analytische  Funktionen  mehrerer  VerBuder- 
lioher,  Math.  Ann.  62  (1899),  p  462—464. 

862)  F.  Saartoga,  Zur  Theorie  dei  analytischen  Funktionen  mehrerer  unab- 
hängiger Yeränderhoher,  insbesondere  über  die  Darstellong  derselben  durch 
Reihen,  welche  nach  Potenzen  evn&'  Veränderlichen  fortschreiten,  Math.  Ann.  62 
(1906),  p.  1—88.  Vgl  auch  W  F  Osgood,  Zweite  Note  über  analytische  Funk- 
tionen  mehrerer   komplexer  Veränderlicher,  Math   Ann   58  (1900),  p  461 — 464 

862  a)  a  a  0.  852),  §  11. 

868)  Dies  Besultat  von  Sartogs  ist  emigen  Verfassem,  die  das  gleiche 
Problem  interessierte,  unbekannt  gebheben.     So  erklaren  sich  wohl  die  nicht 
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Yon  der  an  die  Spitze  gestellten  Definition  ans  gewinnt  man  leiclit 
den  Catichy  Bcken  lutegralsatz  und  die  Integralformel  dorch  zweimalige 
Anwendung  der  für  Funktionen  emer  Variabein  geltenden  Beziehungen. 
Das  Ergebnis  lautet  (ygL  auch  11 B  1  {Osgood)): 

B{e^  sei  ein  Bereich  der  x^i-Ebene  und  a^  eine  ihm  angehörige 
rektifizierbare  Eurre,  die  0j  einmal  in  positivem  Sinne  umkreise. 

B{0^  sei  ebenso  ein  Bereich  der  jcf,- Ebene  und  o^  eine  ihm  an- 
gehörige rektifizierbare  Kurve,  die  8^  einmal  in  positivem  Sinne  um- 
kreise.    Dann  gilt 

fißii  ^a)  s*^^  dabei  eine  in  dem  Bereich: 

0^  aus  B(sSi),    0^  ^"S  -B(jerg) 
eindeutige  analytische  Funktion  sein. 

Es  braucht  nicht  näher  erörtert  zu  werden,  wie  man  aus  dieser 
Integralformel  die  Potenzreihenentwicklung 

f{0^,  0^)  =  ^(^1  —  «1,  ^2  —  Ö2) 
oder  auch  die  Verallgemeinerung  der  Laurent Bcheia  Reihe  erschließt.*'**) 

69.  Die  JBIonvergenz  der  Fotenzreihen  In  zwei  komplexen 
Yeränderllohen.  Am  eingehendsten  hat  diese  Fragen  Ha/rtogs^ 
untersucht.  Seme  Ergebnisse  gelten  zum  Teil  auch  für  Eeihen  in 
mehr  als  zwei  Veränderlichen.  Doch  wollen  wir  uns  in  diesem  Ar- 
tikel wie  bisher  so  auch  weiter  darauf  beschränken,  die  Ergebnisse 
der  Theorie  an  dem  Beispiel  der  Funktionen  von  zwei  komplexen 
Veränderlichen  zu  entwickeln.  Das  muß  bei  einer  Theorie,  die  noch 
so  im  Flusse  ist  wie  die  hier  darzustellende,  genügen. 

Ich  betrachte  zunächst  "vlie  Fotenzreihen  selbst.     Das  sind  also 

znm  Ziel  gelangten  Yersuche  von  JDuZoc  nod  E.  Levi.  Ygl.  H  JDuJac,  Sar  les 
B&ies  de  Mac-Lavrtn  de  plnaieurs  vanablea,  Acta  math  81  (1908),  p  95 — 106; 
JS  Levi,  Serie  di  Taylor  di  funzioni  analiüche  di  piü  yariabile,  Eend.  dei  Lin- 
oei  (6)  21  (1912),  p  816—822  Eß  ist  auch  bei  den  Autoren  eine  Verschieden- 
beit  der  Benennung,  die  es  vielleicht  erklärt,  daß  die  späteren  Autoren  bei 
Earioga  ihr  Problem  nicht  'vrieder  erkannten  Diese  Erklärung  ist  um  so  wabr- 
Bcheinlicher,  als  nicht  einmal  der  Beferent  in  den  „Fortschritten  der  Mathematik" 
der  Eartogs  (t*  d  M  86  (1905),  p.  483—486)  sowohl  wie  später  Lev%  (F  d  M. 
43  (1912),  p.  612)  referierte,  das  Sartogascha  Problem  bei  Lein  wiedererkannte. 

854)  jBiarfo^s'"^')  hat  die  „integral] ose'*  Pnn^sÄetm  sehe  Umsetzung  dieser 
Methode  verwendet. 

855)  F  Eartogs,  a)  Beiträge  zur  elementaren  Theorie  der  Potenzreihen  und 
der  eindeutigen  analytischen  Funktionen  zweier  Veränderlichen,  Diss.  München 
1904;  b)  a.  a.  0  862) 
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Doppelreihen"")  ^(ßii,  —  (h)  ^%  —  ^i>  ^^  ^^  Funktionentheorie  ist 
namentlicli  der  Berddli  der  absoMen  Konvergena  wichtig.  Denn  Hartogs 
hat  gezeigt,  daß  die  Stellen  lediglich  bedingter  Konvergenz  niemals 
einen  Bereich  erfüllen.  Allerdings  liegen  sie  auch  nicht  wie  bei  Po- 
tenzreihen einer  Veränderlichen  alle  am  Rande  des  Bereiches  der  ab- 
soluten Konvergenz.  Außerhalb  desselben  können  noch  gewisse  zwei- 
dimensionale Mengen  bedmgter  Konvergenz  liegen.  Ob  die  Werte,  die 
dort  die  konvergente  Reihe  liefert,  etwas  mit  der  Fortsetzung  der  durch, 
die  Reihe  definierten  analytischen  Funktion  zu  tun  haben,  scheint  nocli 
nicht  geklärt  Was  nun  den  Bereich  der  absoluten  Konvergenz  be- 
trifft, so  ist  er  von  der  Form 

kl  — «iK»*!.  I^a  — «aK^'a;  »"a  =  9'(»"i) 
Hier  ist  9'(**i)  eme  Funktion  von  gleich  näher  anzugebenden  Eigen- 
schaften- Man  nennt  r^  und  r^  zwei  assoziierte  Konvergenzradiea. 
(p(r^  ist  eine  in  einem  Intervall  0  <  r^  <  Ä^  erklärte  stetige,  bei 
wachsendem  r^  memals  zunehmende  Funktion,  loggj(ri)  ist  außer- 
dem  eme   konvexe   Funktion  von  logr^.    Hartogs^^)  und  Faber ^^'^) 

856)  Wegen  einer  allgemeinen  Theorie  der  unendlichen  Doppelieihen  yer- 
gleiche  man  A.  Pringsheim,  a)  Elementare  Theorie  der  unendlichen  Doppelreihen, 
Mflnch.  Sitzber  27  (1897),  p  101—162,  b)  Zur  Theorie  der  zweifach  unend- 
lichen Zahlenfolgen,  Math  Ann.  68  (1899),  p.  289—321,  o)  Vorlesungen  über 
Zahlenlehre  2  (1916),  p  449—614;  F  London,  Über  Doppelfolgen  und  Doppel- 
reihen, Math    Ann    63  (1899),  p   822—870. 

857)  Der  auf  die  Stetigkeit  und  Monotonie  bezfigliche  Teil  dienes  Satzes 
wurde  schon  von  Weierstiaß  in  Vorlesungen  1880/1881  angegeben.  Ich  entnehme 
diese  Bemerkung  dem  schönen  Bericht  von  Osgood ^  Topics  in  the  theoiy  of 
fonctions  of  severikl  complex  variables.  Am  math.  soc.  coUoquinm  lectures  Vol.  IV, 
TheMadiBOn  colloq[uium  1918,  Newyork  1914,  p.  111—280.  Vgl  ferner-  Ad  Meyer, 
Om  Eontinuitet  hos  Eonvergensomräden,  Stockholm  ac  fßrh.  Ofver  4ii  (188S),  Nr  9, 
p.  16 — 81;  B  Phragm^,  Om  Konvergensomrä-det  hos  potensserier  af  tvft  variabler, 
Stockholm  Ac  förh.  öfver  40  (1883),  Nr.  10,  p.  17—26  Den  auf  die  Konka- 
vität bezüglichen  Teil  hat  zuerst  JB'  Foihry  angegeben.  Vgl  E.  Fabry,  Sur  lea 
rayons  de  convergence  d'une  sörie  double  Paris  C  E  134  (1902),  p  1190—1192. 
Fdbry  stützt  sich  dabei  auf  gewisse  altere  Überlegungen  von  E  Lemaire,  Sur 
les  säries  enti^es  ä.  plusieurs  variables  ind^pendantes,  Bull,  des  so-  math.  86 
(1896),  p.  186—292.    Lematie  gibt  dort  die  Farameterdarstellung 

—  =lmisup''"^i)/|a     |{R»'i,      r' =  ?R   r      (0<SR<oo) 

für  die  assoziierten  Radien.  Der  Beweis  von  Fabry  wurde  durch  Hartogs  ver- 
einfacht Vgl  JF  Hartogs,  Über  neuere  Untersuchangen  auf  dem  Gebiete  der 
analytischen  Funktionen  mehrerer  Variablen,  Jahresber  d  D.  Math.-Ver.  16 
(1907),  [p  228—240]  p  232.  Gleichzeitig  mit  Hartogs  hat  auch  G.  Faber  einen 
Beweis  gegeben.  Vgl  O  Fäber,  Über  die  zusammengehöngen  Konvergenzradien 
von  Potenzreihen  mehrerer  Veranderbchen,  Math.  Ann.  61  (1905),  p.  289—824. 
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haben  weiter  gezeigt;  daß  die  angegebenen  Eigenschaften  ftlr  q}(r) 
oliarakteristisch  sind. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ftlr  die  Theorie  sind  weiter  die  von 
Sartogs  so  genannten  Zeilen-  und  Eolonnenreihen.  Das  ist  weiter 
nichts  als  eine  nach  Potenzen  von  g.^  bzw.  von  a^  geordnete  Potenz- 
reihe  ^{is-y,  8^.  Es  genügt  also,  die  Zeilenreihen  ^(ä^j,  e^  zu  be- 
trachten. Die  für  die  Wichtigkeit  dieser  Zeilenreihen  grundlegende 
Tatsache  ist  m  dem  folgenden  Satz  von  Hartogs^^^')  ausgesprochen: 

Für  die  absolute  Konvergenz  der  Doppelreihe  ?|3(jefi  —  <%,  n^  in 
einem  Kreisgebiete  \8^  —  ötj  |  <  rj,  |  iSfj  |  <  r,  ist  die  gleichmäßige  Kon- 
vergenz der  zugehörigen  Zeilenreihe  ^fy(fSi)0l  in.  dem  gleichen  Kj-eis- 
gebiet  notwendig  und  hmreichend. 

Die  jsfg -Werte  nun  aber,  für  welche  die  Zeilenreihe  in  einem  ge- 
gebenen jer^- Bereich  hinsichtlich  fSi  gleichmäßig  konvergiert,  machen 
wieder  einen  Kreis  |  iS^a  1  <^  **«  ^^^ 

Der  Bereich,  in  dem  überhaupt  eine  Zeilenreihe  eine  analytische 
Funktion  darstellen  kann,  ist  auf  Grund  des  ersten  der  eben  genannten 
beiden  Sätze  näher  wie  folgt  zu  charakterisieren"^^):  Eine  gegebene 
analytische  Funktion  f{e^,  e^)  läßt  sich  in  einem  Regularitätsbereich  B 
nur  dann  durch  eine  Zeilen  reihe  Sf^(ej)  ä^  darstellen,  wenn  ihre  Fort- 
setzung auch  noch  für  die  Stellen  (0^,  -^^9)  eindeutig  und  regulär  ist. 
Dabei  soll  (ßi,  0^)  irgendeine  Stelle  aus  B^  und  K  irgendeine  kom- 
plexe Zahl  sein,  deren  Betrag  eins  nicht  übersteigt.'**) 

Die  Zeilenreihen  sind  insbesondere  für  die  Untersuchungen  von 
Martogs  über  die  Smgularitäten  der  analytischen  Funktionen  von 
mehreren  unabhängigen  Variabein  wichtig  geworden.  Ein  Haupthilfs- 
mittel  bei  diesen  Überlegungen  ist  nämlich  der  jetzt  emzuführende 
Radius  der  gleichmäßigen  Konvergenz:  B^.   Diejenigen  äj -Werte  näm- 

8581  F  Sartogs,  a.  a.  0.856  a),  p.  84. 

369)  F.  Sartogs,  a  a  0.  852J,  p  27.  Der  Beweis  etiitzt  sich  u  a  auf 
eine  Gnmdeigenschaft  der  Reihen  Zf^(jSj)s^,  die  auch  beim  Beweis  des  Satzes, 
daß  alle  mit  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  versehenen  Funktionen  ana- 
lytisch Bind,  eine  große  Bolle  spielt.  Folgendes  ist  die  Eigenschait:  Die  Koeffizienten 
/  {gj)  der  Reibe  Sf^lz^e'  mögen  in  einem  Bereiche  B{ss.^  regulär  sein  Die 
Reihe  möge  für  ä,  «a,  m  3{ß^)  konvergieren,  femer  filr  ä,  =&,  (4=0)  m  B{fi^) 
gleichmäßig  konvergieren  Dann  konvergiert  sie  auch  für  alle  t  J^j  |<  |  a,  |  m 
B(fii)  gleichmaßig.  Seinen  Beweis  8'*)  hat  Sartogs  später  noch  vereinfacht.  Vgl 
F.  Sartogs,  tTber  den  Beweis  eines  Satzes  ans  der  Theorie  der  analytischen  Funk- 
tionen mehrerer  Veränderlichen,  SchwarzfeBtschrift  1914,  p.  Ö4— 60 

860)  Wegen  der  Zeilenreihen  vgl.  man  auch  W.  F.  Osgood,  Note  on  the 
functions  defined  by  inBnite  senes  whose  terms  are  analytic  functions,  Annais  of 
math.  (2)  8  (1901),  p.  26—34. 
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lieb,  für  die  Sf^is^el  in  einer  wenn  auch  noch  so  kleinen  "Umgebung 
von  g^  ==  a^  hinsichtlich  e^  gleichmäßig  konvergiert,  erftillen  einen  ge- 
wissen Kreis,  dessen  Radius  jB„^  ist.  Sa/tiogs^^*)  hat  die  folgenden 
ÖTundeigenschaften  dieser  Funktion  B^  entdeckt.  Wenn  die  Koeffi- 
zienten f^{ei^  der  Zeilenreihe  ^fX^-i^^l  in  dem  Bereiche  B{g^  regu- 
lär sind,  so  ist  in  diesem  Bereiche  logi?^  nicht  kleiner  als  diejenige 
ebene  Potentialfiinktion,  die  m  B(js^  regulär  ist,  und  am  Rande  dieses 
Bereiches  mit  log  "R^  übereinstimmt.  Wenn  insbesondere  li  in  JB{8^ 
stetig  ist  imd  stetige  partielle  Ableitungen  der  beiden  ersten  Ord- 
nungen besitzt,  so  kann  man  das  auch  so  aussprechen-  In  jedem 
Punkte  des  Q-ebietes  B{g^  gilt  die  Ungleichung 

a«  log  22.  dnogB. 

Unter  der  Annahme,  daß  B,^  die  genannten  Differenzierbarkeits- 
bediugungen  erfüllt,  hat  Hartogs  weiter  gezeigt,  daß  diese  Ungleichung 
für  JB,  charakteristisch  ist.  Es  ist  aber  keineswegs  immer  B  stetig 
oder  differeuzierbar,  wie  die  Untersuchungen  von  JSartogs  des  näheren 
ergeben 

70.  Die  singnlären  Stellen  der  analytisohen  Funktionen  von 
zwei  komplexen  Yeränderliolien.  Ich  werde  erst  einige  Sätze  an- 
geben, die  als  Analoga  zu  bekannten  Sätzen  bei  Funktionen  einer  kom- 
plexen Veränderlichen  erscheinen.  Alsdann  werde  ich  ausführlicher  bei 
den  Sätzen  verweilen,  die  typisch  Neues  bieten.  Überhaupt  lege  ich  im 
ganzen  Aitikel  keinen  Wert  darauf,  zu  viel  von  mehr  oder  weniger 
naheliegenden  Übertragungen  oder  Verallgemeinerungen  zu  reden. 

Zunächst  gilt  es,  den  Begriff  der  singnlären  Stellen  zu  fassen. 
Ich  will  die  bei  einer  Veränderlichen  gegebene  Begriffsbestimmung 
sinngemäß  übertragen.  Funktionselement  soll  wieder  eine  einzelne 
Potenzreihe  S)ß(%,  e^  heißen  Ihr  Konvergenzbereich  heiße  der  Be- 
reich |^i|<>'i,  |^a|<»'2;  wo  also  r^  der  zu  r<^  assoziierte  Konver- 
genzradius ist  ci^fO-^  sei  irgendeine  weitere  Stelle  desselben.  Man 
setze  das  gegebene  Element  in  eine  Reihe  ^(j?i  —  a^,  j?j  —  a^  um. 
Wenn  dann  der  Konvergenzbereich  des  neuen  Elementes  stellenweise 
über  den  des  alten  hmausreicht,  so  liefert  es  in  diesen  Bereichen  die 
Fortsetzung  des  alten.  Bildet  man  nun  wieder  eine  Kette  solcher 
Elemente,  so  kann  der  Fall  eintreten,  daß  ihre  Mittelpunkte  einen 
Grenzwert  besitzen,  während  die  Konvergenzradien  gegen  Null  streben 
„Konvergenzradius*'  eines  Elementes  möge  dabei  der  Radius  der  größten 
Kugel  um  den  Mittelpunkt  des  Elementes  heißen,  welche  im  Konver- 
genzbereich Raum  hat 
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Als  ersten  Satz  führe  ich  nun  diesen  an:  Am  Rande  eines  jeden 
Konyergenzbereiches  liegt  mindestens  eine  singulare  Stelle.  Man  er- 
kennt diesen  zuerst  von  Hartogs^^^'^)  angegebenen  Satz  als  unmittel- 
bai'e  Folge  dei  Integralformel.  Ihr  entnimmt  man  auch  am  bequem- 
sten den  schon  von  Hv/nvitg^^)  angegebenen  Satz,  daß  eine  analytische 
Funktion  von  mehreren  komplexen  Veränderliehen  keine  isolierten  sm- 
gulaien  Stellen  besitzen  kann.   Präziser  formuliert  lautet  der  Satz  so- 

Eine  analytische  Funktion  von  zwei  komplexen  Veränderlichen 
sei  für  alle  Stellen  der  Umgebung  einer  Stelle  ßi  =  (h,  -^a  =  «j  regu- 
lär und  eindeutig.  Dann  ist  sie  auch  m  dieser  letzten  Stelle  selbst 
regulär.  Der  in  die  Voraussetzungen  aufgenommene  Zusatz  „eindeutig** 
kaim  übrigens  auch  wegbleiben. 

Hartogs  hat  wesentliche  Verallgemeinerungen  dieses  Satzes  ent- 
deckt.^**^)  Die  bequemste  Herleitung  ergibt  sich  wiedei  mit  Hilfe  der 
lutegralformel''^)  Man  sieht  nämlich  leicht  ein,  daß  man  die  Inte- 
gralformel schon  ansetzen  kann,  wenn  nur  fie-D^^)  regulär  und  ein- 
deutig ist,  sobald  0^  dem  Rande  eines  Bereiches  B(is^  und  0^  dem 
Inneren  oder  Rande  emes  Bereiches  B{is^  angehört  und  auch  regulär 
und  eindeutig  ist,  sobald  0,  ein  beLebiger  festgewählter  Punkt  au!^ 
B{is^  odei  von  seinem  Rande  ist  und  0^  dem  Bereich  B{0^  angehört 
Die  so  gewonnene  Integralformel  stellt  dann  aber  in  dem  ganzen  Be- 
reich [.»1  aus  B{0^f  0g  aus  Bijs^l  eine  reguläre  analytische  Funktion 
dar,  die  mit  fiß^,  0^  identisch  sein  muß  Insbesondere  ist  hierin  der 
folgende  Satz  enthalten:  Wenn  f{0^,  0^  am  Rande  eines  Bereiches 
[äi  aus  B(0^,  Äg  aus  B{0^'\ 

regulär  und  eindeutig  ist,  so  gilt  das  auch  im  Inneren,  also  eme  emi- 
nente Vertiefung  des  Satzes,  daß  es  keine  isolierten  Singularitäten 
gibt  Auch  hier  kann  der  Zusatz  eindeutig  aus  der  Voraussetzung  weg- 
bleiben. Man  kann  den  Satz  auch  auf  behebige  Bereiche  des  viei- 
dimensionalen  0^,  «g- Raumes  übertragen. ^*^) 

Ich  hebe  eme  Folgerung  besonders  hervor ^'^).  Wenn  in  der  Ebene 
^^  =  ffj  singulare  Stellen  liegen,  wenn  sich  aber  um  dieselben  em  Be- 
reich abgi-enzen  läßt,  auf  dessen  Rand  f{&i,e^)  für  0^^=  a^  regulär 
ist,  dann  enthält  jede  Nachbarebene  0^  =  a^-\-  s  singulare  Stellen, 
für  welche  0^  dem  genannten  Bereich  angehört  Ich  habe  den 
Satz  gleich  allgemein  ohne  Emdeutigkeitsvoraussetzungen  ausge- 
sprochen, weil  er  im  Falle  dei  Mehrdeutigkeit  sehr  einfach  zu  be- 
weisen ist,  während  er  sich  für  den  Fall  der  Eindeutigkeit  aus  dem 

861)  F.  Sartoga,  Einige  Folgerungen  aas  der  Caudiy  Bchen  Integralformel 
bei  Punktionen  mehiorer  Veränderlichen,  Münch.  Sitzbex  86  (1906),  p  22H— 24ß 

Pm^kTiix)   A   matb    ^^  laiteusoh.    11  d  8ij 
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vorher  Angefülirten  ergibt.  Ist  zudem  in  der  Ebene  0^^  ==  a^  nur  eine 
singulare  Stelle  g^=  a^  gelegen,  so  sind  die  /erg- Koordinaten  der  in  den 
Nachbarebenen  gelegenen  singulären  Stellen  stetige  Funktionen  von  a^ 

E  JE.  Levi^^)  hat  aus  diesem  Satz  diese  Folgerung  gezogen:  Sei 
(oj,  Ojj)  eine  reguläi-e  Stelle  der  Funktion  f(g^,  g^.  Man  betrachte  die 
Entfernungen  \8^  —  «i  |*  +  |  «a  —  %  I'  der  smgularen  Punkte  (Sj,  Sj) 
von  diesem  regulären  Dann  kann  diese  Entfernung  ftti  kernen  sin- 
gulären Punkt  em  relatives  Maximum  haben  Denn  sonst  deuke  man 
sich  durch  einen  solchen  maximal  entfernten  singulären  Punkt  eine 
Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  (a^,  ctg)  gelegt.  In  dem  singulären  Punkt 
(ßi}  ^s)  betrachte  man  ihre  dreidimensionale  Tangentialebene  Dieselbe 
enthält  mindestens  eine  zweidimensionale  Ebene  mit  einer  Gleichung 
von  der  Form  A^{zj^  —  s^  -{■  Ä^(ß^  —  s^)  =  0.  Alle  benachbarten 
zweidimensionalen  Ebenen  A^(g^  —  s^  -\-  Ä^{js^  —  s^  =  e  enthalten 
dann  nach  Ha/rtogs  auch  singulare  Stellen  in  der  Nähe  von  (s^,  s^) 
Darunter  gibt  es  aber  auch  Ebenen^  die  ganz  außerhalb  der  Kugel 
verlaufen. 

Eine  wesenthche  Vertiefung  erfahren  alle  diese  Sätze,  wenn  man 
den  Begriff  des  BegularitaisraditiS  mit  heranzieht  Das  ist  die  in  der 
vorigen  Nummer  mit  JR^^  bezeichnete  Zahl  Zunächst  gut  der  Satz'*^): 
Wenn  der  Punkt  e^^  =  aj^  eine  Umgebung  besitzt,  in  welcher  die  Koef- 
fizienten f^,(gi)  von  2f^{iSj)el  eindeutig  und  regulär  smd,  so  besitzt 
der  durch  diese  Beihe  dargestellte  Funktionszweig  mindestens  eine 
singulare  Stelle  (%,  «g),  füi  welche  |  Og  |  =  Bu^  ist,  aber  keine,  für 
welche  j  «g  |  <  jRoi  ist.  Man  nennt  daher  am  besten  22,,^  den  B^iüa- 
rüätsraäms  (hinsichtlich  von  g^  au  dei  SteUe  (a^,  0).  Jeder  Satz  über 
Rb^  ist  somit  zugleich  ein  Satz  über  die  Lage  von  Singularitäten 
Mit  Hilfe  dieser  Funktion  hat  Hartogs^^^)  den  analytischen  Charakter 
der  Singulantätenmannigfaltigkeiten  bewiesen  Präzisei  formuliert  lautet 
sein  Satz  so-  Wenn  fig^i^i)  i^  ^ö^'  Umgebung  der  singuläien  Stelle 
(a^,aj)  in  der  Ebene  gy=^  a^^  eindeutig  und  legulai  ist,  so  enthält, 
wie  schon  oben  erwähnt,  jede  Nachbarebene  g^  ==  const  eme  singu- 
lare Stelle  (g^y  cpi^-i)).  Dabei  ist  nun  aber  mcht  nur,  wie  schon  be- 
wiesen, <p(gi)  eine  stetige,  sondern  sogar  eine  anah/tische  Funktion 
Von  den  Polen  her  war  das  langst  geläufig  (seit  Wei&rstraß\  womit 


3(i2)  E.  JE.  Levi,  Sfcudii  sui  punti  eiugolari  essenziah  deile  funzioni  anali- 
tiobe  di  dno  o  pii^  variabile  complesse,  Amiali  di  matematioa  (8)  17  (1910), 
p.  61—87 

863)  F  Sarloga,  Über  die  aas  den  singulären  Stellen  einer  analytischen 
IfHinktion  von  mehreien  Yoränderhchen  bestehenden  Gebilde ,  Acta  math.  &i 
(1909),  p.  Ö7— BD. 
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denn  die  spärliclien  Kenntnisse  übei-  Singiüantäten,  die  man  vor  den 
bahnbrechenden  Arbeiten  von  Hartogs  hatte,  wesentlich  erschöpft  sind.***) 

JE.  JB.  Levt^^^)  hat  in  zweifacher  Hbsicht  die  Forschungen  von 
Ho/rtogs  etwas  weitei geführt.  Er  hat  einmal  neben  den  Begriff  des 
ßegularitatsradius  den  Begriff  des  Rationahtdtsradius  gestellt:  (a^,  a^) 
sei  em  regalärei  Punkt  von  f(g^,  2^).  Puj  (üf^)  sei  der  Radias  des  größten 
Kreises  \z^ — a^>  <  >*3;  ^^  welchem  /[a^jHi)  von  rationalem  Charakter 
ist.  Dann  heißt  Fa^  dei  auf  «f^  bezügliche  Rationalitätsradius  dei 
Stelle  (ui,  OgJ.  Für  diese  Gfiöße  hat  Levl  wesentlich  die  gleichen 
Eigenschaften  nachgewiesen,  wie  wir  sie  beim  Kegularitatsradius  keimen 
lernten  Er  hat  somit  für  die  Lage  der  wesentlich  smgolaren 
Stellen  die  gleiche  Gesetzmäßigkeit  nachgewiesen,  die  Ha/rtogs  füi 
die  Gesamtheit  aller  singnlären  Stellen  entdeckt  hat.°^^) 

Weiter  hat  Len  Ergebnisse  über  die  Gestalt  des  Regularitats- 
bereiches  und  des  Bationalitätsbereiches  einer  Funktion  von  zwei  kom- 
plexen Veränderlichen  gewonnen  Wenn  Weierstraß^^'^)  angegeben  hatte, 
ein  solcher  Bereich  unterliege  keinerlei  Bedingungen,  so  wurde  dies 
schon  dm  oh  die  Bemerkung  widerlegt,  daß  isolierte  Singularitäten 
nicht  y  Ol  banden  sind.  Die  Ergebnisse  von  Levb  lassen  vollends  m  der 
Frage  nach  der  Gestalt  der  Existenzbereiche  em  schwieriges  Problem 
erkennen.  Das  Resultat  von  L&ol  kann  dahin  zusammengefaßt 
werden,  daß  eme  jede  Tangentialhyperebene  an  die  als  analytisch  an- 
genommene Grenzfläche  eines  Existeiizbereich.es  einer  eindeutigen  Funk- 
tion die  Fläche  in  der  Umgebung  des  Berührungspunktes  durchsetzt 
Man  kann  dies  Ergebnis,  das  sich  natürlich  sofort  aus  dem  vorhin 
erwähnten  Zevi  sehen  Entfernungssatz  ergibt,  auch  in  Gestalt  einer 
Differentialungleichung  formulieren  Blrnnenthal^^^  hat  sie  so  ausge- 
sprochen' Zu  jedem  Punkt  der  Grenzfläche  werde  die  lineare  Kom- 

364)  Manchmal  kann  man  die  Lage  der  benachbarten  Singularitäten  gleich 
bestimmt  angeben.  Dahin  gehört  der  folgende  Satz  von  Sartoga '  Ist  f(ßii,8i) 
^  I  ^1 1  <C '' 1 1  I  'Ca  I  "^^  ^9  i^^gulär  und  besitzt  dieser  Funktionszweig  eine  singulare 
Stelle  («1,  Oj),  füi  welche  l«i|==ri,  |ai|<''a  ißt,  so  smd  alle  Stellen 
(ttj,  «j)(|«fjj  |<Jj)  singulare  Stellen;  a  a  0  865 a),  §  19  und  352),  §  C 

866)  E.  E.  Lev%,  a)  a  a  0  864);  b)  Sülle  iperauperficie  dello  spazio  a  4  di- 
mensiom  che  possono  esseie  fcontiere  dei  campo  di  esistenza  di  una  fonzione 
analitica  di  due  vanabile  complesBe.    Ann  di  matematica  (3)  18  (1011),  p.  69 — 79 

366)  Ygl.  auch  F  Hartogs,  Über  die  Bedingungen,  unter  welchen  eine  ana- 
lytische Funktion  mehrerer  Yeränderlichei  sich  wie  eine  rationale  verhält,  Math 
Ann    70  (1911),  p.  207—222 

367)  K.  Weierstraß,  Über  2f-fach  periodische  Funktionen,  J  f.  Math.  89 
(1880)  (p.  1—8);  Werke  H  (p  125-183),  p  129—130 

868)  0.  Blumenihal^  Bemerkungen  über  die  Singularitäten  analytischer 
Funktionen  mehrerer  Veränderlicher,  Festschrift  ftir  H.  Weber  1912,  p.  11—22 

3Ö* 
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bmatioii  Z^^  Ä^3^-\-  j4g «g  +  ^g  ~  X^  +  i  Fj  =  0  so  gewählt,  daß 
X^  =  0  die  Gleichung  der  Tangentialebene  in  diesem.  Punkt  wiid, 
iiud  daß  X^>0  stets  nach  derselben  Seite  dei  Fl'ache  weist. 

ßoi  eine  beliebige  lineai-  unabhängige  andere  Kombination.   Dann  darf 

axi  '•"  arg 

ItiugB  der  Mannigfaltigkeit  sein  Vorzeichen  nicht  wechseln  Ist  der 
Ausdruck  irgendwo  Ton  Null  verschieden,  so  kann  eine  Funktion, 
deren  Existenzbereich  durch  die  Fläche  in  der  Nähe  dieses  Punktes 
bogi-euzt  wird,  nur  auf  dei  Seite  der  Fläche  existieren,  wo  der  Dif- 
ferentialausdruck positiv  ist. 

Levi  hat  weiter  gezeigt,  daß  damit  die  einzigen  lokalen  Bedin- 
gungen der  ö-ienzfläohe  gegeben  sind  Blumenthal  aber  erkannte,  daß 
die  Bedingung  noch  nicht  hinreicht,  um  eine  Hyperfläche  im  großen 
Jiis  Grenzfläche  eines  Existenzbereiches  zu  kennzeichnen 

Man  kann  in  dem  Satz  von  dem  Fehlen  isolierter  Singulaiitaten 
und  seinen  Erweiterungen  eine  Verallgemeinerung  des  i??emawn  schon 
Satzes  über  hebbare  Unstetigkeiten  sehen.  Indessen  fällt  dabei  auf, 
daß  kemerlei  Voraussetzung,  wie  Beschränktheit  der  Funktion, 
gemacht  werden  muß  Ktstlet  ^^*)  hat  weiter  bemerkt:  /'(j^i,  (i^) 
sei  in  der  Umgebung  von  (a^,  Oj)  eindeutig,  reguläi  und  beschränkt 
außer  auf  der  zweidimensionalen  analytischen  Fläche  n^^q^ißi-^  Dann 
kann  das  nur  eine  hebbare  Unstetigkeit  sein  Ebenso  ist  f{zx,  z^  über 
eine  dreidimensionale  analytische  Fläche  hinweg  analytisch  fortsetzbar, 
wie  Osgood^^'^)  bemerkt,  wofern  sie  nur  stetig  darüber  hinaus  fortge- 
setzt werden  kann. 

71.  Heromorplie  PunktionLen.  Rationale  Funktionen  können  neben 
Polen  noch  eine  andere  Art  von  Singulai'ität  in  einzelnen  Punkten 
aufweisen.  Natürlich  sind  die  Pole  auf  algebraischen  Kurven  aufge- 
reiht. Wo  diese  aber  die  Kurven  der  NuUsteUen  treffen,  tritt  ein  be- 
sondei'es  Vorkommnis  ein.  In  der  Umgebung  solcher  Stellen,  die  man 
zum  Unterschied  von  den  Polen  außerwesentlich  singulare  Stellen 
zweiter  Art  nennt,  kommt  die  Funktion  nämlich  einem  jeden  Wert 
beliebig  nahe.  In  dieser  Erscheinung  liegen  die  Schwierigkeiten  be- 
gründet, die  sich  einer  Übertragung  bekannter  Sätze  über  Funktionen 
rationalen  Charakters  einer  Variabein  auf  Funktionen  mehrerer  Varia- 
bein entgegenstellen.    Ich  führe  eimge  solche  Sätze  an: 


369)   KtsÜeTf  Über  Funktionen  mehrerer  komplexer  VerAnderhober,  Dibb 
GöGtingen  1907. 
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Eine  Funktion;  die  überall  von  rationalem  Charakter  ist,  ist 
rational."'®)  Das  Wort  „überall"  bedarf  hier  einer  näheren  Interpreta- 
tion, hinsichtlich  des  Verhaltens  im  Unendlichen.  Es  ist  gemeint,  daß 
die  Funktion  rationalen  Charakter  zeige  als  Funktion  einer  jeden  ein- 
zehien  Variabein  bei  festgehaltener  anderei  Somit  besteht  hier  das 
Unendbehfeme  aus  zwei  zweidimensionalen  Mannigfaltigkeiten:  0^  =  cx>,  e^ 
beliebig  und  z^=oo,!S^  beliebig  ä^- Ebene  und  ^gj-Ebene  smd  dabei 
im  üblichen  funktionentheoretischen  Sinn  als  projektive  Geraden  auf- 
zufassen 

Man  kann  das  Unendliche  des  Raumes  aber  auch  im  projektiven 
Sinne  als  eine  unendlichfeme  (komplexe)  Gerade,  also  als  zweidimen* 
sionale  des  vierdimensionalen  Raumes  einführen.  Auch  dann  ist  dei' 
Satz  richtig,  wie  W  F.  Osgood^''^)  bewiesen  hat. 

Eine  jede  im  Endlichen  meromorphe  Funktion  läßt  sich  als  Quo- 
tient zweier  ganzen  Funktionen  darstellen^'") 

Ob  sich  jede  in  einem  gegebenen  Bereich  meromorphe  Funktion 
lila  Quotient  zweier  daselbst  regulärer  darstellen  laßt,  ist  noch  un- 
entschieden."") 

Weitere  Untersuchungen  beschäftigen  sich  mit  der  Übertragung 
dei  Produktzerlegung  ganzer  Funktionen     Unter  einer  Primfunktion 


870)  K  Weierstraß  hat  den  Satz  ohne  Beweis  angegeben,  vgl.  K  Weierttraß^ 
a  a  0.  867),  p.  129. 

Einen  Beweis  gab  erst  SwrwiU,  Beweis  des  Satzes,  daß  eine  einwertige 
Funktion  behebig  vieler  Variabein,  welche  überall  als  Quotient  zweier  Potena- 
reihen  dargestellt  werden  kann,  eine  rationale  Funktion  ihrer  Argumente  ist. 
J  f  Math.  95  (1888),  p  201—207 

371)  W.  F  Osgood^  A  conchtiou  that  a  function  in  a  projective  space  be 
rational,  Trans  of  the  Am.  math.  boo  18  (1912),  p  159— 168  5  D  Jackson,  Not« 
on  rational  functions  of  several  complex  vanables,  Grelles  J  146  (1916),  p  185 — 188 

872)  K.  Weterstraß  hat  diesen  Satz  zuerst  1879  ausgesprochen  and  bemerkt, 
ei  werde  sehr  schwer  zu  beweisen  sem  Vgl  K  Weiersbraß,  Einige  auf  die  Theorie 
der  analytischen  Funktionen  mehrerer  Ver&nderlichen  sich  beziehende  Satze  Ab- 
handlungen aus  der  Funktionenlehre  1886(p.l05—168),p  188,  Werkell  (p.l86— 188), 
p  168  Den  ersten  Beweis  gab  M  Povncare,  Sur  les  fonctions  de  deux  vanables, 
Acta  math  2  (1888),  p.  97—118.  Einen  durchsichtigeren  emfachen  Beweis  gab 
P  Oottsin,  Sur  les  fonctions  des  variables  complexes,  Acta  math  19  (1895),  p.  1—61 

378)  Zu  dem  diesbezüglichen  Beweisversuch  von  Ktstler  869)  vgl.  man  die 
Kntik  von  Hartoga  857)  Coustn  hat  den  Satz  für  den  Fall  bewiesen,  daß  der 
Bereich  so  aussieht:  ßi  aus  JB(«i),  «a  aus  B{z^).  Wie  aber  Oronwäll  im  Bull, 
of  the  Am.  math.  soo.  (2)  20  (1914) ,  p.  178—174  bemerkt,  muß  man  dabei  im 
allgemeinen  gemeinsame  zweidimensionale  Nullmannigfaltigkeiten  von  Zähler  und 
Nenner  in  Kauf  nehmen,  entgegen  der  Behauptung  von  Goustn,  daß  nur  m  ein- 
zelnen Punkten  Zähler  und  Nenner  zugleich  verschwinden  können.  Dieser  Zusatz 
ist  nur  richtig,  wenn  J5(«i)  und  £(«,)  einfach  zusammenhängend  smd 
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yersteht  man  eine  ganze  Funktion,  die  sich  nicht  als  Produkt  zweier 
ganzer  Punktionen  darstellen  läßt,  welche  beide  Nnllstellen  besitzen 
Or&nwaU  und  jHoä»*'*)  haben  unabhängig  voneinander  gezeigt,  daß  eine 
ganze  Funktion  als  Produkt  von  Primfunktionen  dargestellt  werden  kann. 
Die  Nullstellen  einer  ganzen  Funktion  können  auch  auf  folgende  Weise  be- 
liebig vorgegeben  werden.  Man  kann  sie  entweder  durch  die  betref- 
fenden Funktionen  geben,  die  dann  eventuell  um  Exponentialfaktoren 
geändert  in  die  Produktzerlegung  eingehen,  odei  aber  man  kann  sich 
auch  auf  folgenden  Satz  von  Gousin^''^  beziehen:  Wenn  die  Funktion 
fi(iiif  fi^  m  einem  Bereich  g^  aus  B^{i!^,  s^  aus  B^iz^  regulär 
und  eindeutig  ist,  wenn  im  Bereiche:  g^  aus  B^{ii{),  0^  aus  B^{g^  das 
Gleiche   fdr  f^{e^,  e^)  gut,    wenn   weiter  m   dem   Durchschnitt  bei- 

f  f 

der  Bereiche  sowohl  ~  wie  '■-  regulär  sind,  dann  gibt  es  eine  Funktion 

/«  /i 

/fl  i?\ }  *fl);  <^'®  ^^  beiden  Bereichen  regulär  und  eindeutig  ist,  und  für 

ff  ff 

die  im  ersten  Bereich  4  und  '.',   im  zweiten  Bereich  ^  und  ^  regu- 

läi-  smd. 

Wann  aber  kann  eine  analytische  Mannigfaltigkeit  NullTnannig- 
faltigkeit  sein?  Halm^'^*)  gab  zuerst  Bedingungen  dafttr  an.  Sartogs^"^ 
hat  das  Problem  als  einfache  Umkehrung  des  TFeiers^a/3 sehen  Vorberei- 
tungssatzes erkannt  und  demnach  die  Bedingangen  ganz  einfach  gefaßt. 

5«re^"*)  hat  begonnen,  eine  Theorie  der  ganzen  Funktionen  zu  ent- 
wickeln, die  der  analogen  Theone  bei  einer  Vafiabeln  zu  folgen  versucht 

73.  Implizite  Fimktionen.  An  der  Spitze  steht  der  Satz,  den 
man  heilte  meist  den  We^/'öiirwySschen  Voi  bereitungssatz  nennt ^''').    Er 

374)  Gro-tvwalit  Gm  uystem  af  hujöra  totale  differeutialekationer  böib  kildt 
ladana  mod  Impeisodiflka  JCoeificieutei,  Thesis  üpsala  1898.  Rahn,  Über  Funk- 
itionen zweier  komplexer  Yertlnderlicher,  Honatsh  Math.  Phys.  16  (1906),  p.  29—44 

876)  J  Sire,  a)  Sur  lea  fonotiona  entiäres  de  deux  variables  d'ordie  appa- 
reut  total  fini,  Rend  di  Palermo  31  (1911),  p.  1 — 91;  b)  Sur  lea  fonctions  entiäres 
de  denz  variables  d'ordie  apparent  total  fiui  et  ä  oroissauce  rdgohäre  par  rap- 
port  ä,  l'une  ded  vanablee,  j  de  math  (6)  9  (1918),  p  1—37  Vgl.  auch  K  Borel, 
Snr  les  fonctions  enti&rei»  de  pluaieura  vanablea  et  lea  niodea  de  croissance, 
Paris  C  R.  182  (1901),  A  Wtnian,  Note  über  die  ganzen  Funktionen  zweier 
Veiänderlichen,  Arkiv  för  mat.  aetr  och  fys  1  (1Ö03),  p  118—116,  L.  Baim.- 
gartnerj  Beiträge  zui  Theone  der  ganzen  Funktionen  von  zwei  komplexen  Yei- 
anderlichen,  Monatsh.  Math.  Phya.  26  (1914),  p  8—69 

876)  Der  Satz  kommt  zuerst  bei  Cauchy,  Ezoeroisea  d'analyBe(2)  1841,p  66, 
vor  Dann  gab  ihn  Wetersiraß  von  1860  an  in  Vorlesungen  (vgl  Werke  ü,  p  186) 
Weitere  Beweise  gaben  H.  JP<micar^,  Thöae  1879,  p  6;  Stickelberger,  Über  einen 
Satz  dea  Herrn  Noeih&r,  Math.  Ann  30  (1887),  p  401—409;  E.  Chttrsat,  Dömon- 
atration  äMmentaire  d'un  thäoräme  de  Weteratraß,  Bull  aoc.  math  de  France 
36  (1908),  p  209— aiö }  F  Eartogs,  a)  Über  die  elementare  Herleitung  des  W&i&r- 
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lautet:  F(wj  e^,  0^),  sei  in  der  Umgebung  von  xr^  =  ;?,  =  w  ««=  0 
regulär  und  eindeutig.  Femer  sei  2^(0,  0,  0)  =»  0,  aber  es  sei 
F{w,  0,  0)  ^  0  Alsdann  gibt  es  eine  ganze  Zahl  Z  >  CT,  und  l  in 
der  Umgebung  von   ;ei=»/jfj=0   reguläre   Funktionen   A^(0^,  0^)  .    . 

F(w^  ^u  «9)  =  (m;'+  JLjW;'-^  -f-  •    ^  +  ^,)<P(w,  «i,  is,) 
schreiben  kann,   tto  0{co,0^,b^   eine   in  der  Umgebung   der  Stelle 
Ä^  =  ;erj  =  «ö  =  0  reguläre  Funktion  ist,  für  die  <P(0,  0,  0)  +  0  gilt 

Dieser  Satz  macht  die  Untersuchung  der  Funktionselemente  im- 
pliziter Funktionen  zu  einer  Aufgabe,  die  nahezu  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  angehört. 

Das  Problem  der  lokalen  Uniformisieruug  einer  analytischen  Funk- 
tion hat  fQr  die  Umgebung  einer  Kurve  durch  JöttZpÄcw"''),  für  die 
Umgebung  einer  einzelnen  Stelle  durch  Black  seine  Lösung  gefun- 
den.»".i)    (Vgl.  auch  H  B  1  {Osgood),  p  107,  sowie  II  C  6  {Jmg)). 

73.  Analytisolie  Abbildungen.  Während  im  Gebiete  einer  kom- 
plexen Vanabeln  analytische,  d.  h  winkeltreue  Abbildung  und  analy- 
tische Funktion  zusammenfallen,  tritt  hier  neben  das  Studium  einzelner 
analytischer  Funktionen  das  Studium  analytischer  Abbildungen,  d  h 
der  Paare  voneinander  unabhängiger  analytischer  Funktionen.  Ein  der 
Winkeltreue  entsprechendes  einfaches  geometrisches  Merkmal  gibt 
es  nicht.  «'x-=/l(^i,i^>). 

seien  zwei  analytische  Funktionen,  für  die 

s^aySschen  Yorbereitungssatzcs,  Münoh  Ber.  1909,  Nr  3;  b)  Bemerkung  daeu, 
Müncb.  Ber  1909,  p  29*;  -4  Brill,  Über  den  ITeierstra^  sehen  Vorbereitungaaate, 
Math  Ann  69  (1910),  p.  588—649;  Ehß,  A  new  proof  of  Weierstra^s  theorem 
conceming  tbe  factonaation  of  power  eenes,  Bull  Am  math  soo.  (2)  16  (1910), 
p.  856—869;  Moc  Millan,  A  ne-w  proof  of  tbe  Weierstraß'ß  tbeorem  conoemmg 
the  factoriaation  of  power  aeriea,  Bull  Am  matb.  soo  (2)  17  (1910),  p.  116 — 120, 
Ftelds,  The  complementary  tbeorem.  Am  J  of  math  88  (1901),  p  1 — 16; 
G  Dumas,  Elementare  Herleitung  des  Weierstraßsohen.  Vorbereitungaaatzes,  Müncb. 
Ber   39  (1904). 

877)  Halphen,  Sur  lea  lignee  ainguliärea  dea  surfaces  alg^riquea,  Ann.  di 
mat.  (2)  9  (1878—1879),  p  68—106  Vgl  auch  K.  Hensd,  Über  eme  neue  Tbeorie 
der  algebraiBoben  Funktionen  zweier  Variablen,  Acta  matb  28  (1900),  p  839 — 416, 
S.  Jwng,  Darstellung  der  Fiuiktionen  eines  algebraiacben  Körpers  zweier  unab- 
bSugiger  Veränderlichen  aj,  y  m  der  Umgebung  einer  Stelle  a;™a,  j/^^B, 
J.  f.  Math.  138  (1908),  p.  289—314. 

877, 1)  G.  W  Black,  The  paramefcric  repreaentation  of  the  neighborbood 
of  a  Singular  point  of  an  analytic  aurface,  Froo.  of  the  Am.  Ae.  of  arta  and 
»ciences,  vol    87  (1902),  p  289—880      Vgl    auch  Jwng «") 
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o--./;fO,0) 

jufill.,  und  HH  «IM  t'tti- 

A(0,  0)4«  0  Dann  \erinittoln  die  licidou  Funktionfii  oine  umkohrbm 
(eindeutige  Abbildung  der  Umpf.fbung  von  ^,  ---  0,  r^  -  -  0  .lüf  nno  l'm 
j^ebung  von  n\  -  0,  u\~--  (). 

Wonu  »biT  A(^n,Oj    -  0   iHt,  irrhchiülii  dir  Ai.bildun^^   aul   ♦•m.« 
v<di('  /H)IliUngi'   i;m^,n'lMinK^   von   n  ^       h\       0.     Wxo.v  /.nhl  //   mI    du 
bt'i  wio   iolgl  b.Htimnit:    /'',fr,  rJ  und   /•;(., c^i  «»icn   dii'   homo^Hmu 
Polynoniü  nu'drijr.stcn  firadcH  in  dci  Mtw  I.nnun'.i\wn  Kedn-  ldr/,(f,,f^) 
lind   /JjCxTj,  ;:y).    Ihre   (iuidc   hcn-n  i',    und    v..     ])anu    ixt    h        r,  •  r^ 
Die  w„lilättör"  himj^on  limgs   riniM    .-inziK't'M   unuKtjs.-lnMi   '/\Midin..n 
MMinalrn    Klmdu«   ^>{::^,  z^       0   /.uHammen,    di'XM»    Punkt.'   Am   ulloui 
nicht  «Tach  l)Hb«ckt  «iml^'"") "^"^    Man  ««rki«nnf    in   dn-wen   Sht/,..»   dir 
r'b«»rtniginjg  des  .Shf'/i'B  vmi  di-r  (i.'bi.-tstivui' 

Kinigos  ist  uiich  bokiinnt  für  don  Kuli,  daß  dit»  AbbildunK  ni»'lil 
dundi  tiindi'utif^e  Klink tioncn  detiniert  int,  Kondcrn  diindi  /.\v*'i  uUki- 
nif'intin*  GIf»i('hunü«'n       i . , 

37H)  i/.  /'Moir-nrii  ii  1)  .JTr,,.  O'  !  ///,^l  u  \  KonmaliBud.,,,  ..f  H-M^r-s^fw/T 
prt'pttratiim  fhfoimii  f.u  u  p.uM'i  •<.tri«.h  i»  Kfvojttl  v.miibl.'H,  'Iluh.  ,.t  (hi*  \u) 
loutli  Boe  1:J  (lOia,,  p.  iJja^  nr,,  l.)  K,.„r  Icrtun-.  ..»  fund»mM,t.d  .'xikIimu-^' 
theoremii,  Aiu.  matb.  um-  eullM,,iuu„i  Irctur.-«  III.  'V\w  l'iiiuTton  t-.dl<>.,niu,„ 
(180«),  N'BW-York  lül«,  p  71;  i'yiVimw  (möcBiiiiiur  t-.  L-M«»  I,  p.  7-J  lu-haupti.«. 
dttß  niftn  jftd««  IdMiuhmifftHyHUim  »Mf  -ni  ({b-irlmnKHii^'Ht^'in  ^nrürkf.lhrfii  kau»! 
daH  gan?  «ml  r.itiuiiul  v<iii  di'ii  l'ubokiniM^'n  aMi.niKt  lUf^i-r  V'uKBun^r  d.-«  S.it','»' 
h«t  Bich  3^/r  ,i;i//uii  /llK<>^^<'Mllct.  -v^l  .l/.i,-  ,U,//,i«.  \  n-dinli..,,  ,.r  i  hvMm..  ..t 
power  «oriru  l.i  m,  ii.'.iuiuil.-nt  sy-lnti  „i  p.,lM,..M.iuh.  Math  \mii  7,'  (litia  , 
p  i:i7  ---n»  Du/,u  \k1  alior  di.'Kiitd.  %.jn  nitfi  a  a  n  J7(.  Ai  //r;  a  ii  n.  :iil .  ! 
f'lanftits,  a)  Implieit  funutiunH  drhij.nl  1,>  ..tpiatj..«  «ill.  xaiuhHuik  ,Aii»/ii,ii. 
fiull.  f>f  the  Am  math  hoc  (3)  1h  fli.i'J.,  p  l^.i  ui\;  h)  I,„plliit  Imu-tn.,,«  dr  " 
llned  by  ecpiatioufl  with  uininhujH  Jiuulmn,  TiKi.h  i.f  th.-  Am  luuth  ....-  ij 
.l'Jim,  p  ;i2r)— .'142;  c)  Swjffidar  puint  truHHf.n »mtinim  ii>  fwt,  nm.ph.\  \.umM-« 
AnnalB  of  math  (2^  ir,  (lui.s).  p  i„iu.  /;,»«,  tlonrmiu.K  t«.,  rom»t  lh....r.M..' 
or.  nniduit  fiinction«,  Bidl.  Am.  math    nur.  iJ)  l'-«     lOl.'J).  1'    Mf-     It.»»    j.  4tU 

379)  VkI    ferner  zu  die.«»   Fruffr.   yjrrffrir^   Un  tl..'  iljaraKt-i   u\   n  ti.ui. 
formatioi.  in  the  lu.iKld.nrhM.Ml  ot    ,,   poini  wh^re    itn  Jau.ha»  viiM^h.  ..    r.»,.. 
nf  the  Am   math,  «oc   14  (1UI3).  p.  m.whh,   f;,,,„,  (.,,ta.„  «.„„„JantwK  -f  p...... 

traiiifonnfttioii»  in  «pare  .d   thiee  dimeuMioii«.  'I'ninH    ..i  {h^    \,„    ,„„,),    «y,     ,., 

\m\  p.  a«2    2ßi 
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zwisohen  e^fH^  und  w^fW^.  Der  älteste  hierher  gehörige  Satz  stammt 
von  Weierstraß^^). 

Neuerdmgs  haben  sich  verschiedene  amerikanische  Mathematiker 
den  Problemen  zugewandt.  Ich  erwähne  vor  allem  emen  Satz  von  BÜß  *'^). 

Die  beiden  Funktionen    -Z^iCm'i,  «'a?  ^i>  J^a)» 

sollen  in  der  Umgebung  von  jefj  =  ^g  ==  «üj  =  w,  =  0  regulär  sein. 
Entwickelt  man  jp^  (o,  0,  s, ,  e^), 

nach  Mac  Laurin,  so*  seien  v^  und  Vj  diß  Grade  der  homogenen  Poly- 
nome niedrigster  Ordnung  in  der  Entwicklung.  Setzt  man  dann  vrle- 
der  w  =  ViV2,  so  gehören  zu  jedem  Wert  von  Wi,w^  aus  der  Um- 
gebung von  (0,  0)  n  im  allgemeinen  voneinander  verschiedene  Werte 
aus  der  Umgebung  von  0^  =  e^  =  0.^^*)  Wenn  aber  eine  der  Funktionen 

identisch  verschwindet,  so  kann  e^  oder  8^  m  der  Umgebung  von 
«?!  =  Wj  =  0  beliebigen  Werten  beliebig  nahe  kommen  -Das  lehrt 
z  B.  die  Abbildung  y,^  _  ^^  ^^  ==  o, 

Das  folgt  aber  auch  aus  dem  erwähnten  Satz  von  Weierstraß'^^)  Der 
Satz  von  der  Gebietstreue  wird  dann  nur  aufrechterhalten  werden 
können,  wenn  man  den  Gebietsbegriff  geeignet  verallgemeinert. 

Man  kann  die  eben  erwähnten  Sätze  auch  auf  den  Fall  ausdehnen, 
daß  die  Zahl  der  Gleichungen  und  Unbekannten  übereinstimmt,  die 
Zahl  der  unabhängigen  Variablen  aber  bejiebig  ist.^^) 

3  PoincarS^^^)  hat  das  Hauptproblem  der  analytischen  Abbildung 
in  Angriff  genofnmen,  nämlich  die  Frage  nach  den  Bedmgungen,  unter 
welchen  zwei  gegebeneBereiohe  aufeinander  analytisch  abbildbar  smd.^^'»^) 
Er  hat  erkannt,  daß  ganz  und  gar  nicht  zwei  beliebige  einfach  zu- 
sammenhängende Bereiche  aufeinander  abgebildet  werden  können  Wenn 

880)  K.  Weierstraß,  Allgemeine  Untersuchungen  über  2w-fach  periodische 
Funktionen  von  n  Veränderlichen,  Werke  HI  (p.  58—114),  p  79 — 80 

881)  Für  den  Fall,  daß  sie  Eins  ist,  hat  Mac  Mtllan  Beispiele  diskutiert 
Mac  Millan,  A  method  for  detemuning  the  Solutions  of  a  System  of  analytic 
functions  in  the  neighborhood  of  a  brauch  point,  Math  Ann  72(1912),  p  180 — 202 

882)  H  Potncar4,  Les  fonctions  analytiques  de  deux  Tanables  et  la  re- 
präsentation  conforme,  Rend.  di  Palermo  28  (1907),  p  185 — 220 

382, 1)  Hierüber  wurd  demnächst  K  Bernhardt  in  den  Math  Arm  inter- 
essante Untersuchungen  vei  öffentlichen 
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es  nämlicli  möglich  sein  soll,  zwei  gegebene  analytische  dreidimtensionale 
Flächen  analytisch  aufeinander  ahzuhüden,  so  müssen  gewisse  Differen- 
tialausdrücke  für  beide  den  gleichen  Wert  haben  Als  speziellen  schönen 
Satz  aus  diesen  grundlegenden  Untersuchungen  hebe  ich  den  folgen- 
den hervor:  Jede  auf  der  ganzen  Oberfläche  reguläre  Abbildung  der 
Kugel  I  «i  P  +  I  %  1^  <  1  auf  sich,  wird  durch  lineare  Funktionen  ver- 
mittelt. (Bei  einer  Variablen  leistet  auch  die  auf  |;e:|  =  1  reguläre 
Funktion  w  =^  s^  eine  Abbildung  von  |«|  <  1  auf  sich  selbst.) 

Dieser  Satz  macht  beispielsweise  die  Übertragung  des  Quadrat- 
wurzelverfahrens der  konformen  Abbildung  auf  analytische  Abbildun- 
gen unmöglich,  wiewohl  man  mancherlei  andere  Öatze,  wie  das  Schwara- 
i;  sehe  Lemma  und  dgl.,  übertragen  kann.*^")    K.  Bemhardt'^^'^)  hat  an 

konkreten  Fällen  gezeigt,  daß  ein  dem  JRiemannBchen  analoger  Ab- 
bildungssatz hier  nichi  gut:  {ji^il  <  1,  l^ersl  <  1}  kann  z  B  nicht  auf 
l^^il^  +  kal'  <  1  abgebildet  werden. 

883)  Einige  weitere  Arbeiten,  die  meist  Übextragnngen  enthalten,  Baker, 
a)  Elementary  proof  of  a  tbeorem  for  fonctiona  of  several  variables,  Proc  London 
math.  Soc  84  (1902),  p  296 — 8.06 ;  b)  On.  functiona  of  seveial  variables,  Proo.  London 
math.  Soo  (2)  1  (1908/04),  p  14 — 86;  P  Boutroux,  Remarques  bot  les  singnlarit&s 
transoendantes  des  fonctiona  de  deux  variables,  Bali.  soo.  math  Fr  89  (1911), 
p  296 — 304;  T  J  Browwich  u.  G.  H  Hardy,  Some  extensions  to  mnltiple  senes  of 
AbePB  theorem  on  the  continuity  of  power  series,  Froc.  London  math  Soo  (2)  2 
1  (1904),  p  161 — 189,  T.J  Bromwich,  Vanous  extensions  of  ÄbeVß  lemma,  Proo 

London  math  Soo  (2)  6  (1908),  p.  68 — 76,  W.B.Ford,  On  the  analytic  extension 
of  fanotiona  defined  by  donbie  power  series,  Trans  Am.  math.  Soc.  8  ^1906),  p  260 
— 274;  Forsyih,  Simnltaneona  complex  variables  and  their  geometrical  represen- 
tation,  Mesa.  of  math  (2)  40  (1910),  p.  118—184;  G  H  Sardy,  a)  On  the  conver- 
gence  of  certain  multiple  aeriea,  Proc.  London  math  Soc.  (2)  1  (1903/4),  p  124—128; 
r  b)  The  singnlar  points  of  certaia  classes  of  fiinctions  of  several  variables,  Proc 

i;    '  London  math   Soo.  (2)  5  (1907),  p.  842—860;   c)  A  fonction  of  two  variables, 

i|  <Juart  J   45  (1918),  p  85—113;  S.  Hohherger,  Über  das  Verhalten  von  Potenz- 

reihen mit  zwei  tmd  drei  Yei&nderlichen  an  der  Konvergenzgrenze,  Monath.  Math 
Fhys  25  (1914),  p.  179—266,  D.  Jackson,  Non  essential  smgulanties  of  fmic- 
tions  of  several  complex  variables,  Annais  of  math.  (2)  17  (1916),  p.  172 — 179; 
T.  Lev%-Cvoita,  SnUe  fonzioni  di  due  o  piü  variabile  complesse,  Bend  dei  Linoei 
I     ..  14  (1905),  p.  492 — 499;    G.  Mittag- Leffler,  Analytische  Darstellung  monogener 

FiinktionerL  von  mehreren  unabhängigen  Vanabeln,  Jahreaberd.  D  Math-Ver.  9 
(1901),  p  74 — 77;  0.  W.  Osten,  Eine  Bemerkung  über  die  analytische  Fortsetzung 
'  von  Funktionen  mehrerer  Vanabeln,  Arkiv  for  mat.  astr  och  fys.  8  (1907),  Nr.  21, 
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L  Der  Körper  K(si)  clei-  rationalen  Funktionen  von  s. 

1.  Untersuoliung  der  rationalen  Funktionen  von  0  für  eine  Stelle 
dieser  Variablen.    Die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen 

einer  komplexen  Variablen  mit  beliebigen  reellen  oder  komplexen  Ko- 
effizienten bildet  einen  Köi'per^),  dessen  Elemente  sich  durch  die  ele- 
mentaren Rechenoperationen  wieder  erzeugen 

Jedem  Werte  s  =  a  bzw.  e  =  cx)  der  unabhängigen  Variabein 
ordnen  wir  emdeutig  eine  Steäe  zu.^)  Geometrisch  entspricht  jeder  end- 
lichen Stelle  a  =  a  -{-  ib  ein  Punkt  der  komplexen  Zahlenebene  oder 
durch  flfcereographische  Abbildung  derselben  ein  Punkt  p  der  sog. 
Einheitskugel  Ä  vom  Durchmesser  eins;  der  SteUe  g  =  cxi  entspricht 
der  Südpol  p»  dieser  Kugel.    Die  geometi-ische  Repräsentation  dient 

1)  Die  erste  Körperdefinition  bei  Dedehnd  (Zahlkörper),  (Le^eune-JDmchlet, 
Vorles.  über  Zahlentheorie,  2.  Aufl,  Braunschweig  (1871),  filr  Funktionenkörper 
Kronecker  (Rationalitäta-  und  Gattungabereicho),  Festschrift,  p  6.  Andere  wesent- 
lich aUgomeineie  Zörperdefinitionen  geben  B-W.,  p.  185,  Weber,  Math.  Ann.  43 
(1898),  p.  620—627,  SteiiVfte,  J  f.  Math.  187  (1910),  p.  172. 

Es  sind  eigentlich  zwei  verschiedene  Eörperbegriffe,  mit  denen  die  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen  operiert.  Einmal  sind  ea 
Körper  der  algebraischen  Funktionen  einer  bestimmten  festen  Ycränderlichen  s 
(Kronecker)  —  solchen  Körpern  entsprechen  dann  n-bUttrigo  über  der  «-Ebene 
oder  der  ^-Kngel  ausgebieitete  B%emann^ch.Q  Flächen.  Oder  es  wird  kein  Ele- 
ment des  Körpers  ausgezeichnet,  so  daß  nur  zwischen  konstanten  und  nicht  kon- 
stanten Elementen  zu  unterscheiden  ist,  und  der  Körper  wird  durch  die  ratio- 
nalen Eelationen  (mit  beliebigen  konstanten  Koeffizienten)  bestimmt,  die  zwischen 
seinen  Elementen  bestehen  (D-W,  JS -L ,  Stevtiüs)  Genauer,  em  Körper  alge- 
braischer Funktionen  einei  Yariabeln  ist  gegeben,  wenn  zu  jedem  Paar  nicht 
konstanter  Elemente  aus  ihm  ein  irreduzibles  Polynom  von  zwei  Yerilnderliohen 
gegeben  ist,  das  verschwindet,  sobald  für  die  Ver^derlichen  jene  Elemente  ein- 
gesetzt werden  Diesem  letzton  implizite  bereits  boi  D-W.  vorkommenden 
Körperbegriff  entspricht  der  BegnflP  der  absoluten  Biemannsoh&ü.  Fläche,  fftr 
den  sich  bei  D-W.  eine  arithmetische  Definition  findet  (s.  10a).    [O] 

2)  Ußl  c%ood),  Nr.  8.    [0] 
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hier  wie  im  Folgenden  nur  zur  einfachen  Veranschaulichnng;  die  fol- 
genden Untersuchungen  und  Beweise  sind  von  ihr  unabhängig.  Die 
dem  Werte  ä  =  «  bzw.  ^»=00  zugeordnete  Stelle  soll  im  Folgenden 
ebenso  wie  der  zugehörige  Punkt  der  Kugelfläche  Ä  durch  p  bzw  p„ 
bezeichnet  werden. 

Jede  Funktion  Z  des  Korpers  K{e)  besitzt  in  einer  beliebigen 
Stelle  p  (^  =  «)  einen  eindeutig  bestimmten  Zahlenwert  Z(p),  welcher 
0,  00,  c  sein  kann;  hier  wie  im  Folgenden  bedeutet  c  einen  bestimmten 
endlichen  von  Null  verschiedenen  Wert,  Im  ersten  bzw  im  zweiten 
Falle  heißt  p  eine  Nullstelle  bzw.  ein  Pol',  ist  dagegen  Z(p)  =  c,  so 
heißt  Z  eine  Einheit  oder  eine  EinheitsfunMon  für  die  Stelle  p  und 
wird  kurz  d^rch  E{p)  oder  E{e  \  a)  bzw  J?(p»)  oder  E(e  \  00)  be- 
zeichnet. 

Z  heißt  eine  ganee  FiinUim  für  die  Stelle  p,  wenn  Z{p)  endlich 
ist,  ist  Z(p)  =  00,  ist  also  p  ein  Pol  für  Z,  so  uemit  mau  sie  eine 
für  p  gebro<^iene  Funktion.^  Die  Summe,  die  Differenz  und  das  Pro- 
dukt von  ganzen  Funktionen  ist  wieder  ganz  Eine  ganze  oder  ge- 
brochene Punktion  Z  heißt  duich  eme  andere  ü  ftir  die  Stelle  p  teil- 
l)arj  wenn  der  Quotient  -^  dort  ganz  ist.  Die  Einheitsfunktionen,  und 
sie  allein,  sind  in  jeder  ganzen  Funktion  enthalten.  Ist  sowohl  Z 
durch  U  als  auch  JJ  durch  Z  &lr  p  teilbar,  so  heißen  Z  und  ü  iiir  p 
äguivälmtf  und  dies  ist  stets  und  nur  dann  der  Fall^  wenn  sie  sich 
um  eine  Eiuheitsfiinktion  multiplikativ  unterscheiden. 

Eme  ganze  Funktion  ^^(^e')  heißt  eine  Primfunktion  für  die  Stelle  p, 
wenn  sie  dort  eine  NuUstelle  hat  und  mcht  m  em  Produkt  von  Pak- 
toren derselben  Art  zerlegt  werden  kann.  Eine  solche  Primfunktion  ist  z.B 
p  =  8  —  cc  für  die  endhche  Stelle  {s  «=  a) 
p  =—  für  die  unendlich  ferne  Stelle  {g  «=  00). 

AUe  Primfimktionen  für  eine  und  dieselbe  Stelle  sind  einander  äquivalent. 

Ist  _p  eine  Primfunktion,  so  läßt  sich  jede  andere  Funktion  Z 

auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form 

(1)  Z  —  «ije 

darstellen,  wo  q  eine  ganze  Zahl,  und  e  eme  Einheit  bedeutet.    Der 

Exponent  (»,  welcher  offenbar  von  der  Wahl  der  Primfunktion  un- 

a, 
3)  Ganz  analog  nennt  man  in  der  Zahlentheorio  oineu  reduzierten  Bruch  -^ 

ganz  in  bezug  auf  oino  Primzahl  p,  wenn  &  mit  jp  teilerfremd  ißt,  gebroclien 
in  bezug  auf  p,  wenn  6  durch  p  teilbar  ist.    Ebenso  heißt  eme  Zahl  a  durch 

eine  andere  &  teilbar  in  bezug  auf  p,  wenn  -j-  ganz  in  bezug  auf  p  iet.  Vgl. 
Nr  ii  dieses  Eeferates.    [0] 
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abhängig  ist,  soll  die  Ordnur^ssahl  von  Z  fmr  die  SteUe  p  heißen.    Es 
besteht  also  fftr  jede  Funktion  Z  and  für  jede  endliche  oder  die  un- 
endlich ferne  Stelle  eine  Gleichung : 
(1  a)  Z  =  (^  ~  «)e  E(e  \  a),  bzw.  Z  =  {jYjS(e  |  c»). 

Die  allgemeinste  Frimfiinktion  für  die  betr.  SteUe  ergibt  sich  aus 
diesen  Gleichungen  für  q  =  1.  Die  Ordnungszahl  von  Null  ist 
gleich  +  00  zu  setzen.  Die  Stelle  p  ist  eine  Nullstelle  oder  ein  Pol 
für  Z,  je  nachdem  q  positiv  oder  negativ  ist 

Man  ordnet  nun  jeder  SteUe  p  einen  Divisor  zu,  welcher  ebenfalls 
durch  p  bezeichnet  werde,  und  zwar  soU  die  Teilbarkeit  einer  Funk- 
tion Z  durch  p  durch  die  folgende  Definition  charakterisiert  werden. 
Eine  Funktion  Z  ist  durch  p?  teilbar,  wenn  sie  im  zugehörigen 
Punkte  p  mindestens  die  Ordnungszahl  q  besitzt,  wenn  sie  also  für 
jene  Stelle  mindestens  durch  die  q*°  Potenz  der  zugehörigen  Prim- 
fiinktion  teilbar  ist     Z  heißt  genau  durch  p?  teilbar,  wenn  sie  in 
p  genau  die  Ordnungszahl  q  hat. 
Smd  Z  und  Z'  genau  durch  p?  und  pv'  teilbar,  so  ist  ZZ'  und 
y  genau  durch  ^3P+?'  und  p9-^'  teilbar. 

Man  nennt  die  so  definierten  Divisoren  Fnmteiler,  weil  ein  Pro- 
dukt ZZ'  dann  und  nur  dann  durch  p  teilbar  ist,  wenn  mindestens 
einer  der  Faktoren  p  enthält. 

Zwei  Funktionen  Z  und  Z'  heißen  modulo  p^  kongruent,  wenn 
ihre  Difi'erenz  mindestens  durch  p^  teilbar  ist  Zwei  solche  Punktionen 
heißen  für  den  Bereich  von  p  gleich,  wenn  sie  für  jede  noch  so  hohe 
Potenz  von  p  kongruent  sind;  zwei  rationale  Funktionen  sind  dann 
und  nur  dann  für  den  Bereich  von  p  gleich,  wenn  sie  identisch  sind. 
Jede  Funktion  Z  des  Körpers  K{e)  ist  für  den  Bereich  einer  be- 
liebigen SteUe  p  gleich  einer  eindeutig  bestimmten  Potenzreihe 
Z  ^  Ä^p9  +  A^^,p9+^  +  '    ..  (p) 

mit  konstanten  Koeffizienten  A^,  welche  beliebig  weit  rational  be- 
rechnet werden  können;  der  Exponent  q  des  Anfangsgliedes  ist  gleich 
der  Ordnungszahl  von  Z.  Für  eine  endliche  bzw.  für  die  unendlich 
ferne  SteUe  gelten  so  Entwicklungen: 

Z^Ä,ie  -  0)9  +  .4,  +  ,(Ä-fl5)f +  1  -f  .  {p) 

(^)  z^    ^.(iy+    :..,,(i.y-  +  ....      (p.) 

Die  Beihen  (2)  sind  aber  nicht  bloß  für  den  Bereich  der  SteUe 
p  gleich  Z,  sondern  sie  steUen,  wie  nun  leicht  bewiesen  werden  kann^*), 

8  a)  Ygl  a.  B  E.-L.,  p  8—10 
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die  Werte  von  Z  auch  der  Größe  nach  mit  jeder  vorgegebenen  Ge- 
nauigkeit für  alle  Werte  von  g  innerhalb  eines  Kreises  auf  der  Kugel- 
fläche  Ä  mit  dem  Mittelpunkte  \i  dar,  dessen  Peripberie  durch  den 
nächsten  Pol  von  Z  gebt.  Man  nennt  diese  Reiben  die  eivr  Stelle  p 
gehörigen  FunMonenelemente  von  Z.  Eine  allgemeine  analytische  Funk- 
tion, welche  in  eiuer  endlichen  Umgebung  eiues  Punktes  p  gleich 
einer  Potenzreibe  (2)  ist,  besitzt,  wie  man  sagt,  an  dieser  Stelle  ra^io- 
nalen  CharaTcter.  Die  rationalen  Funktionen  ^ind  also  analytische 
Funktionen,  welche  an  einer  jeden  Stelle  rationalen  Charakter  be- 
sitzen; umgekehrt  folgt  aus  den  Elementen  der  Funktionentheorie,  daß 
jede  solche  analytische  Funktion  dem  Eörper  Kiß)  angehört 

S,  Der  Körper  K{)^)  aUer  zur  Stelle  p  gehörigen  Fotensareibion 
und  der  Unterkörper  K(^)  der  zu  p  gehörigen  konvergenten  Fotenz- 
reihen.  Wir  betrachten  die  Gesamtheit  aller  Potenzreiben  für  die 
SteUe  p: 

(3)  ^=  a,{g  -  ay  -h  a^^^iß  -  «>+^  +  •  • 

bzw. 

(SO  Z^       a,(i)'+        «.„(ir'  + 

Wenn  man  den  Begriff  der  Gleichheit  für  den  Bereich  von  p  wie 
oben  und  die  Addition  und  Multiplikation  von  zwei  solchen  Eeihen 
wie  gewöhnlich  definiert,  so  büden  auch  sie  einen  Körper  J^{p),  von 
dem  der  Körper  der  rationalen  Funktionen  ein  Teükörper  ist;  denn 
eine  Beihe  (3)  oder  (8')  stellt  dann  und  nur  dann  eine  ratimcUe  Funk- 
tion dar,  wenn  ihre  Koeffizienten  a^,  a^+i,  . . .  einer  Rekursionsformel 
genügen.  Auch  für  diesen  größeren  Körper  J^{p)  gelten  genau  die 
einfachen  Gesetze,  welche  vorher  für  den  Körper  K(8)  der  rationalen 
Funktionen  für  diese  SteUe  ausgesprochen  wurden.    Auch  für  ihn  ist 

p  =  0  —  a   bzw.  -  -  eine  Primfunktion,  und  jede  andere  Funktion  des 

Körpers  K{p)  läßt  sich  m  der  Form  (3)  bzw.  (3')  eindeutig  darstellen. 
Einen  Teilkörper  von  IC{p)  bildet  nun  der  Bereich  K{p)  aller 
derjenigen  Potenzreihen  (3)  bzw.  (3'),  welche  einen  endlichen  Konver- 
genebereich  besitzen,  also  der  Bereich  aller  zu  p  gehörigen  Funktionen- 
elemente, welche  doit  rationalen  Charakter  haben,  derselbe  werde  kurz 
der  Körper  der  Foteunreihen  in  p  genannt  Der  letzte  Absatz  des 
vorigen  Paragraphen  zeigt,  daß  die  rationalen  Funktionen  nicht  blo3 
dem  Körper  ^"(^3),  sondern  auch  seinem  Unterkörper  K(p)  angehören. 

3.  Untersuchung  der  rationalen  Funktionen  von  s  für  alle 
Stellen  der  ganzen  Kugelfläohe.  Die  rationalen  Divisoren.  Die  Ein- 
führung der  den  einzelnen  Punkten  p  der  Kugelfläche  St  zugeordneten 
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Primteiler  leitet  naturgemäß  über  m  der  Bötrachtuug  der  allgemeinen 
aas  ümen  zuaamiaengesetzteii  Divisoren.  Ea  seien  pj,  p^}  •  •  •»  Pr 
r  beliebige  Punkte  der  Kugelfläche  Ä  und  zugleich  auch  die  ihnen 
zugeordneten  Primteiler;  sind  femer  \,  Äg, ,- . .,  h^  beliebige  poöitive 
oder  negative  ganze  Zahlen,  oder  auch  Null,  so  sagen  wii': 

Eine  Funktion  Z  des  Köi-pers  JP(ä)   ist  für  den  Bereich  der 
Stollen  Pi,  \>ü,  '  •  ;  Pr  '^"'^ch  den  Divisor 

q  =  Pi*'P/»-  .^''• 
teilbar,  wenn  sie  allgemein  im  Punkte  p,  mindestens  die  Ordnungs- 
zahl h^  besitzt,  wenn  also  Z  füi-  jede  dieser  Stellen  pf  mindestens 
durch  die  7*^**  Potenz  der  zugehörigen  Primfunktion  p^  teilbai*  ist. 
Z  ist  ein  ganees  Vielfaches  oder  ein  MuUiplum  von  q,  wenn  sich  Z 
außerdem  noch  auf  der  ganzen  Fläche  Ä  mit  Einschluß  von  Jp«, 
falls  dieser  Primteiler  nicht  in  q  vorkommt,  regulär  verhält,  also 
sonst  keine  Pole  besitzt,  q  heißt  ein  ganger  oder  ein  gehrocfiener 
Divisor,  je  nachdem  keiner  oder  wenigstens  einer  seiner  Exponenten 
negativ  ist. 

Die  Summe  g[  =  Jh-{-\-\ \-K  ^^^  Exponenten  von  q  heißt 

die  Ordnung  jenes  Divisors.    Sind 

zwei  beliebige  Divisoren  (in  denen  auch  einige  Exponenten  Null  sein 
können),  so  nennt  man 

p^f'i  +  h  pg»!.  +  *!,..  pj'r  +  ^r    und    pi*i  -  *^  ^Jg*^  -  ^»   . .  .:p^*'-  ~  ^'• 

bzw.  das  Produkt  und  den   Quoüeiüm  von  q  und  r  und  bezeichnet 

sie  dm-ch  qr  und  —    Sind  q  und  r  die  Ordnungszahlen  von  q  und  v, 

so  sind  die  entsprechenden  Zahlen  füi-  qr  und  -J- bzw.  2+>' undg— r. 

Dann  kann  man  alle  Regeln  und  Definitionen  der  Arithmetik  auf  die 
Multiplikation  und  die  Division  dieser  Divisoren  ausdehnen.    Jeder 

Divisor  q  läßt  sich  als  Qaotient  -^  zweier  ganzen  Divisoren  darstellen, 

welche  der  Zäkley  und  der  Nenner  von  q  heißen,  nnd  dieäe  Darstel- 
lung heißt  reäusiei't  oder  nicht  redmierty  je  nachdem  j  und  n  gewisse 
Primteiler  gemeinsam  enthalten  oder  nicht.  Ebenso  ergibt  sich  der 
Begriff  des  größten  gemeinsamen  Teilers  b  =  (qi,  q«,  •  • .,  q/«)  mehrerer 
ganzer  oder  gebrochener  Divisoren  genau  wie  in  der  remen  Arithmetik. 
Zu  jeder  rationalen  Funktion  Z  gehört  ein  Divisor 

q^=-|  =  PAl'a*'-    •Pr''-, 
dessen  Zähler  in  der  reduzierten  Form  durch  die  Nullstellen,  dessen 


8.  Dnteisuchuiig  der  latioualen  Funktionen  auf  der  ganzen  Eugelfläche.    541 

Nenner  durch  die  Pole  von  Z  eindeutig  bestimmt  ist.  So  ist  z.  B. 
für  jeden  Liuear&ktor  9  —  a  bzw.  — 

Da  eine  rationale  Funktion  durch  ihre  Pole  und  NuUstellen  bis  auf 
eine  multiplikative  Konstante  bestimmt  ist;  so  kann  man 

setzen,  wenn  man  unter  e  den  Anfangskoeffizienten  der  Entwicklung 
von  Z  in  der  Umgebung  emos  ein  für  alle  Male  festgewäblteu 
Punktes  p  (etwa  von  ^J»)  versteht  Dann  gehört  zu  dem  Produkte 
bzw  dem  Quotienten  zweier  Funktionen  Z  und  Z'  das  Produkt 
q^  ■  q^'  bzw.  der  Quotient  ~  seiner  Divisoren. 

Da  eine  rationale  Funktion  ebenso  viele  NuUstellen  wie  Pole  be- 
sitzt, so  ist  die  Ordnung  eines  jeden  zu  einer  Funktion  Z  gehörigen 
Divisors  q^  gleich  NuU,  und  umgekehrt  zeigt  man  leicht,  daß  zu  jedem 
Divisor  der  Ordnung  NuU  stets  eine  und  nur  eine  Funktion  des 
Körpers  gehöi-t 

Hieran  schließt  sich  die  Emteilung  aller  Divisoren  in  jEZasse», 
welche  für  die  hier  betrachteten  rationalen  Divisoren  sehr  einfach  ist,  aber 
für  das  höhere  Gebiet  der  algebraischen  Divisoren  von  großer  Wichtig- 
keit wird.  Wir  rechnen  aUe  rationalen  Divisoren  ^=  q^  in  eine  Klasse  JS', 
die  sogenannte  EinJieits-  oder  HaupMasse,  welche  einem  Elemente  Z  des 
rationalen  Körpers  ^(s)  gleich  sind.  Die  Hauptklasse  enthält  also  alle 
und  nur  die  Divisoren  nullter  Ordnung.  Allgemeiner  nennen  wir  zwei 
Divisoren  q  und  q'  äquivalent  und  rechnen  sie  in  eine  Klasse  Q,  wenn 

ihr  Quotient  —,  ein  Divisor  der  Hauptklasse  oder  also  einer  Funktion 

des  Körpers  gleich,  ist  Hieraus  ergibt  sich  sofoi-t,  daß  zwei  Divisoren 
q  und  q'  dann  und  nur  dann  in  dieselbe  Klasse  gehören,  wenn  sie 
von  gleicher  Ordnung  sind. 

Es  gibt  unendlich  viele  Divisorenklassen,  nämlich  für  jeden  ganz- 
zahligen Wert  der  Ordnungszahl  eine  einzige;  z.  B.  gehört  zur  Ord- 
nungszahl 1  die  Klasse  A,  deren  Divisoren  (^q^)  alle  einem  beliebigen 
Primteüer  p  äquivalent  sind;  sie  enthält  überhaupt  alle  Primteiler,  und 
diese  sind  die  einzigen  gansen  Divisoren  dieser  Klasse. 

Sind  Q  und  R  zwei  Divisoienklassen,  q  und  r  irgendwelche  Di- 
visoren derselben,  so  sind  alle  Produkte  qr  die  sämtlichen  Divisoren 
einer  einzigen  neuen  B[lasse;  welche  durch  QR  bezeichnet  werde:  und 
ebenso  bilden  alle  Quotienten  —  eine  andere  Klasse,  welche  ^  ge- 
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nannt  wird.  Die  Hauptklasse  JB?  ist  die  einzige,  durch  deren  Multi- 
plikation und  Division  eine  beliebige  Klasse  Q  nicht  geändert  wird, 

für  welche  also  stets  QE  =  -%■=  Q  ist.  Ist  J.  die  oben  charakte- 
risierte DiTisorenklasse  erster  Ordnung,  so  sind  alle  Divisorenklassen 
in  der  Reihe: 

enthalten. 

II.  Der  Körper  K{u,»)  der  algebraischen  Fnnktionen  einer 

Variablen. 

4.  Allgemeine  Sätze  über  die  algebraisohen  Funktionen.  Auf- 
gabe der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen 
ist  die  Untersuchung  aller  rationalen  Punktionen  U=  g)(u,0)  der 
beiden  Variablen  u  und  0  mit  konstanten  Koeffizienten  unter  der  Vor- 
aussetzung, daß  M  Wurzel  einer  Gleichung  n*^  Grades 

(4)  fiu,  b)  ==  u^  -  a,_, (;?)w«-i  +  ■ .    ±  «0 W  =  0 

mit  rationalen  Funktionen  Ton  g  als  Koeffizienten  ist  Man  kann  eine 
beliebig  gegebene  Funktion  f{u,  i)  auf  rationalem  Wege  in  ihre  ir- 
re dukti  bleu  Faktoren  zerlegen;  deshalb  kann  und  soll  gleich  voraus- 
gesetzt werden,  daß  f(u,  e)  irreduktibel  ist  *) 

Jeder  Stelle  p  der  unabhängigen  Variablen  (0»=«,  bzw  if==c») 
entsprechen  stets  n  gleiche  oder  verschiedene  Zahlenwerte  «j,  w^,  .  .,  tt„ 
von  M;  ti  ist  also  eine  «-deutige  Funktion  von  js.  Jede  symmetrische 
Funktion  von  w^jM^,  . . .  m„  ist  eine  rationale  Funktion  von  g. 

Die  Gesamtheit  aller  Funktionen  U  =  q}{u,  ß)  bildet  einen  Körper 
K{u,  a).  Jede  Größe  ü  dieses  Körpers  genügt  ebenfalls  einer  sog 
Hauptgleichung  w*®"^  Grades 

(4a)  Fiü,e)^U'^-b^_,(si)ü--'-^    •    +  &oW  =  0, 

deren  linke  Seite  entwedei  selbst  irreduktibel  oder  die  Potenz  einer 
irreduktiblen  Funktion  ist;  jedes  Element  U=  <p(u,e) -von  K{u,  e) 
ist  also  auch  eme  n- deutige  Funktion  von  ^,  und  zwar  hängen  für  jede 
Stelle  p  von  0  die  n  konjugierten  Zahlen  U^  mit  den  Zahlen  Wj  durch 
die  Gleichungen  U{=^cp{u^,g)  zusammen.   Speziell  heißt 

(5)  niU)^-bM^Ü,U,.,.U„ 
die  Noron  von  U\  es  bestehen  die  Gleichimgen 

(5a)  «(FF)  =  «(Z7)«(F),    »(y)  =  ^- 

4.)  Vgl  IBlb.e 
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Femer  heißt  das  Determinanteuqaadrat: 

(6)  diu)  =  1 1,  u,,  u^ ...  ür'  f^rim-u.y  &Ä:=i,2,   ,w) 

die  Dishnminante  von  U. 

Ist  <Z(Z7)  nicht  identisch  Kuli,  so  heißt  U  eine  p-imitive  Funktion 
des  Körpers;  nur  in  diesem  Falle  ist  die  Hauptgleichung  F{U,  i3)  =  0 
selbst  irreduktibel. 

Es  seien  endlich   ü^^\  U^^\  . .  .,  C/'"^  n  Funktionen   des  Körpeis 
K(Uj8\  und  es  mögen  allgemein: 
(7)  C7/^Z7/^...,  ü-/")         (t=l,2,,..w) 

die  konjugierten  Zahlen  werte  derselben  für  irgendeinen  Wert  Ton  g  be- 
deuten.  Dann  heißt  das  allgemeinere  Determinantenquadrat: 

(8)         dim'\  m, . . ,  crw)  ==  |  up,  up\ . . .,  ü;w  p 

die  Bishriminante  des  Systeins  (U^^\  TT'^, .  .,  C^^J).  Die  n  Funktionen 
ZJW  sind  dann  und  nur  dann  rational  abhängig,  d.  h.  zwischen  ihnen 
besteht  eine  homogene  Imearo'  Gleichung 

mit  rationalen  nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten  c^ie), 
wenn  ihre  Diskriminante  identisch  Null  ist 

Jede  Funktion  TJ  des  Körpers  K{n,  g)  kann  auf  eine  einzige 
Weise  in  der  Form: 

(9)  Cr=CJo+CiM  +  Cs««+..     -|-C«_iM"-' 

mit  rationalen  Funktionen  von  g  als  Koeffizienten  dargestellt  werden, 
Daher  heißt  das  System  (1,  u, . . .,  m""^)  eine  Basis  des  Körpers  K(u,  g) 
Allgemeiner  büdet  das  System  (1,  Z7, . . .,  ü"""^)  eine  Basis  des  Körpers, 
wenn  XI  eine  primitive  Funktion,  also  d{U)^0  ist,  und  das  Gleiche 
gilt  für  jedes  System  (Z7<*),  ?7(^J, .  . .,  ZJ^''^,  dessen  Elemente  rational 
unabhängig  sind,  dessen  Diskriminante  d{U^^\  ü^^\  .  ,  ü^'^^)  also  nicht 
NuU  ist.«*) 

6)  Die  Entwioklangen  von  Nr  4  werden  bei  S.-L.  unter  Benutzung  kon- 
jugierter Zahlenwerte  einer  Funktion  durobgeführt.  Da  Itoi  D.-W.  auf  Benutzung 
der  Reihenentwicklungen  verzichtet  wird  und  die  Möglichkeit,  für  jeden  Wert 
von  s  den  Funktional  dea  Körpers  gewisse  Werte  beizulegen,  erst  am  Schlüsse 
der  Untersuchung  begründet  wird,  muß  doit  auf  mehr  formale  Betrachtungen 
zurückgegriffen  werden,  die  ähnlich  durchgeführt  werden  wie  in  der  Idealtheorie. 
(Vgl  K  B.  Ihrtchkt-Dedchnd,  Vorlesungen  über  ZaJilentheone,  i  Aufl.  189d, 
p.487£f) 

Ist  rii,  ..•«  fjn  ^^^  Basis,  und  ^  eine  beliebige  Funktion  des  Körpers,  so 
lassen  sich   die  Produkte  SVtf  >     i  ^^n    <^^cli   ^^^^e  Basis   (ij^)   so   darstellen- 

<™» 
?^&°^yii;f^<(^'  =°  ^ :  ••  t  »*)>  ^0  yti  rationale  Funktionen  von  s  sind     An  die 

1^1 
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5.  TJaterstioliuiig  der  Funktionen  des  Köxpera  K{u,  &)  in 
der  Umgebung  einer  Stelle  der  unabhängigen  Variablen.  In 
der  Umgebung  einer  endlichen  oder  der  unendlicli  fernen  Stelle 
p(^  =  a  oder  ;S  ==  oo)  der  Variablen  e  sind  die  Koeffizienten  a/j») 
der  Grundgleicliung  (4)  in  nacli  ganzen  Potenzen  der  EntwicHungs- 

funktion  p  U  —  a  bziv.  — j    fortschreitende  Potenzreihen   entwickel- 

har,  d.  h.  sie  gehören  dem  umfassenderen  Körper  K(p)  der  Potenz- 
reihen in  ))  an.  Während  nun  die  linke  Seite  /"(«t,  e)  der  Grund- 
gleichung im  Körper  K^d)  der  rationalen  Funktionen  von  g  als  un- 
zerlegbar vorausgesetzt  werden  konnte,  ist  sie  dies  in  dem  -weiteren 
Bereich  K(p)  der  Potenzreihen  in  ^)  im  allgemeinen  nicht,  sondern 
sie  zerfällt  in  ein  Produkt  von  unter  sich  verschiedenen  unzerleg- 
baren Faktoren,  deren  Koeffizienten  c,(p)  für  die  Umgebung  der  Stelle 
p  rationalen  Charakter  haben,  ohne  doch  rationale  Funktionen  von 
0  zu  sein.  Auch  hier  gibt  es  ein  rationales  endliches  Verfahren,  um 
diese  Zerlegung  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  zu  machen,  und 

Bich  daraas  für  f  ergebende  Hauptgloicbnng 

yjii     ^ss— f.    ■•>  y»n 

(-l)«q,(ö=  •  -0, 

deren  Unabhängigkeit  von  dei  Wahl  der  Basis  aus  dem  Multiphkationssatz  dor 
Determinanten  folgt,  knüpfen  die  weiteren  De&utionen  an.  Die  "Sorrn  n{t) 
von  f  definieren  D.-W.  als  die  Determinante  |  y^  |  (t,  A  =  1,  . . .,  «i)  Es  folgt 
dann,  daß  für  jede  rationale  Funktion  t  von  s  qB(t)  =  w(t  —  £)  ist.  Die  Spur 
s(&)  von  {;  wird  als  j^u  -|- j/j.  -{- •  +y«w  definiert.  (Die  Funktion  qp(*)  stimmt 
mit  der  Funktion  (* --£)(*  —  fj  . .  (t  —  U-i)  oberem,  wo  f^ ,  . . .,  f„_i  die  zu  f 
konjugierten  Funktionen  sind)  Alle  Eigenschaften  der  Funktionen  ^(t),  m(£),  s{Q 
werden  nun  durch  entsprechende  Wahl  der  Basis  (tj^)  bewiesen  Die  Diskrimi- 
nante  eines  Systems  von  n  Funktionen  (»j^)  (*  •=  1, ...,«)  T^ird  durch  die  Gleichung 

A  (Jji ,  .  .    ,  ^n)  •=  (  Ä(tI,724)  I  (t,  i  =  1     .  .  W) 

definiert,  ohne  Benutzuiig  der  konjugierten  Basen.  Die  Diskrimmante  einer 
Funktion  ü  wird  als  A(l,  17",  .,  Cr"-i)  definiert.  Die  Ausdrücke  aUer  dieser 
Größen  durch  konjugierte  Werte  einer  Funktion  werden  bei  D.-W  erst  nach 
Einfahrung  der  absoluten  ^teman^ischen  Fläche  abgeleitet,  p.  248— 2<17  (§  IC.  Eon- 
jugierte  Werte  und  konjugierte  Punkte)     [0] 

In  der  Abhandlung  „17'euo  Begründung  der  anthmetischon  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  einer  Variablen",  Math.  Ztsohr.  6  (1919),  p  118—181, 
führt  Eensel  diese  Theorie  auf  diejenige  der  Eongruenzkörper  K(it^  mod  f(u,  z)) 
aller  modulo  f(ii,  s)  ganzen  rationalen  Funktionen  von  u  mit  in  s  rationalen 
Koeffizienten  für  f(it,  z)  als  Modul  zurück.  Die  m  Nr.  5 — 7  gegebene  Darstellung 
der  Theone  knüpft  an  diese  Arbeit  an. 
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sie  ist  nur  auf  eine  einzige  Art  möglicli.  Somit  kann  nnd  soll  die 
Untersuchnug  zunächst  auf  den  einfachsten  Fall  beschränkt  werden, 
daß  die  linke  Seite  der  Grundgleichung  f{u,  g)  selbst  nicht  bloß  für 
den  Bereich  K(jg)  der  rationalen  Funktionen,  sondern  auch  für  den 
Bereich  K(p)  der  Potenzreihen  in  p  irreduktibel  ist. 

6.  Die  GrundgleiolLung  ist  für  den  Bereich  Kip)  irreduktiliel. 
Wir  betrachten  zuerst  die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen 
ü=q>{u,)(i)  von  u,  deren  Koeffizienten  Potenzreihen  in  p  sind  mo- 
dulo  f{u,  ß).  Auch  sie  bilden  einen  Körper  K{u,  p),  welcher  aus  dem 
Körper  K(^)  der  konvergenten  oder  nicht  konvergenten  Potenzreiheu 
in  p  durch  Hinzunahme  oder  Adjunktiou  des  einen  Elementes  u  her< 
vorgeht  Jede  dieser  Funktionen  U  läßt  sich  modulo  /"(i«,  e)  auf  eme 
einzige  Weise  in  der  Form: 

(10)  JJ,^a^-\.  a^u  +  ögM»  +  . . .  +  a^.iW""^ 

mit  Koeffizienten  mir(p)  darstellen.  Die  rationalen  Funktionen  von  u 
und  gj  d.  h.  die  Funktionen  des  Körpers  K{v,.,  e),  bilden  einen  Teil- 
körper  dieses  Körpers,  alle  fllr  diesen  gefundenen  Ergebnisse  gelten 
demnach  auch  für  den  Körper  K(u,  e).  Jede  Funktion  U  genügt 
wieder  einer  Hauptgleichung 

(11)  FiU,  p)^U--  \^M  «7«-*  +  . .  ■  +  &o(p)  ==  0^ 

deren  Koeffizienten  Potenzreihen  in  p  sind,  und  welche  in  K(p)  ent- 
weder selbst  irreduktibel  oder  die  Potenz  einer  irreduktiblen  Funk- 
tion ist.  Durch  die  Voraussetzung  der  Irreduktibilität  der  Gmnd- 
gleichung  für  den  Bereich  K(p)  gestalten  sich  die  folgenden  Über- 
legungen sehr  einfach. 

Auch  hier  werde  dem  Werte  e  =  a  bzw.  ^a;  =  oo,  welchem  im 
Körper  der  rationalen  Funktionen  von  s  die  Stelle  p  bzw.  p^  ent- 
spricht, im  Körper  K(ii,  s)  der  lationalen  Funktionen  von  «  und  g 
eindeutig  eine  einzige  Stelle  ?ß  bzw.  ^ß«  zugeordnet.  Dieselbe  Stelle 
ordnen  wir  auch  jenem  Werte  von  g  für  den  größeren  Körper  K(u,  p) 
der  rationalen  Funktionen  von  u  mit  Potenzreihen  in  ^j  als  Koeffi- 
zienten zu 

Em  Element  TJ  heißt  algebraisch  gang  oder  gebrochenj  je  nachdem 
(üle  Koeffizienten  6^(p)  seiner  Hauptgleichung  (11)  ganz  sind  oder 
nicht  Aus  der  Irreduktibihtät  der  Grundfunktion  f(u,  g)  folgt  dann 
der  Fundamentalsatz: 

Ein  Element  U  des  Körpers  K{ii,  p)  ist  algebraisch  ganz  oder 
gebrochen,  je  nachdem  seine  Norm  «(C7)  =  &^,(p)  ganz  oder  ge- 
brochen ist. 
Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  Sätze,  daß  die  Summen,  die  Diffe- 
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renzen  und  die  Produkte  von  g-anzen  Elementen  wieder  ganz  sind, 
daß  diese  also  einen  Ring  im  Körper  K{u,  p)  bilden.  Von  zwei  be- 
liebigen Elementen  U  und  V  beißt  das  erste  durch  das  zweite  teil- 
bar, wenn  y  ganz,   wenn   also   n(ü)   durch  m(F)   teilbar   ist,   sie 

heißen  äquivalent,  wenn  ihre  Normen  gleiche  Ordnungszahl  haben. 
Em  Element  s  heißt  eine  Einheit,  wenn  n(£)  eine  Einheit  ist.  Äqui- 
valente Elemente  unterscheiden  sich  hiernach  um  eine  multiplikative 
Einheit  s. 

Unter  den  ganzen  Elementen  gibt  es  solche,  deren  Norm  eine 
positive  aber  möglichst  kleine  Ordnungszahl  hat;  jedes  solche  Element 
st  heißt  eme  FrimfunhUmi  für  den  Körper  K(u, )))  oder  die  ihnen  zu- 
geordnete Stelle  ^.  Jedes  andere  Element  U  ist  eindeutig  in  der 
Form  fÄ"  darsteUbaj,  wo  e  eme  Einheit  bedeutet;  die  von  der  Aus- 
wahl von  sr  unabhängige  ganze  Zahl  a  heißt  die  Ordnungszahl  von  V 
für  die  Stelle  ^  Im  Körper  K{u,  p)  hört  also  das  Element  p  auf, 
eine  Primfmiktion  zu  sein;  an  seine  Steüe  tritt  das  Element  n  oder 
irgendein  äquivalentes  st!  '=  b%. 

Zwei  Elemente  JJ  und  TJ'  heißen  modulo  ^e  'kongrumb,  wenn  sie 
modulo  ff?  kongruent  sind,  wenn  also  XJ  —  V  durch  ff?  algebraisch 
teilbar  ist;  sie  heißen  für  die  Stelle  '^  gleicfi,  wenn  sie  far  jede  noch 
so  hohe  Potenz  von  «ß  kongi-aent  sind.  Dies  ist  stets  und  nur  dann 
der  FaU,  wenn  jene  beiden  Elemente  nicht  verschieden  sind. 

Jedes  ganze  Element  U  ist  modulo  iß  einer  einzigen  endlichen 
Konstanten  c  kongruent,  nämlich  derjenigen  Zahl  c,  für  welche  n{c —  U) 
durch  p  teilbar  ist.  Allgemeiner  ist  jedes  ganze  oder  gebrochene  Ele- 
ment für  eine  behebige  Potenz  «ß'*  von  «jS  einer  einzigen  Reihe 

c«'^  +  <'«+i=^"-''+---  +  c,.iff'-* 
mit  konstanten  Koeffizienten  kongruent 

Wir  betrachten  nur  den  Körper  Z(«ß)  aller  Potenzreihen 

(12)  c^Jc^  +  c^+iff^+^H I-CX  +  -    • 

in  ff  mit  konstanten  Koeffizienten,  gleichgültig,  ob  sie  in  einer  end- 
lichen Umgebung  der  Steüe  ^  konvergieren  oder  nicht,  bezeichnen 
die  Reihe  der  Elemente  c^st-,  c,st-  +  c^^^se^\  ...  als  ihre  Näherungs- 
icerte  und  nennen  zwei  solche  Reihen  wieder  Tiongruent  modulo  «ß'", 
wenn  alle  ihre  Näherungswerte  modulo  «ß»"  kongruent  sind.  Wir  nennen 
sie  gleich  für  den  Bereich  von  «ß,  wenn  sie  für  jede  Potenz  von  «ß  kon- 
gruent, wenn  sie  also  identisch  smd  Endhch  soll  ein  Element  ü  von 
K(u,  p)  und  eine  solche  Potenzreihe  gleich  genannt  werden,  wenn  sie 
für  jede  noch  so  hohe  Potenz  von  «ß  kongruent  sind. 
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Dann  ist  jedes  Element  des  Körpers  K{u,  p)  einer  einzigen  Potenz- 
reilie  von  Ki^)  gleich  und  umgekehrt,  diese  beiden  Körper  sind  also 
identisch. 

Hieraus  folgt  nun,  daß  jede  Primfunktion  ä  ein  primitives  Ele- 
ment innerhalb  K{u,)^)  ist,  und  daß  n{%)  ==pE{p)  von  der  ersten 
Ordnung  ist  Die  Primfonktionen  sind  also  vollständig  durch  den 
folgenden  wichtigen  Satz  chai'akterisiert: 

Eine  algebiaische  Funktion  n:  ist  stets  und  nur  dann  für  den 
algebraischen  Körper  K{u,  p)  eine  Primfanktion,  wenn  ihre  Norm 
n(x)  für  den  rationalen  Körper  K{p)  eme  Primfunktion  ist. 
Hieraus  folgt  sofort  der  allgemeinere  Satz: 

Besitzt  ü  =  sn'*  in  der  Stelle  ^  die  Ordnungszahl  a,  so  hat 
n(U)  in  der  zugeordneten  Stelle  p  die  gleiche  Ordnungszahl 
Unter   den   äquivalenten  Primfunktionen  kann  man  st  stets  so 
auswählen,  daß  es  der  einfachsten  Qleichung 

(13)  nn—(^ß  —  a)'=0   bzw.  st«  — i  =  0 

genügt    Die  n  konjugierten  Werte  dieser  Primfunktion  sind  also 

(13a)    Xf==w\is  —  a)"   bzw.  sc^  =  m?M -j  (i  =  0,  1, . .    »  —  1) 

wo  w  eine  primitive  «*°  Einheitswurzel  bedeutet.  Im  Folgenden  wird 
meistens  diese  Primfunktion  benutzt  werden. 

Es  sei  nun  U  ein  beliebiges  Element  des  Körpers  K{u,  p)  und 
■^(^1  P)  =  ö  <^ö  zugehörige  Hauptgleichung  w*^  Grades,-  femer  möge 

für  die  Primfunktion  %  =  {e  —  «)"  bzw.  (— j" 

die  Darstellung  von  TJ  für  den  Bereich  von  ^  sein  und  es  bedeuten: 

=  c,«;"'a;«  +  c,^.i«;*f'»+^):c'»+i  +  ...     («P)    (i=2,3,..,H) 

die  n  —  1  zu  U-^  konjugierten  Potenzreihen,  welche  alle  die  gleiche 
Ordnungszahl  a  besitzen  ^)  Dann  zerfallt  die  linke  Seite  der  Haupt- 
gleichung im  Körper  K(^)  eindeutig  in  das  Produkt  der  n  Lmear- 
faktoreu: 

(14)      F{Tj,p)  =  {u-u,){v-ü,)  '{u-u:)     m 

Aus  diesem  Grunde  soUen  dem  Elemente  ü  für  den  Bereich  der  Stelle 

6)  An  die  Reihenentwicklungen  knüpft  die  Definition  der  Ordnungszahl 
einer  algebraischen  Funktion  an  einer  bestinimten  Stelle  zuerst  Weiensiraß  an. 
V  1878     B.-N.,  p  381;  jff.-i ,  p.  141— 145,    [0] 
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^  diese  n  Potenzreihen  Uj  zugeordnet  und  als  die  n  Tconjugierten  W\ 
sein  der  Gleichuiig  F(JJf  p)  =  0  füi-  den  Bereich  jener  Stelle  1 
zeichnet  werden  Dieselben  Bind  stets  nnd  nur  dann  voneinander  y< 
schieden,  wenn  U  ein  primitives  Element  ist,  nnd  es  ist  w(?7)  ==  J7i . . .  i 

Betrachtet  man  an  Stelle  des  Körpers  X(m,  p)  aller  modulo/'(«, 
ganzen  rationalen  Funktionen  von  u  mit  konvergenten  oder  nicht  kc 
vergenten  Koeffizienten  in  JSr(p)  nur  den  Bereich  Kiiiy  ip)  der  rat 
nalen  Funktionen  von  u  mit  honiergmtm  Potenzreihen  in  ^  als  Koe] 
zienter,  so  bilden  auch  diese  einen  Körper,  also  einen  Teilkörper  v 
S{u,p),  wenn  die  Gmndfunktion  /"(«,  ;e)  auch  innerhalb  K{^)  unz 
legbar  ist;  auch  dieser  enthält  den  zu  imtersuchenden  Körper  Kiii, 
der  rationalen  Funktionen  von  n  und  u  als  Teilkörper.  Jedes  Eleme 
TJ  dieses  Körpers  JS!(m,  ^))  genügt  einer  Hauptgleichung  2^(C7,  p)  = 
mit  Tconvergenten  Koeffizienten,  deren  linke  Seite  fiir  den  Bereich  v 
^  ebenfalls  in  das  Produkt  der  «  konjugierten  Linearfaktoren  (1 
zerfällt.  Dann  kann  man  wieder  durch  Majorantenbildung  den  "N&c 
weis  ftlhi'en*"'),  daß  in  diesem  FaUe  die  w  konjugierten  Würze 
f7i,  ZJa, . . .  ?7„  "konvergente  Potenzreihen  sind.  Diese  Reihen  stell 
auch  ^ie  n  konjugierten  Wurzeln  der  Gleichung  F{ü,p)  =  0  ftlr  a 
Werte  von  e  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  a  dar.  M 
nennt  sie  die  mir  Stdle  ^  geliorigen  FunMionselemente  für  die  ah 
hraische  Funktion  TJ. 

Geometrisch  betrachtet  können  diese  Werte  der  algebraisch 
Funktion  TJ  in  der  Umgebung  der  Stelle  ^  eindeutig  auf  n  Blatte 
ausgebreitet  werden,  welche  in  einem  w-blättrigen  Verzweigungspuni 
zusammenhängen,  der  jetzt  ebenfalls  durch  ^  bezeichnet  werde,  i 
entspiieht  dann  dem  Punkte  p  auf  der  einblättrigen  Kngelfläche 
dieser  w-blättrige  Yerzweigungspunkt  5ß  eindeutig. 

7.  Allgemeiner  Fall:  Die  Gnindgleichnng  zerfällt  innerha 
j5r(p)  in  mehrere  Irredoktible  Faktoren.  Es  werde  jetzt  der  allg 
meinste  Fall  betrachtet,  daß  die  Grundgleichung  innerhalb  des  K£ 
pers  Z"(p)  der  konvergenten  Potenzreihen  für  p  reduktibel  sei;  dai 
zerfällt  sie  in  ein  eindeutig  bestimmtes  Produkt  irreduktibler  Fa 
toren.    Es  sei: 

(15)  A«,^)  =  /1(«,^))A(«,^).    -f^^rt 

diese  Zerlegung,   A^,  Aj, . . .  A^   seien  die   Grade   der  v  irreduktibl« 
Faktoren  in  m.    Dann  folgt   aus  der  Anwendung  der  soeben  gefu 

6a)  H.-L^  p  68—73.  Im  Gegensatz  zu  ,^.  N",  p  184,  glaube  ich,  di 
auch  diese  Majorantenmehhode  als  rein  anthmetiaohe  anzusehen  ist;  hiera 
werde  ich  an  anderer  Stelle  zuifLckkommen. 
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denen  Ergebnisse  auf  die  einzelnen  irrediiktiblen  Gleichungen,  daß, 
die  n  Wurzeln  der  Grundgleichung  in  v  Zyklen 

(16)  V'),..-<;Mi%...M2^..  ;V^),.   .<' 

zerfallen;  jeder  Zyklus  enthält  die  Wurzeln  von  je  einem  dieser  irre^ 
duktiblen  Faktoren.  Allgemein  können  die  Wui-zeln  Uj}%  Wj('),  . .  m,  W 
Yon  f^(Uj  p)  «=  0  in  "konjugierte  Potenzreihen  entwickelt  werden,  welche 

nach  ganzen   Potenzen   von    {s  —  afi  bzw    (— j  '  fortschreiten   und 

höchstens  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  mit  negativem  Ex- 
ponenten enthalten.  Diese  Reihen  stellen  X^  unter  den  n  Wurzeln  der 
Grundgleichung  für  eine  endliche  Umgebung  der  Stelle  p  dar  und 
sind  in  dieser  Umgebung  (eventuell  mit  Ausnahme  des  Punktes  ^) 
selbst)  stetige  Funktionen  ihres  Argumentes.  Genau  dasselbe  gilt  für 
die  Wurzeln  der  Hauptgleichung  F{  U,  g)  =  0,  der  ein  behebiges  Ele- 
ment TJ  des  Körpers  K{ii,  d)  genügt  und  deren  Luke  Seite  für  den 
Bereich  von  p  in  gleicher  Weise  zerfällt. 

Wir  ordnen  nun  der  SteUo  p  im  rationalen  Körper  K{d)  die 
V  Stellen  ^i,  ^a,  . .  ^,  in  dem  algebraischen  Körper  K{UfSs)  za,  ent- 
sprei'hend  den  v  für  den  Bereich  Ä^(p)  irreduktiblen  Faktoren  /)(«,  p) 
der  Grundgleiehung  bzw.  den  v  Zyklen  MjW,  u^%  . . .  w^'^  ihrer  Wurzeln, 
und  sagen  allgemein,  dhß  jede  Funkl^ion  U  des  Körpers  K(u,0)  in 
der  Umgebung  der  Stelle  ^^  die  A^  konjugierten  Darstellungen  besitzt, 
welche  aus  einer  unter  ihnen: 

(17)  r7==«J^-a)^+«^,+i(^-«)^    +•• 

durch  Eisatz  der  Wurzel  (ä  —  aY'  durch  ihre  konjugierten  w;^'*(j9  —  a)^ 
für  a  =  0, 1 , . . .  (A^  —  1)  hervorgehen.')  Jeder  dieser  Stellen  ?ß^  ordnen 
wir  endlich  einen  gleichbezeichneten  Primteiler  ^^  zu  und  setzen  fest, 
dttß  ü  genau  durch  ^/*  teilbar  heißen  soll,  wenn  ü  in  der  Stelle  Sß^ 
die  Ordnungszahl  q^  besitzt.  Die^e  Stelle  ist  eine  ein-  oder  mehrfache 
NuUsteUe  oder  ein  Pol,  je  nachdem  Qf  eine  positive  oder  negative 
Zahl  ist     Speziell  ist  der  der  Stelle  p  zugeordnete  Linearfaktor  g  —  a 

bzw. "  genau  durch  ^^  *  teilbar.    Geometrisch  können  die  Werte  der 

algebraischen  Funktion  U  in   der  Umgebung  der  Stelle  ^^  eindeutig 

7)  Der  Gedanke,  die  Definition  der  Stelle  des  algebraischen  Gebildes  an  die 
Reihenentwicklungen  zu  knüpfen,  rührt  von  Weierstraß  her,  V.  1873,  B-N, 
p  .379;  Baier,  Math  Ann.  45  (18SJ2);  die  Benutzung  der  ftlr  den  Bezeich  K{p) 
irreduktililen  Faktoren  der  Grundgleichung  wird  durch  zahlentheoretucbe  Analoga 
nahe  gelegt  Vgl  Hensel,  Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  Leipzig,  p  168 ff.  [0] 

Enoyklop   d   math  WLisensoh.    IIS,  87 
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auf  die  X^  Blätter  ausgebreitet  werden,  welche  in  einem  A^-blättrigen 
Yerzweigimgspunkte,  der  jetzt  ebenfalls  ^^  genannt  werde^  zufiammen- 
hängeu.  So  entspricht  dann  dem  Ponkte  p  aaf  der  einblättrigen 
Kngeifläche  eindeutig  das  System  der  v  Verzweigungspunkte  ^i,  ^g, .  .  ^^ 
von  je  ^1,  ^2, .  .  A,  Blättern,  oder  dem  rationalen  Primteiler  p  das 
System  der  v  algebraischen  Primteiler  ^i,^j,.  .  ^^.  Man  sagt,  ein 
Primteiler  ^  besitzt  die  V€rswe:ig\mgsorämmg  X  —  1,  wenn  in  dem  zu- 
gehörigen Punkte  ^  X  Blätter  zusammenhängen,  oder  wenn  der  zu- 
geordnete irreduktible  Faktor  der  Grundgleichung  vom  A*™  Giade  ist. 
Es  gibt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Primfaktoreu  einer  positiven 
Verzweigungsordnung;  alle  übrigen  Punkte  heißen  regulär-,  für  sie 
schreitet  die  eine  zugehörige  Potenzreihe  J7(^)  nach  gansen  Potenzen 
des  Linearfaktors  8  —  a  bzw.  —  fort;  sie  gehört  also  selbst  dem  Kör- 
per K{p)  der  konvergenten  Potenzreihen  m  p  an 

8.  Die  dem  E5rper  K(u,  s)  zugeordnete  Blemannsohe  Kugel- 
fLäohe  ß^.^)  Man  kann  die  Werte,  welche  u  oder  eine  beliebige 
Funktion  U  von  K{Uj  e)  für  alle  Worte  der  unabhäugigen  Variablen 
annimmt,  eindeutig  und  im  allgemeinen  stetig  entweder  auf  n  unend- 
lich nahe  untereinander  gelagerten  komplexen  Zahlenebenen  oder,  was 
anschaulii  her  ist,  auf  n  unendlich  nahen  ineinander  liegenden  konzen- 
trischen Einheitskugeln  ^^,  ^g,  . . .  Ä„  ausbreiten.  Diese  letzteren 
mögen  in  der  Einheitskngel  ^  für  die  unabhängige  Variable  e  und 
konzentri^ch  zu  dieser  liegen  Es  sei  nun  p^)  em  Punkt  von  ß,  wel- 
chem n  reguläre  Punkte  ^1^**^  ^a'°\  •  •  •  ^,/°^  entsprechen,  und  diese 
mögen  durch  die  genau  unter  pW  liegenden  Punkte  von  ^j,  Äj, . . .  Ä, 
repräsentiert  werden;  ferner  sollen  die  zugehörigen  Potenzreihen 
^O-l^i^**^;  "(^a^°0>  •  •  •  **(^n^*'0  säintlich  regulär  sein.  Denkt  man  sii  h  nun 
in  bekannter  Weise  diejenigen  Punkte,  welche  VerzweigungSdteUen  und 
Polen  von  u  entsprechen,  durch  kleine  Kreise  ausgeschlossen,  und 
diese  Kreise  durch  Schnitte  verbunden,  setzt  man  dann  jene  n  Funk- 
tionselemente simultan  über  diese  n  zerschnittenen  Kugelfläihen  analy- 
tisch fürt  und  heftet  sie  endlieh  in  geeigneter  Weise  zusammen,  so 
erhält  man  den  Wertevorrat  von  u  eindeutig  und,  mit  Ausnahme  der 
Pole,  auch  stetig  auf  der  so  gewonnenen  Riemannschen  Kugelfladie  Ä, 
ausgebreitet  Die  n- blättrige  üicjwawMsche  Fläche  ^,  wird  jetzt  von 
der  einblättrigen  Fläche  ß  so  umhüllt,  daß  die  jedem  Punkte  p  von 
St  zngeordueten  Punkte  ^i,  ^ßj, . . .  ^^  von  ß,  genau  untereinander 
und  unter  p  liegen.  Jede  Funktion  ü  von  K{u,  g)  ist  dann  auf  der 
BiemarinBchtin  Fläche  ^,  eindeutig  und  bis  auf  eine  endbche  Anzahl 

8)  Vgl  IIB  1,  Nr.  11-12,  22;  HB 2,  Nr.  4—6.    [0] 


9.  Direkte  Berechnung  der  zu  einer  Stelle  :p  gehörigen  Wurzelzyklen.    65] 

von  Polen  auch  stetig,  und  umgekehrt  gehört  jede  analytische  Funk- 
tion, welche  diese  Eigenschaften  besitzt,  dem  Körper  ^(m,  d)  an 

Die  w-blättrige  Kngelflache  Ä^  ist  dann  und  nur  dann  msammen- 
hängend  im  Sinne  der  Analysis  Situs,  wenn  die  Grundgleichung 
w*^  Grades  füi-  w  innerhalb  des  Körpers  K{d)  ii-reduktibel  ist^);  und 
allein  in  diesem  Falle  wird  durch  sie  w  als  eine  einzige  analytische 
Funktion  von  ä  definiert. 

9.  Direkte  Bereohnnng  der  za  einer  Stelle  p  gehörigen  Wiirzel- 
zyklen.^°)  Das  zu  p  gehörige  Diagramm.  Die  direkte  Auffindung  der 
zu  einer  Stelle  p(jef  =  «  bzw.  s  ==  oo)  gehörigen  Wurzelzyklen  «(^,) 
wird  durch  eine  Erweiterung  des  sogenannten  Newtonsclim  Diagramms 
wesentlich  erleichtert.    Sei: 

(18)  f{u,  0)  ==  A,  iß)  +  ^,(;ef)w  +  . . .  -f  AMu-  =  0 

die  Grundgleichung  für  Z"(m,  «*),  und  es  sei  allgemein  für  die  Stelle  ^) : 

(19)  A^ia)  =  a^ie  —  «)?*  H bzw.  ^(^)  =  a,(j)^'  H . 

Dnnn  fixieren  wir  in  bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
die  n  Punkte: 

2to==(0,Po),  ^=(1,91),  St„  =  (w,9j. 
Man  verbinde  dann  den  letzten  Punkt  St„  mit  demjenigen  Punkte  Sl^, 
welcher  von  Sl„  aus  gesehen  am  tiefsten,  und,  falls  es  deren  mehrere 
geben  sollte,  außerdem  möglichst  entfernt  von  Sl„  liegt,  und  ziehe 
die  Sehne  ?I„St/,  hierauf  mache  man  von  Sl^  aus  dieselbe  Konstruk- 
tion und  fahre  so  lange  fort,  bis  2(q  erreicht  ist  So  erhalt  man  ein 
nach  unten  konvexes  Polygon  %J^ß.^. . .  STq»  durch  welches  das  Punkt- 
system nach  unten  begrenzt  wird.  Dann  gehören  zu  jeder  dieser  Be- 
grenznngsbehnen  etwa  zu  SI^?I,  genau  ♦* — s  Wurzeln  m(^)  =  e^^^^z  —  «)•» 
'\-  e^^{0  —  «)'^+  •  •  •)  deren  Anfangaexponenten  e^  alle  dieselben  und 

zwar  gleich  der  Steigung ^_  *  der  betreffenden  Sehne  sind;  die 

t  —  s  Anfangskoeffizienten  e^W  sind  die  ^  —  s  von  Null  verschiedenen 
Wurzeln  der  Gleichung: 

(20)  g)(e)  =  a/H-    •    +  a^e*  +  •    .  +  a,e*  =  0. 

in  dieser  Gleichung  sind  er,,  •••%,••  •  a,  die  Anfangskoeffizienten 
derjenigen  Gleiihungskueffizienten  A^{si)  in  (18),  für  welche  die  zu- 
gehörigen Diagramujpuiikte  S[„  . . .  ?tj, . .  ST,  auf  der  betreffenden  Be- 
gienzung- sehne  Sl^Sl,  liegen. 

9)  Der  Satz  ßtammt  von  Puiaeux  her.    Vgl.  II B  1,  Anm.  68.    [0] 
JO)  Vgl  ÜB 2,  Nr. 2-8.    [0] 
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Durch.  Fortsetzung  desselben  Yerfahrens  kann  man  das  zweite 
Glied  ejj'^(0  —  a)*i  emer  beliebigen  Wurzel  m^  berechnen  usf.,  und 
die  Konvergenz  der  n  so  sich  ergebenden  Potenzreihen  m(^)  voll- 
ständig nachweisen.*^)  Für  jeden  der  v  für  die  Stelle  p  irreduktibleii 
Faktoren  ft(u,p),  deren  Wurzeln  einem  Verzweigungspunkte  ent- 
sprechen, besitzt  das  zugehörige  Netctonach.6  Diagramm  eine  einzige 
Seite,  und  die  zugehörige  Funktion  g)f(e)  hat  die  Form: 

(21)  g,,(e)==(e^.-eo^)«J=0 
wo  1^0  =  It  ist.*2) 

10.  nnters-aohimg  der  algebraisohen  Funktionell  des  Körpers 
fax  alle  Stellen,  der  B,iemaniiaclieu  Kugemäohe  5^,.  Die  algebraisohor 
Divisoren.  Es  seien  wie  in  Nr.  3  ?ßi,  ^j, . . .  ^^  r  beliebige  Punkt* 
der  KugSlfläche  ü^  und  zugleich  die  ihnen  zugeordneten  Primteiler 
sind  ferner  hi,\,  . .  .h,^  behebige  ganze  Zahlen  emschheßlich  Null 
so  stellen  wir  genau  dieselbe  Definition  wie  a  a.  0.  für  die  Teilbarkei 
einer  algebraischen  Funktion  U  durch  den  algebraischen  Teuer  odo 
Divisor: 

(22)  .        0  =  «ßi*'^/».--«ß/'- 

auf.  Auch  hior  heißt  die  Zahl  U='\~\'K~\~  •  •  -|-  Ä^  die  Ordnung 
von  D,  und  O  heißt  ein  ganeer  Divisor,  wenn  alle  Exponenten  nicli 
negativ  sind;  sonst  wird  D  ein  gebrochener  Divisor  genannt.  Wir  da 
finieren  das  Produkt  09fl  und  den  Quotienten  D/9t  zweier  Divisore] 

11)  H-L   (1902),  p.  47—77 

12)  Allgemeiner  kann  man  jedem  Polynom 

/•(w,«)  =  Jo(«)  +  A(«)«+  ••+A(»)tt« 
in  w  mit  Poteazieiben  von  z  als  Koeffizieut'en  dnrcli  die  oben  entwickelte  Eox 
stiuktiOD  em  Diagramm  zuoidnen.  Dann  gilt  der  Satz  von  Dumas  (Th&se  Parj 
[1904],  p,  18):  Das  Dtagiamm  eines  Produktes  von  zwei  od&'  mehreren  Polynome 
%n  u  entf-teht  aus  den  Diagrammen  der  eineeinen  Faktoren,  tcenn  man  die  einse 
nen  Seiten  dieser  Diagramme  nacli  steigenden  Neigungen  anoidnet  und  dann  vt 
%hn&i%  die  Figur  bildet,  die  eur  Konstruktion  ihrer  geometrischen  Summen  dien 
LUißt  man  bei  den  Polynomen  in  u  nur  solcbe  Potenzreihen  als  Koeffizienten  2i 
die  nacb.  gangen  Potenzen  von  g  foitschieiten,  so  gelton  die  weiteren  Sütv 
(Cr.  Dumas,  ebenda  p  16):  Jedes  Polynom,  dessen  Diagramm  gebrochen  ist,  it 
reduzibel  Jeder  Seite  des  Diagramms  entspricht  em  Teiler  des  Polynoms,  det>Hc 
Diagramm  aus  nur  einer  Seite  von  derselben  Nei^^ng  und  L^ge  bodteht,  um 
bis  auf  eine  Potenzreihe  von  e  als  Faktor,  nur  ein  solcher  Teiler  Die  Slltv 
bleiben  bestehen,  wenn  man  de^  Potenzreihen,  die  als  Koeffizienten  auftreto 
die  Bedingung  auferlegt,  einen  nicht  verschwindenden  Konvergenzbereich  zu  in 
sitzen  Diese  Satze  verwendet  dann  Dumas  zur  Ableitung  von  Reihenentwicl 
lungen  Ein  älteres  Verfahiea  von  Brill  (Münch  Ber  21  [1892],  p  207)  berul 
ebenfalls  auf  Bukzessiver  Zerlegung  der  linken  Seite  der  Grundgleichung.    [OJ 
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genau  wie  in  Nr.  3.  Jeder  gebrochene  Diviaor  läßt  sich  dann  wieder 
als  Quotient  D  =  —  =  —  zweier  ganzer  Divisoren  in  der  reduzier- 
ten oder  auch  in  einer  mit  dem  beliebigen  ganzen  Divisor  g  erweiter- 
ten Form  darstellen.  Auch  der  Begriff  der  TeUbarkeit  eines  Divisors 
durch  einen  anderen  sowie  der  des  größten  gemeinsamen  Teilers 
S)  =  (Dj,  Dg, . . .  DJ  mehrerer  ganzer  oder  gebrochener  Divisoren 
wird  genau  ebenso  wie  in  der  reinen  Arithmetik  definiert.  Dieser 
größte  gemeinsame  Teiler  ist  dann  und  nur  dann  ganz,  wenn  das 
Gleiche  ffllr  alle  Divisoren  D^  gilt. 

Ist  ^  ein  beliebiger  algebraischer  und  p  der  ihm  zugeordnete 
rationale  Divisor,  so  wollen  wir  p  die  Norm  von  5ß  nennen  und  dieses 
Verhältnis  durch  die  Gleichung  )J  =  w(^)  ausdrücken;  allgemeLner 
verstehen  wir  unter  der  Norm  eines  beliebigen  algebraischen  Divisors 
D  =  ^i*^5Pj*«  •  •  •  SßJ""  den  zugeordneten  rationalen  Divisor: 

(23)  q  =  »(D)  =  p/^pa*»  •      p^r 

Die  Ordnung  eines  algebraischen  Divisors  ist  also  stets  gleich  der- 
jenigen seiner  Norm. 

Zu  jedem  Elemente  U  des  Körpers  K{u,  d)  gehört  ein  algebrai- 
scher Divisor- 

(24)  D:.=  e^  =  e^,*x«p^*.     .9^^h^ 

dessen  Zähler  lu  durch  die  Nullstellen,  dessen  Nenner  iti;  durch  die 
Pole  von  ü  eindeutig  bestimmt  ist.^*)   Einem  beliebigen  Linearfaktor 


0  —  a  = 

Divisor:  jrrm  {a)h 


des  rationalen  Körpers  entspricht  z.  B.  der  algebraische 

TOO 


n^i 


wenn  allgemein  zur  Stelle  )3„  die  2!,-blättrigen  Verzweigungepunkte  ^/"J, 
zur  Stelle  p«,  die  »Wj-blättrigen  Verzweigungspunkte  Jß^H  gehören. 
Durch  Angabe  ihres  Divisors  ist  eine  Funktion  U  bis  auf  eine  Ein- 
heit, d.  h.  eine  multipUkative  Konstante  e  bestimmt;  unter  dieser 
wollen  wir  in  naturgemäßer  Verallgemeinerung  der  auf  p  541  gegebe- 
nen Vorschrift  den  Anfaugskoeffizienten  der  Entwicklung  von  ü  in 
der  Umgebung  eines  ein  fQr  alle  Male  festen  regulären  Punktes  ^^ 
verstehen.  Dann  gehört  zu  dem  Produkte  bzw.  dem  Quotienten  zweier 
Elemente  von  K{u,  e)  das  Produkt  bzw.  der  Quotient  seiner  Divi- 
soren   Ferner  gehört  zu   der  Norm  von  U,  d.  h.  zu  dem  Produkte 

18)  Vgl.  die  Darstellong  der  Funktionen  dee  Körpers  dnioh  Folygonquo* 
tienten  bei  D-W.,  p.  247—248.    [0] 


554    II C  5.   K.  Serisel   Arithmetisclie  Theorie  der  algebraiflclaen  Funktionen 

Uiü^ . . '  U„  die  Norm  q  =-=  w(Q)  des  zugehörigen  Divisors,  so  daß 
die  Gleichnng  besteht  ü^. . .  U^'=  e^. .  .e^(\.  Da  nun  jede  rationale 
Funktion  von  js  allein,  also  auch  n{Zf),  ebensoviele  Nullstellen  als 
Pole  besitzt,  d.  h.  die  Ordnungszahl  Null  hat,  so  gilt  dasselbe  auch 
von  jedem  Divisor  Du. 

Alle  zu  Elementen  des  Köi-pers  K(u,8)  gehörigen  Divisoren 

haben  mithin  die  Ordnungszahl  Null,  diese  Funktionen  besitzen  also 

ebensoviele  Nullstellen  als  Pole. 

Die  Anzahl  vu  der  Pole  oder  der  Nullstellen  von  U  heißt  der 
Grad  dieser  Funktion^*);  so  ist  z.B.  jeder  Lmearfaktor  0  —  a,  bzw. 

-  innerhalb  des  Körpers  n*^  Grades  K(0,  u)  vom  w"*  Grade;  dann 

gilt  der  allgemeine  Satz:  Eme  Funktion  v^  Grades  mmmt  jeden 
reellen  oder  komplexen  Wert  an  genau  v  Stellen  der  Riemannsoken 
Fläche  ®,  an. 

10  a.  Die  arithmetisohen  Begründungen  des  Funktbegrifles. 
Während  die  im  Vongen  gegebene  Darstellung  der  Theorie  vom  Punkt- 
oder PrimdivisorenbegriJBf  ausgeht,  der  durch  die  Theorie  des  Kon- 
gruenzkörpere  sichergestellt  wird,  erscheint  dieser  Begriff  in  der  ur- 
sprilnglichen  in  D.-W  gegebenen  Begründung  der  arithmetischen 
Theorie  als  einer  der  hauptsächlichsten  Zielpunkte  der  ganzen  Ent- 
wicklung. In  dieser  Darstellung  fußt  die  Definition  des  Punltes  der 
absoluten  Riemannschen  Flache  auf  der  mit  Hilfe  rein  algebraischer 
und  arithmetischer  Prinzipien  zu  entwickelnden  IdeaUheoney  wobei 
allerdings  die  meisten  Beweise  zu  reinen  Existenzbeweisen  werden 

D.  und  W.  definieren  den  Punkt  der  zum  Körpei'  K  gehörigen 
absoluten  Riemannschen  Fläche  durch  folgende  Forderungen,  bei  denen 
der  invariante,  von  jeglicher  Auszeichnung  bestimmter  Funktionen 
des  Körpers  K  unabhängige  Charakter  dieses  Begriffes  unmittelbar 
einleuchtet:  Wenn  jedem  Element  «,  /3,  y, . .  von  K  ein  Zahlen  wert 
«Q,  /3q,  ^0,  . .  so  zugeordnet  werden  kann,  daß  cCq^^  a  ist,  falls  a  kon- 
stant ist,  und  allgemein  {a  +  ß\  =  «o  dz  ßo)  {'^ß)o  ="  ^oßo}  (t)  "^  l^ 
wird  (zu  den  Zahlenwerten  wird  dabei  auch  00  gerechnet),  so  ordnen 
wir  jeder  solchen  Zuordnung  einen  PunU  der  absoluten  Riemannschen 
Flädie  von  K  zu  und  sagen,  das  Element  a  von  K  nehme  in  diesem 
Punkt  den  Wert  «„  an.^^) 

Um  nun  den   umfang   des   hiermit  eingeführten  Punktbegriffes 

14)  Über  die  Definition  dea  Grades  einer  algebraischen  Funktion  vgl.  Weier^ 
Y.1873,  B'N,  p.  881;  J)-Wy  p.S42— 248;  E.^L.,  p.l56.  .  [0] 

15)  B-W,  p.28C. 
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genauer  zu  besclireibeii,  zeichnen  wir  ein  nicht  konstantes  Element  g 
von  K  aus.  Jedes  Element  von  K  ist  dann  eine  ganze  oder  gebro- 
chene, rationale  oder  algebraische  Funktion  von  e  Dabei  ist  jede 
gebrochene  Funktion  von  z  als  Quotient  von  zwei  ganzen  Funktionen 
darstellbar.  Als  ein  Id^  in  »  bezeichnen  wir  dann  jede  Gesamtheit 
von  ganzen  Funktionen  aus  K^  die  mit  zwei  Elementen  «  und  /3  zu- 
gleich auch  jedes  Element  Xü(,-\-y^  enthält,  wo  a;,  y  beliebige  ganze 
Elemente  von  K  sind.*^  Unter  dem  Produkt  von  zwei  Idealen  a 
und  B  verstehen  wir  das  aus  möglichst  vielen  Elementen  bestehende 
Ideal,  das  alle  Produkte  der  Funktionen  aus  a  und  B  enthält,  unter 
dem  Einheitsideal  JE7,  das  aus  allen  ganzen  Elementen  von  K  be- 
stehende Ideal.  Eine  im  Ideal  a  enthaltene  Funktion  hei£t  durch  a 
teilbar,  zwei  Funktionen,  deren  Differenz  in  a  enthalten  ist,  modulo  a 
Jcongruent  Es  gUt  nun  der  folgende  Fundamentalsatz:  Ideahf  die  sich 
nicht  als  ProduJci  von  ewei  weiteren,  von  JE  verschiedenen  Idealen  da/r- 
stellen  lassen  —  Primideale  —  hahen  die  charaMeristische  Eigen- 
schaft, daß  TMch  ihnen  jede  ganze  Function  von  K  einer  Konstante 
"kongruent  ibt  Jedes  Ideal  a  ist  auf  eine  einzige  Weise  als  ein  Potens- 
produkt  von  endlich  vielen  Pnmtdealen  darstellbar.")  — 

Unter  den  vielen  Folgerungen  aus  diesem  Satz  heben  wir  nur  eine 
hervor:  Ist  uns  ein  behebiges  Primideal  p  gegeben,  so  ist  jede  Funktion  f 
von  K  durch  eine  positive,  versehwmdende  odei  negative  ganze  Po- 
tenz von  p  genau  teübar.    Sind  /i  und  f^  durch  die  «^  bzw.  ß^  Po- 

tenz  von   p   genau   teilbar,   so   Bind  f^f^   und   -^   genau   durch    die 

(a  4-  ßy  bzw.  (a  —  ßf  Potenz  von  p  teilbar.*^  Eine  Funktion,  die 
genau  durch  die  0*"  Potenz  von  p  teilbar  ist,  ist  modulo  p  einer  end- 
lichen von  Null  verschiedenen  Konstante  kongruent  Ersetzen  wir 
nun  jede  Funktion  f  von  K,  je  nachdem  sie  durch  eme  positive,  ne- 
gative oder  die  nullte  Potenz  von  ^>  genau  teilbar  ist,  bzw.  durch  0, 
cx)  odpr  die  ihi  modulo  p  kongruente  Konstante,  so  erhalten  wir 
einen  Punkt  im  oben  definierten  Sinne.  Und  so  eraeugt  jedes  Prim- 
ideal p  einen  Punkt  ?ß  der  absoluten  BiemannBchen  Fläche  von  K. 
AUe  diese  Punkte  haben  die  Eigenschaft,  daß  in  ihnen  das  vorher 
ausgezeichnete  Element  von  E  den  Wert  oo  nicht  annimmi  Hat 
umgekehrt  ein  Punkt  diese  Eigenschaft,  so  bildet  die  Gesamt- 
heit aUer  ganzen  Funktionen  von  K,  die  In  ihm  verschwinden,  ein 
Primideal,  durch  das  umgekehrt  dieser  Punkt  erzeugt  wird.    Nimmt 


1'6)  D-W,  p.206£F. 

17)  D-W.,  p.  215— 217 

18)  D.-  W,  p  289—241. 
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fiber  e  in  einem  Punkt  den  Wert  oo  an,  so  brauclit  man  nur  statt  8 
ein  anderes,  in  diesem  Punkt  nicht  unendlich,  weidendes  Element  von  K 

auszuzeichnen,  etwa  — ,  um  dem  Punkte  ein  Primideal  zuordnen  zu 
können. ") 

Unter  einem  Tolygon  wird  ein  symbolisch  aufzufassendes  Potenz- 
produkt  aus  gewissen  Punkten 

5t  =  «ß*-  ^i'--  •  •  ^,''*     (r  ^  0 ,  ri  ^  0 , . .  -  r,  ^  0) 

verstanden.*^)  Polygone  entsprechen  ganzen  Divisoren.  Bildungen,  die 
gebrochenen  Divisoren  entsprechen,  verwenden  D.-TT.  nicht.  —  Die 
Äquivalenz  der  Idealtheorie  mit  der  Divisorentheone  wird  durch  den 
folgenden  Satz  dargetan:  Wird  in  K  ein  nicht  konstantes  Element  e 
ausgezeichnet,  so  bildet  die  Gesamtheit  aller  ganzen  Funktionen  aus  K, 
die  durch  einen  bestimmten  ganzen  Divisor  (m  dessen  Punkten  b 
nicht  unendlich  wird)  teilbar  sind,  ein  Ideal,  und  so  erhält  man  alle 
Ideale  in  0.  Zur  Begründung  der  Idealtheorie  für  Funktionenkörper 
schlagen  D.-W.  einen  ähnhehen  Weg  ein,  wie  Dedekind  in  seiner  Be- 
gründung der  Idealtheone^^),  wobei  sich  jedoch  die  ganze  Deduktion 
viel  einfacher  gestaltet.  Die  von  Kroneck&r^^)  gegebene  und  später 
von  König^^)  weiter  ausgeführte  Begründung  der  Ideal theorie  bezieht 
eich  von  vomhorein  sowohl  auf  Zahlen-  als  auch  auf  Funktionen- 
körper. In  einer  späteren  Darstellung  verwendet  Web&r^%  um  zu  der 
Punktdefinition  zu  kommen,  eine  Ausgestaltung  der  Kron&ikersf^&a. 
Methode,  die  Theorie  der  Funhüowüe.  Einen  verwandten  Weg  schlägt 
Wdlstein^)  ein. 

Auch  weitere  zahlentheoretische  Untersuchungen  der  Idealtheorie 
sind  auf  Funktionenkörper  übertragen  worden.  jR.  König  untersucht 
insbesondere  die  hypereUiptischen  Funktionenkörper  und  wendet  die 
Ergebnisse  auf  die  Untersuchung  der  quadratischen  Formen  mit  ratio- 
nalen Funktionen  von  e  als  Koeffizienten  an  ^*)  Rehfdd^'^  beweist  die 
Existenz  einer  Zahl,  die  der  Klassenanzahl  in  der  Idealtheorie  analog 

19)  D  -W,  p  239, 

20)  D  -W.,  p.  841. 

21)  DincMet-Dedekmd,  Vorl.  ü.  Z.,  4.  Aufl.  (1894),  p.  498  ff. 

22)  Kronecker,  Festschrift  p.  48  ff. 

28)  Köntg,  Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Größen. 
Leipzig  1908,  Teubner. 

24)  Weber,  Lehrb.  d  Algebra,  Bd.  III,  p.  640  ff. 

25)  WeUstein,  Jabresb.  d.  D   M.-V.  19  (1904),  p  112—116. 

2Q)  B  König,  Wiener  Monatshefte  23  (1912),  p.  821—846;  J.  t  Math  142 
(1912),  p  191—210. 

27)  Behfeid,  Straßb  Diss.  1904. 
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ist  Wie  aus  dem  Riemann-Bochsdken  Satz  leicht  folgt,  ist  diese  Zahl 
das  Geschlecht  p  des  Körpers.  Für  die  hyperelliptischen  Körper  s. 
Köntg'^^)  M.  Lerch^^)  gibt  eine  charakteiistische  Eigenschaft  der  Gat- 
tungen vom  Geschlecht  0  an.    [O] 

11.  Untersuoliimg  der  Funktionen  des  XZörpers  K(u,a)  in  bezng 
auf  ihre  Teilbarkeit  durch  einen  beliebigen  Divisor.  Die  Grundlage 
für  die  ganze  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  bildet  die  voll- 
ständige Lösung  der  Frage  nach  allen  Funktionen  des  Körpers,  welche 
durch  einen  beliebig  gegebenen  Divisor  O  ==  ^j^  ^ßg*^  *  *  ^Z"  teilbar 
smd 

a)  JEs  sei  ssuerst  D  =  ^'*,  und  ^  entspreche  einem  nMattrigen 
Versnoeigungspunkte, 

In  diesem  einfacbstem  Falle,  auf  den  sich  alle  anderen  leicht  re- 
duzieren lassen,  ist  die  Grundgleichung  fiUid)  =  0  für  den  zu  ^  ge- 
höiigen  Bereich  K(^)  irreduktibel,  weon  ^)  =  ^^  der  zu  ^  zugeord- 
nete rationale  Divisor  ist.    Es  sei  it  irgend  eine  Primfunktion  für  den 

i  1  ^ 

Bereich  von  ?(5  (etwa  %={s  —  «)**  bzw.  \-\  );  dann  können  offen- 
bar alle  Multipla  von  ^'  für  die  Stelle  ^  auf  eine  einzige  Weise 
homogen  und  linear  durch  die  Basis. 

(25)  («'■,n;''+i,.    .ä'-'«-!) 

mit  gmieen  Koeffizienten  des  Bereiches  K{p)  d.  h    in  der  Form: 

(25a)  w^WiTc^-f  «2  3E''+i-| f- «„«»•+ «-1 

dargestellt  werden,  deren  Koeffizienten  w,  rationalen  Charakter  für  die 
Stelle  p  haben  und  von  nicht  negativer  Ordnung  sind  Em  solches 
System  heißt  ein  Fundamentalsystem  für  den  Divisor  ^'■,  und  die 
Form  w  heißt  für  unbestimmte  u  eine  Fundameiiidlform  für  den  Bi- 
oisor  '^"f  weil  aus  ihr  durch  Spezialisierung  der  Unbestimmten  alle 
und  nur  die  Multipla  von  ^'"  erhalten  werden.  Die  Gleichung  w**^ 
Grades 
(25  b)  G(w)  ■=»(«?  —  Wi)  (w  —  Wg)    .    (m?  —  m;J, 

deren  Wurzeln  die  n  konjugierten  Fundamentalformen  sind,  heißt  die 
Fundamentalgleichung  für  ^'",  da  sie  alle  und  nur  die  Gleichungen  ergibt, 
denen  die  Multipla  von  S^  genügen,  wenn  man  für  Wj, . . .  m„  aUe 
ganzen  Größen  des  Körpers  K{p)  einsetzt  Ebenso  ergibt  die  sog. 
Diskriminante  der  Fwndamentalgleichwng  für  ^'" 

(25c)  6!r){w)  =  Ui^i  —  w,y 

i>k 

28)  Sachs.  Ber  68  (1911),  p  860—861 

29)  M.  Lerch,  Wiener  Monatshefte  2  (19),  p  466—468. 
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bei  denselben  Spezialisierungen  der  Unbestimmten  die  Gleichangs- 
disJaiminanten  für  alle  Maltipla  von  ^^  Das  System  (25)  ist  nicht 
das  einzige  Fundamentalsystem  für  die  Multipla  von  S^''.  Irgend  ein 
anderes  System  {U^^\  CA%  . . .  CA**^)  von  Vielfachen  des  Divisors  ^''  ist 
dann  und  nur  dann  em  Fundamen taisystem  für  denselben,  wenn  es 
aus  dem  obigen  durch  eine  lineare  Transformation: 

(26)  m  =  ^w,«  «;'•+*- 1  (*,  Z;  =  1,  2, . . .  «) 
mit  ganzen  Koeffizienten  m^W  hervorgeht,  deren  Determinante  |  «jW  | 
durch  p  nicht  teilbar  ist 

Es  sei  nun  {U;,^^\  ü^^^\  .  .  U,,^''^)  für  Ä  =  1,  2,  . . .  «  das  zu 
{ü^^\  U^^f .  .  TJ^"-'^)  gehörige  System,  welches  aus  den  n^  zu  ^}  ge- 
hörigen konjugierten  Entwicklungen  besteht,  und 

(27)  d{m^\  ü^^\    . .  Z/W)  ==  I  Z7,W      .  Z7,W  |- 

die  Diskriminante  dieses  Systems.  Dann  folgt  aus  dem  soeben  er- 
wähnten Satze,  daß  die  Diskriminanten  aller  Fund  am  entalsysteme  durch 
dieselbe  Potenz  p^  des  zugehörigen  lationalen  Divisors  teilbar  sind,  daß 
man  also  jenen  Teilei  nur  für  das  besonders  einfache  System  (25)  zu 
bestimmen  braucht 

Berechnet  man  nun  die  Diskiiminante 

(28)  |<,Ä,'-+S...<+»-^|^  (»  =  1,2,.  .«) 
des  Systems  (Ä'",n;''+^,      n;''+''~^)uiiter  der  Voraussetzung  7tj=Mj'(Ä — «)" 

?£?==  e»y  so  ergibt  sich  leicht  der  Wei-t  (ß  —  «)*'*+''■  ^  Also  ist  die 
in  der  Diskriminante  irgend  eines  Fundamentalsystems  für  ^''  ent- 
haltene Potenz  DX^)  ^^^  P 

(29)  D,(Sß)  =  ^)2'-+(«-i)  =  »»(«ßO'  «($"-'); 

wo  der  erste  Faktor  nur  von  dem  Exponenten  r  des  Divisors,  der 
zweite  nur  von  der  Natur  des  Körpers  abhängt.  Jedes  andere  System 
{ü^^\  .  . .  Z/W)  von  w  Vielfachen  von  ^''  ist  dann  und  nur  dann  ein 
Fundamentalsystem  für  diesen  Divisor,  wenn  seme  Diskriminante  genau 
diu-ch  D^^)  teilbar  ist. 

Ebenso  leicht  kann  man  die  Potenz  von  p  bestimmen,  welche  für 
unbestimmte  i«i,  Mg,  .  .  «*„  in  der  Diskriminante  A^*^(w)  der  Funda- 
mentalgleichung enthalten  ist.  In  der  Tat  kann  man  auch  hier  von 
der  besonders  einfachen  Fundamentalform  (25  a)  ausgehen.  Berück- 
sichtigt mau  dann,  daß 

A('-)(m;)  =  n{F\w,))  =-  n {Hiw^  -  w^) 
'    ^  =-«(iT(etii;r'-(l— M;*'^)  +  Wa«'-  +  ni-M^*^'^0-f---) 

ist,  so  ergibt  sich  ohne  weiteres  der  Satz: 
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Die  DiskrimiDante  der  Fundamentalgleiolmiig  für  den  Divisor 
^*"  ist  für  unbestimmte  «^  genau  durch 

(31)  ^  p'-(»-l)  +  ((i.,r)-l) 

teilbar,  wenn  (n,  r)  den  größten  gemeinsamen  Teiler  von  n  und 

r  bedeutet. 

Im  Falle  r  =  0  handelt  es  sich  um  die  Darstellung  aller  für  den 
Bereich  von  ^  ganzen  algebraischen  Funktionen.  Hier  ist  die  Dis- 
kriminante  des  Fundamentalsystems  p"~S  d.  h.  genau  gleich  dem 
Teiler  der  Diskriminante  der  Fundamentalgleichung. 

b)  Es  sei  ü  =  ^i'i^s''« . . .  K%  uiid  die  Primteüer  %  % . .  ^,. 

gehören  alle  zu  demselben  rationalen  Primteiler  :p. 
Diese  Untersuchung  kann  leicht  auf  die  vorige  zurückgeführt  -werden 
mit  Hilfe  des  allgemeinen  Satzes: 

Man  kann  im  Körper  K(u,p)  stets  eine  Funktion  finden,  welche 

an  den  zu  p  gehörigen  Stellen  ^i,  ^,  •    ■  ^^  behebig  vorgegebene 

Entwicklungen  besitzt. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  daß  dem  Punkte  p  drei 
bzw.  Or,  h-  und  c-blättrige  Verzweigungspunkte  ^j,  ^g,  ^g  ent- 
sprechen,  und   es    sei  Q  =  ^i^J^a.     Es    seien  femer  srW   und  sp 

zwei  nach  dem  vorigen  Satz  bestimmte  Funktionen,  welche  im  Be- 

1^ 
reiche  von  ?ßi  bzw   gleich  1  und  (e  —  a)'*  sind,  während  sie  in  der 

Umgebung  von  ^j  und  ?jjj  gleich  Null  sind.     Es  mögen  femer  pf") 

1^ 
und  Q  für  Sßa  und  ffC")  und  6  für  «ß,  bzw.  die  Werte  1,  (g  —  ay 

i_ 
und  1,  (ä  —  a)  °  haben  und  für  die  beiden  anderen  Punkte  NuU  sein. 
Dann   erkennt   man   wiedei    unmittelbar,   daß-  die   a  -j-  h  -\-  c  =  n 
Elemente: 
(32)  311^,  ar+\    . .,  jc''+'»-i;  Q%  Q*+\  .  .  ,  (>•+*-!;  ö\  ff'+i, . . .,  ö'+«-i 

ein  Fundamentalsystem  für  aUe  Multipla  von  D  =  ^I^S^s  inner- 
halb des  Bereiches  K(u,p)  bilden,  d  h.  aUe  und  nur  diese  Multipla 
sind  eindeutig  in  der  Form: 

mit  ganisen  Koeffizienten  des  Körpers  K{)^)  darstellbar.  Die  Diskrimi- 
nante dieses  Fnndamentalsystems  wird  identisch  gleich  dem  Produkte 
der  drei  Diskriminanten:  <?(3r*',3r^+S  ...,  a;'-+«-i)  —  p8r+(a-i)^  _^ 
welche  zu  ^j,  ^j,  ^,  gehören;  es  ergibt  sich  also  sofort  die  Gleichung: 
(32b)  D(a)  =  D(^/)  2)(«p/)  B{^{)  =  n{ß')  n  (??-^^r^^r ') 
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Em  anderes  System  {Jß'^\ü^^\..  Üt*^),  von  Vielfaclien  von  Cl  ist  dann 
xind  nur  dann  ein  Fundamentalsystem  für  O  in  der  Umgebung  der 
Stelle  p,  wenn  dassellDe  genau  durch  D(D)  teilbar  ist  Jedes  rational 
unabliängige  System  {rf^\  rf%  . . .  i^^"^)  des  Köi-pers  K{u,g)  kann  durch, 
eine  endliche  Anzahl  von  rationalen  Elementartransformationen  in  ein 
Fundamentalsystem  (UW, . . .,  TM)  für  Cl  übergeftihi't  werden;  die  Dis- 
kriminanten  d{7i^^\  . . .  t)^^^)  und  d  (TP\  . . .  Tß^^)  unterscheiden  sich 
dann  nur  um  eme  Potenz  des  zugehörigen  Linearfaktors  mit  ganz- 
zahligem Exponenten 

Die  Untersuchung  der  einzelnen  Differenzen,  aus  denen  die  Dis- 
kriminante  der  Fundamentalgleichung  besteht,  ergibt  für  diese  den 
Teiler 

(33)  AoC«?)  =  p2>-{a-l)  +  (i«,a.-l)  +  a  Sab  m  (^  ,  f) 

WO   m(-,  ^j  jedesmal   den   kleineien   der  beiden  Brüche  —  nnd -^ 

bezeichnet 

c)  Die  Ideale  des  Körpeis  K(8,u)  und  die  zugehörigen  Funda- 
mentalsysteme 

Es  sei  nun  D  =  ^i'^^^a'^*.  . .  ^ß/*  ein  beliebiger  ganzer  oder  ge- 
brochener Divisor,  dessen  zugehörige  Punkte  aber  alle  im  Endlichen 
liegen.  Dann  bildet  die  Gesamtheit  aller  Elemente  des  Körpers, 
welche  durch  D  teilbar  und  außerdem  für  alle  im  Endlichen  hegenden 
Punkte  regulär  sind,  einen  Bereich  JiD),  ein  sog  Ideal.^^)  Sind 
{TP\  IP\  .  CA"))  irgendwelche  Elemente  dieses  Ideales,  so  gehört 
offenbar  jede  Funktion 

(34)  Cr«=MiZ7W-l-te2Ü^")+    ■    +w„ü(») 

ebenfalls  zu  J(D),  wenn  u^,  Mg, . .  ,  m„  beliebige  ganze  rationale  Funk- 
tionen von  ä  sind.  Sind  in  der  Form  (34)  alle  Elemente  von  J(D) 
enthalten,  so  heißt  (JJ^^\  IP\  . . .  ZF'^)  ein  Fundamentalsystem  für  dieses 
Ideal  Ein  System  ist  dann  und  nur  dann  ein  Fundamentalsystem  für 
I(€i),  wenn  ihm  diese  Eigenschaft  für  die  Umgebung  einer  jeden  im 
Endlichen  liegenden  Stelle  p  zukommt.  Hierdurch  ist  ein  Mittel  ge- 
geben, um  ein  beliebiges  rational  unabhängiges  System  durch  eine 
endliche  Anzahl  rationaler  Transformationen  m  ein  Fundamentalsystem 
( U^\  . . .  U^"))  für  ein  beliebig  gegebenes  Ideal  J(Cl)  umzuformen  und 
außerdem  mit  Hilfe  von  (b)  die  Diskriminante  dieses  Fundamental- 
systems  zu  bestimmen.  Um  dieses  ßesultat  einfach  schreiben  zu 
können,  bezeichnen  wir  durch: 

(35)  8=j??r' 

80)  Vgl.  D-W.,  p.  206f.   [0] 
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das  über  alle  im  Endlicbeu  liegenden  Punkte  ^^  erstreckte  Produkt, 
in  welchem   also  nur   die  Verzweigungspunkte  mit  einem  von  Null 
verschiedenen  Exponenten  vorkommen.    Dann  ist  jede  Diskriminant« 
d{Ü^^\    . .  D^"^)  des  Ideales  J(.D)  genau  durch  den  Divisor 
(36)  «(0»3) 

teilbar  und  enthält  sonst  keinen  endlichen  Divisor  p.  Entsprechen 
dem  Punkte  ^,0  lauter  reguläre  Punkte,  so  ist  der  obige  Divirfor; 

(37)  Jd.=nra-\ 

der  sog.  Yereweigungst^iler  von  K(u,g)  m  Bezug  auf  die  unabhängige 
Variable  0,  das  über  alle  Verzweigurtgspunkte  ^ß^  erstreckte  Produkt. 
Dann  ergibt  sich  für  die  Diskriminante  D(D)  =  B{U'-\  Iß^, . . .  W) 
eines  beliebigen  Fundamentalsystems  für  1(0)  die  wichtige  Dai*- 
steLLung 

(38)  2)(n)=  '  ;r, 

wenn  q  die  Ordnung  von  D,  und 

(38a)  io  =  to,  =  _^{a  —  l) 

die   sog.    Vereweigungsordnung  die  Ordnung  des  Verzweigungsteilers 

3.  ist") 

Ist  speziell  D  =  1,  also  (W,  W,  . . .  W)  ein  Fundamental- 
system für  die  sog  ganzen,  d.  h.  die  Funktionen  des  Körpers,  welche 

im  Endlichen  überall   endlich  sind,  so   ist  D(1)  =  -^J-;   da   aber 

!poo 

andererseits  jedes  Element  C^^*),  also  auch  die  Determinante  |  U^^^  | 
in  der  Umgebung  der  regulären  Punkte  $/~5  nach  ganzen  Potenzen 

von  —  fortschreitet,  so  besitzt  |  U^^^  \^  in  der  Umgebung  von  p»  eine 

gerade  Ordnungszahl;  also  ergibt  sich  der  Satz: 

Für  jeden  algebraischen  Körper  K{u,8)  ist  die  Ordnungszahl 
w,  =  2\P> —  1)  des  Verzweigungsteilers  stets  eine  gerade  Zahl.'*) 

81)  Vgl   D-W,  p  228  f,  S-L,  p  219—221.    [0] 

32)  Ist  Cl  =  1,  80  entsteht  das  Fundamental sys^tein  für  ganze  Größen  {Kro- 
necJcer,  Discr  809)  oder  die  Basis  (Z>  -  W,  p  194)  des  Körpers  Mit  der  wirk- 
lichen Herstellung  der  Minimalbasis  bearhältigen  sich  zahlreiche  Untersuchungen 
{BO-woh\  Kronecker,  Discr  809),  als  auch  D  -  TT ,  p  19S  geben  nur  Existenzbeweise). 
Die  erste  auf  der  allgemeinen  Küminationstheone  beruhende  Methode  ist  von 
Kroneekxr  in  der  Festschrift  (§  6,  p  16-19)  angedeutet  und  sp&ter  von  König  (s.  Fuß- 
note "),  Allg  Th.,  p  499— 50J)  ausführlich  dargestellt  worden  In  ihr  wird  das 
Problem  auf  Systeme  linearer  Gleichungen  zurilckgefährt  mit  Hilfe  des  Satzes,  daß 
die  Resolrente  eines  Grieichiingssystems ,  dessen  Lösungen  eine  lineare  Schar 
bilden,  linear  sem  muß    Ein  direktes  Verfahren  zur  Zurückfuhrung  des  Problema 
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12.  Die  algebraisolien  Systeme  iind  ihie  ülementaxteiler.  Die 
Gesamtheit  aller  durch,  ein  beliebiges  rational  unabhängiges  System 
{TP-\  ü^^\ . . .  C^"^)  mit  gangen  Funktionen  u^  von  s  als  Koeffizienten, 
d.  h.  in  der  Form 

(39)  D"=  M,  ü^i)  +  Wi  m-i [-u^m 

darstellbaren  Funktionen  des   Körpers  K{u,8)  bildet  einen  Teiibe- 

auf  lineare  Gleichungen  gibt  Semel  (J  f.  Math.  109, 1892),  in  komgierter  Form 
(J.  f.  Math  111,  1893),  Meriens  (Wiener  Ber  102  Ilg ,  lö98),  Hensel  (Acta  Math  18, 
1894)  —  die  in  der  letzten  Arbeit  gegebene  Methode  stellt  etwas  modifiziert  nnd 
mit  Beispielen  Baker  (B  p.  105— 112)  dar.  —  König^'^  (p.  514—526)  Die  letzte 
Methode  filhrt  zu  solchen  Funktionen*  des  Fnndamentalsystems,  die  rational  mtt 
rationalefn  Koeffimenten  durch  x,u  ausdrQckbur  aind,  falls  die  Zahlenkoeffizienten 
der  Qrundgleichung  rational  sind  —  Die  Methoden  von  Bensei  (Act  Math.  18) 
lösen  das  Problem  unter  Benutzung  der  Formen,  wobei  sich  das  sog.  abi^olule 
Fundamentalsystem  ergibt,  bei  dem  auch  der  unendlich  ferne  Punkt  nicht  aus* 
gezeichnet  ist  Die  Methoden  von  Hensel  und  Hertens  beruhen  auf  der  von  Hensel 
gegebenen  ^^rationalen"  Definition  der  Teilbarkeit  durch  gebrochene  Potenzen 
emer  Primfanktion.  Durch  direkte  Einführung  gebrochener  Potenzen  rationuler 
Funktionen  (Wurzelfuuktionen)  gelangt  Laut  (Dissert  Tübingen  1913)  zu  einer  ein- 
fachen Lüsung  des  Problems  Später  hat  Hensel  [J  f  Math  115  (1895),  Berl  Ber 
(1895)  p.  983]  Fundamentalsysteme  in  bezug  auf  den  Primteiler  x  —  a  eingefiihit. 
Unter  Benutzung  solcher  besonderer  Fundamentalsysteme  hat  dann  Landsberg 
[Qött.  Nachr  1895,  Math.  Ann  50  (I8<.i9)  p  386—850]  Methoden  für  die  Konstruk- 
tion absoluter  Fund  amental  Systeme  abgeleitet  Tu  der  ersten  dieser  Abhandlungen 
wird  die  Irreduzibilität  der  Grundgleichung  nicht  vorausgesetzt,  und  das  erhaltene 
Fundamentaldystem  ergibt  dann  em  einfaches  Kritenum  fGrdie  Irreduzibilität  der 
Grundgleichung.  Die  Methode  der  zweiten  Arbeit  beruht  nur  auf  den  B/Oihon- 
ent  Wicklungen 

Allgememer  wird  die  Konstiniktion  des  Fundamental  Systems  für  ein  be- 
liebiges Ideal,  worin  die  Konstruktion  einer  Minimalbasis  als  spezieller  Fall  ent- 
hnlten  ist,  mit  Hilfe  der  Beihenentwicklurgen  i:<ei  H.-L.  p.  215  ausgeführt  (1902), 
desgleichen  bei  G  Dumas,  Thfese  (Pans  1904),  p.  68—71. 

Endlich  sei  noch  das  Buch  von  H.  Stahl,  Abriß  einer  Theorie  der  algebrai- 
schen Funktionen  einer  Veränderlichen,  Leipzig  1911,  erwähnt,  wo  im  §  10  ein 
allgeme  ner  Ausdiutk  für  ganze  Funktionen  (unter  gewissen  Voraussetzungen 
übei  die  Singulaiitätcn  der  Gruodkurve)  gegeben  und  im  §  14  zur  Aufstellung  der 
Minimalbasis  angewandt  wiid  Zur  Autstellung  der  Mmimalbasis  kann  auch  die 
TAom^sche  Methode  der  Singularitätenauflösung  ('*)  angewandt  werden. 

Einige  spezielle  KOrper  beti  achtet  Bavr  (J.  f.  Math.  116, 1896)  hyperelliptisohe 
Körper  [Math.  Ann  41  (1898),  p  491],  kubische  Körper  [ebd  43  (1898),  p  505], 
K  Fischer  (Dissert.  Berlin,  J.  f  Math  117, 1896)  gibt  allgemeine  Methoden  für 
kultiuche  und  biquadiatische  Körper  in  Anlehnung  an  die  ersten  Arbeiten  von 
Hansel 

Den  Aufbau  einer  Fundamentalbasis  untersucht  Baier  (Froc.  Lond.  M  S  26 
(1896),  B  47-67)  mit  Hilfe  des  Riemann- Rochschen  Satzes  Klein  (R  F.  I, 
p  122—129)  bei-pricht  die  Zusammensetzung  eines  absoluten  Fundamentol- 
systems.    Vgl  endUch  noch  Weierstraß,  V.  1878?  B.-N.,  p.  488    [0] 
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reich  desselben,  welclier  ein  Modul  genannt  wird.^")  Jenes  System 
ijß^\  Iß^, . . .,  ?7f"^)  heißt  eine  Basis  des  Moduls.  Jedes  Ideal  ist  ein 
spezieller  Modul. 

Zwei  Systeme  (27^)  und  (FW)  heißen  dquiicdent,  wenn  sie  Basen 
desselben  Moduls  sind,  wenn  sie  also  durch  eine  umkehrbare  lineare 
Transformation  mit  ganeen  rationalen  Koeffizienten  ineinander  über- 
geführt werden  können.  Bildet  man  die  zu  einer  Basis  gehörige  al- 
gebraische Matrix  (lJ]P-\  ü^^^^  .  .  V^"^)  und  sucht  nach  den  Vor- 
schriften der  Determinantentheorie  ihre  sog.  JDeterminanienteüer,  d.  L 
die  größten  gemeinsamen  Teiler  d^(js),  d^{8),  .  .  .  d^{ß)  ihrer  Unter- 
determinanten erster,  zweiter,  . .  «-'*'  Ordnung  und  aus  ihnen  die  sog. 
Elementarteiler: 

(40)  e,W  =  rf.W,  ^W  =  1^,  .  • .  K(ß)  =  l"% 

so  sind  dies  Piodukte  von  Potenzen  der  lationalen  Divisoren  )p  mit 
ganzen  oder  gebrochenen  Exponenten,  und  aus  der  Definition  äqui- 
valenter Systeme  folgt  sofort  der  Satz: 

Äquivalente  Systeme  besitzen  dieselben  Elementarteiler 
Es  sei  p  ein  im  Endhchen  liegender  Punkt  der  emblüttrigen 
Kugelfläche  ^,  zu  welchem  auf  der  w-blättrigen  Fläche  ^,  die  Ver- 
zweigungspunkte ^^  ^6j  ■  •  •  ^0  von  a,  h, . .  .c  Blättern  gehoien.  Sind 
dann  p'^,  p'^, .  .  ^J"»  die  in  den  Elementai*teüern  e^(8),  e^{/), . . .  e^(/) 
enthaltenen  Potenzen  von  p,  so  smd  die  Exponenten  *j,  f j, . . .  «„  ratio- 
nale Brüche,  deren  kleinste  positive  lieste,  abgesehen  von  der  Keihen- 
folge,  die  Bruchsequenzen: 


«  — 1     ^  £     2  6  —  1^         n   -    1  c  —  1) 


a     '      »  & '    6 '  & 

bilden.    Mit  Benutzung  dieser  Tatsache  kann  man  mit  Hilfe  eines  be- 
liebigen algebraischen  Systems,  z.  B.  von  (1,  m„  m/,  .    .Wf""^)  die  Ver- 
zweigung der  zugehörigen  Btewannachen.  Fläche  aus  dem  Koeffizienten 
der  Grundgleichung  direkt  finden  ^*)     So  ergibt  sich  z    B,  der  Satz: 
Besitzen  in  der  allgemeinen  kubischen  Gleichung: 
u^  +  a{0)u-}-h(e)  =0 
die  rationalen  Funktionen  a(is),  h(e),  A{e)  '=  4a^  -{-  21h^  für  eine 
endliche  oder  die  unendlich  ferne  Stelle  p(g  =  a,  bzw.  8  »=  oo)  die 
OidnungszahJen  a,  b,  b,  so  wird  die  Verzweigung  im  Punkte  p  durch 

38)  Eingehendere  üntersnchung  der  FimktionsmodulD  geben  D-W  lOi — 206 
Die  Determinanten-  und  Elementarteiler  der  den  Moduln  zugehörigen  BasiBäysteme 
werden  jedoch  erst  von  Mensel  herangezogen,  J.  f  Math  116,  p  254 tf    [0] 

84)  Einsel,  Berlin  Sitzber.  1896,  p.  998;  Hensel,  ebd.  p  1108;  B.-L  , 
p.  188  ff    [0] 
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den  einzelnen  Elementen  enthaltenen  Potenzen  Ton  p,  so  ist  auch  das 
komplementäre  System  fCtr  p  normal,  und  seine  Elemente  enthalten 
die  Potenzen  p~'^f  ^J"**,  . .  ^J"""».  Hieraus  folgt  sofort  der  Satz:  Die 
Elementarteiler  des  komplementären  Systems  sind  gleich  den  rezi- 
proken Elemenlarteilern  des  ursprünglichen  in  umgekehrter  Reihenfolge. 
Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Frage,  unter  welcher  Be- 
dingung ein  System  (IJ^^\  ü^^,  . . .  ?7^"')  ein  Fondamentalsystem  für 
ein  Ideal  I{D)  ist,  und  welches  in  diesem  Falle  der  zugehörige  Divisor 
D  ist.  Diese  Frage  wird  vollständig  durch  die  folgenden  beiden  Sätze 
beantwortet: 

1.  Ein  algebraisches  System  {ü^^\  TP\ .  .  C^">)  ist  dann  und 
nur  dann  ein  Fundamentalsystem  für  ein  Ideal,  wenn  seine  Diskrimi- 

nante  genau  gleich  ""^^'^^^  ist,  wenn  D  =  (ZK^),  m\  . . .  ZJW)  den 

TCO 

größten  gemeinsamen  Teiler  der  n  Elemente  ü^^  bedeutet,  und  zwar 
ist  alsdann  der  zum  Ideale  gehörige  Divisor  gleich  JQ. 

2.  Ein  algebraisches  System  ist  dann  und  nur  dann  ein  Fun- 
damentalsystem für  ein  Ideal,  wenn  es  fOr  jede  endliche  Stelle  p 
einem  anderen  äquivalent  ist,  welches  entsprechend  den  an  jener 
Stelle  übereinanderliegenden  Verzweigungspunkten  ?P^  ^j, . . .  ^^  in 
lauter  Fundamentalsysteme  (af,  .  .  .  3E^  +  *~^;  (>*,  .  •  (>*''" *~^;  •  .; 
6*f  . .  <?'+»- ^)  zerfällt.  Ist  dies  der  FaU,  so  ist  der  zugehörige  Di- 
visor D  ■=»  n^^,  wo  das  Produkt  nur  über  diejenigen  Primfaktoren 
^^,  . .  erstreckt  zu  werden  braucht,  für  welche  die  bezüglichen  Ex- 
ponenten r, . . .  von  NuU  verschieden  sind  '*) 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  erschließt  man  unmittelbai'  das  folgende 
wichtige  Theorem: 

Ist  (?7(*) . . .  U^"))  ein  Fondamentalsystem  für  einen  Divisor  D,  so 
ist  auch  das  komplementäre  System  (^ü^^\  . . .  U^"^)  ein  Fundamental- 
system und  zwar  für  den  eu  D,  Jcompleme/itärm  Divisor  D,  welcher 
mit  D  durch  die  Gleichung 
(42)  Dö-i 

zusammenhängt;    hier    bedeutet   vneder  ^o    ^^n  Verzweigungsteiler 
n^J*~^  für  alle  endlichen  Verzweigungspunkte.*®) 

89)  H.-L.j  p.  218;  derartige  Bedingungen  für  Minimalbasen  zuerst  bei 
Eensel,  J  f.  Math.  115,  p.  267,  für  Normalbasen  in  homogener  Form,  ebd. 
p.  287.  Eine  ähnliche  Charakterisierung  des  Fundamentalsystems  fOr  Integrale 
,1.  Gattung  gibt  ebenfalls  in  homogener  Form  Eemel,  J.  f  Math  117,  p  87.    [0\ 

40)  M.-L ,  p.  281  Ein  entsprechendes  Resultat,  jedoch  spezieller  (für  Fun- 
damentalbaaen  des  Körpers)  bei  D.-W,  p  227.    [OJ 
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13.  Die  eindeutigen  ^Transformationen  des  Körpers  K(u,0)  in. 
den  ITim  gleiolien  K(if,x)  "bei  beliebiger  Annahme  der  tmabhängigen 
Variablen  x.*'^) 

Ist  X  eine  beliebige  sichtkoustante  Funktion  des  Körpers  K{u,g\ 
so  kann  man  stets  durch  ein  endliches  rationales  Yerfahren  ein  anderes 
Element  desselben  Körpers  so  auswählen,  daß  alle  Elemente  des  Kör- 
pers K{UjB)  auch  rationale  Funktionen  Yon  x  und  y  sind,  daß  also 
K{u,i3)  =  K{y,x)  ist. 

Ist  »^  der  Qrad  von  x,  so  kann  und  muß  man  nämlich  y  inner- 
halb K(u,e)  so  auBwablen,  daß  y  einer  irreduMblen  Gleichung  des 
»„*™  Grades  mit  rationalen  Funktionen  Ton  x  als  Koeffizienten  ge- 
nügt Der  00  transformierte  Körper  K{y,x)  ist  also  stets  von  dem 
Grade  w^  der  beliebig  gewählten  unabhängigen  Veränderlichen,  und 
die  neue  Grundgleichung: 

(43)  F(^',%=^0 

ißt  in  bezug  auf  x  und  y  bzw.  vom  Grade  n^  und  w^  Jede  Größe  des 
Körpers  genügt  dann  einer  irreduktiblen  Gleichung  mit  rationalen 
Koeffizienten  in  a;,  deren  Grad  gleich  %  oder  gleich  einem  Teiler 
von  n^  ist.  Zwischen  zwei  beliebigen  Elementen  |  und  ri  des  Körpers 
K{u^e)  besteht  immer  eine  irreduktible  Gleichung  ^(|,7y)«=0,  deren 
Grade  in  |  und  ti  bzw.  gleich  n^  und  «g  oder  einem  Teiler  dieser 
Zahlen  sind.  Der  aus  ihnen  gebildete  Körper  K(i^j^  ist  dann  und 
nur  dann  gleich  K(Uje)j  wenn  jene  beiden  Gradzahlen  ihren  größten 
Wert  haben.  Aus  diesem  Resultat  folgt  sofort  der  allgemeine  Satz, 
der  die  Grundlage  der  Theorie  der  algebraischen  Kurven  bildet: 
Ist 

die  Divisorendarstellung  von  drei  beliebigen  nichtkonstonten  Ele- 
menten des  Körpers  K(Ufe)f  so  besteht  zwischen  ihnen  stets  eine 
homogene  Gleichung 

(43a)  J(a;o,«ri,fl7s)-=0, 

deren  Grad  n  gleich  dem  Grade  der  von  ihrem  größten  gemeinsamen 
Teiler  befreiten  Zählerdivisoren  %,  STj,  STj  ist;  diese  Gleichung  ist  in 

bezug  auf  Xq  von  dem  Grade  «<,  der  Funktion  ^  ""  ^  >  ^^^  ^^^  ^^^ 
sprechende  gilt  von  den  Graden  n^  und  n^  für  a^  xmd  x^. 

41)  D.-Tr.,p  282—286.  "Über  die  Beziehungen  zum  22w»»an«Bchen  KlaBsen- 
begrifl  vgl  U  B  2,  Nr.  9—10.    [O] 
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Jede  nicM  konstante  Gfröße  x  des  Körpers  kann  als  unabliängige 
Variable  für  den  Körper  gewählt  werden,  und  zu  jeder  gehört  eine 
«^-blättrige  JJimawwsclie  Kugelfläclie  Ä^,,  auf  welcher  nun  alle  und 
nur  die  Funktionen  des  Körpers  eindeutig  und  bis  auf  ihre  Pole 
auch  stetig  ausgehreitet  sind.  Da  die  einzelnen  Punkte  ^  und  ihre 
Umgehungen  unabhängig  von  der  Wahl  der  Kugelfläche  definiert 
sind,  so  folgt,  daß  je  zwei  solche  zu  demselben  Körper  gehörigen 
Kugelflächen  in  der  Weise  eindeutig  umkehrbar  aufeinander  bezogen 
sind,  daß  die  Umgebungen  entsprechender  Punkte  einander  eindeutig 
zugeordnet  sind.  Hieraus  folgt  weiter,  daß  die  algebraischen  Divi- 
soren und  die  Gesetze  ihrer  Teilbarkeit,  ferner  die  Definition  der 
ganzen  und  der  gebrochenen  Divisoren  usw.  in  bezug  auf  den  Körper 
invariant  sind,  dagegen  sind  z  B.  die  Begiiffe  des  Moduls,  des  Ideales, 
des  Verzweiguugsteilers  u.  a.  m.  von  der  Wahl  der  unabhängigen 
Variablen  g^  d.  h  von  der  JJ/emonwschen  Fläche  Ä,,  abhängig.  Speziell 
ist  der  zur  unabhängigen  Variablen  x  gehörige  Verzweigungsteiler 
gleich  3j,=  Jl^l'^^,  wenn  das  Piodukt  auf  alle  Verzweigungspunkte 
der  Kugelfläche  ^„  ausgedehnt  wird. 

Existiert  in  dem.  Körper  K(u,  e)  speziell  eiu  Element  |  =  c-^ 

vom  ersten  Grade  und  wählt  man  dieses  als  unabhängige  Variable, 
so  werden  alle  andeien  Elemente  ri  dieses  Körpers  rationale  Funk- 
tionen von  5;  der  algebraische  Korper  K{U)  e)  ist  dann  gleich  dem 
rationalen  Körper  K(^)  AUe  Kugelflachen  Ä^,  des  Körpers  sind  dann 
eindeutig  auf  die  zu  §  gehörige  einblättrige  Kugelfläche  ^^  abgebildet. 
14.  Die  Einteilung  der  algebraisolien  Divisoren  in  Klassen.  Wie 
in  Nr.  3  rechnen  wir  in  dem  algebraischen  Körper  jK"(m,  d)  aUe  auch 
ihren  multiplikativen  Konstanten  nach  bestimmten  Divisoren  TJ  =  Q,cr 
in  eine  Klasse  E  oder  (1),  die  sogenannte  Haupt-  oder  Einfieiisklassef 
welche  einem  Elemente  ü  des  Körpers  gleich  sind.    Es  ist  also 

(44)  I!.=  (l)^iU,U\ü",...). 

Diese  Belasse  enthält  somit  unendlich  viele,  nämlich  so  viele  Divisoren, 
als  es  Elemente  U,  ü',. .  .  des  Körpers  gibt.  AUe  Divisoren  der 
Hauptklasse  haben  hiernach  die  Ordnung  NuU,  und  sie  erzeugen  sich 
durch  die  elementaren  Rechenoperationen  wieder.  Jedoch  gehört  hier 
im  aUgemeinen  nicht  jeder  Divisor  der  Ordnung  Null  zur  Eaupt- 
klasse;  dies  ist  vielmehr  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  der 
algebraische  Körper  K(u,  g)  einem  rationalen  Körper  jE"(|)  gleich  ist 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  wenigstens  em  Quotient  ^  zweier  Prim- 
teiler der  Haupfcklasse  angehört. 


14.  Die  Einteilung  der  algebraischen  Pivisoren  in  Kla&sen  569 

AUgemeiner  nennen  wir  zwei  Divisoren  D,  und  D'  äguivaient  und 

reehnen  sie  in  eine  und  dieselbe  Klasse  Qt  wenn  ihr  Quotient  -^  =^  Oü- 

eine  Große  JJ  des  Körpers  oder  ein  Divisor  Dj?  der  Hauptklasse  JS 
ist.  Man  erhält  also  alle  und  nur  die  Divisoren  einer  Klasse  Q, 
wenn  man  alle  Elemente  (Z7,  ü',. . .)  des  Körpers  mit  einem  beliebig 
ausgewählten  Divisor  jD^  der  Klasse  Q,  dem  sogenannten  MuUijphkator 
fQr  diese  Klasse  multipbziert;  d  h.  es  ist 

(46)  <2  =  Do(I7,  ü',...)^{€ioU,  Oo?7',..  )■ 

Alle  Divisoren  der  Klasse  Q  haben  sonut  dieselbe  Ordnung  q,  welche 
daher  die  Ordnung  jener  Klasse  genannt  wird.  Man  kann  den  Multi- 
plikator Dq  innerhalb  Q  ganz  beliebig  und  speziell  auch  stets  so  aus- 
wählen, daß  er  beliebig  gegebene  Frimfaktoren  mcht  enthält 

Sind  Q  uad  B  zwei  Divisorenklassen,  und  durchlaufen  £l  und  9i 
alle  Elemente  derselben,  so  gehören  alle  Produkte  D01  und  nur  sie 
in  eine  und  dieselbe  neue  Klasse,  welche  durch  QB  bezeichnet  wiid, 

und  ebenso  sind  alle  Quotienten  -^  die  sämtlichen  Divisoren  ein6r 
Klasse  -M-  Sind  q  und  r  die  Ordnungen  von  Q  und  B,  so  haben  QB 
und  -^  die  Ordnungszahlen  q  -^  r  und  q  —  r.  Die  Haupt-  oder  Ein- 
heitsklasse E  ist  die  einzige,  durch  deren  Multiplikation  und  Division 
eine  beliebige  Klasse  Q  nicht  geändert  wird.**) 

Zu  einer  wesentlich  allgemeineren  Auffassung  der  Äquivalenz 
und  der  Klasseneinteilung  der  algebraischen  Divisoren,  welche  für  die 
geometrischen  Anwendungen  der  Theorie  von  großer  Bedeutung  ist, 
gelangt  man  durch  die  folgenden  Betrachtungen: 

Alle  Divisoren  D  bilden  eine  Gruppe,  welche  kommutativ,  also 
eine  Ähehche  Gruppe  G  ist,  und  dasselbe  gilt  für  jede  Untergruppe 
von  6r,  z.  B.  für  die  Gesamtheit  aller  der  speben  bestimmten  Divi- 
sorenklassen.    Es  sei  nun 

eine  beliebige  Untergruppe  von  G^  so  sollen  zwei  Divisoren  D  und 
0/  jetzt  in  allgemeinerem  Sinne  äquivalent  m  lemg  auf  M  heißen, 

42)  D-W.,  p  248—260  (§  18),  S-L ,  p.  260  f.;  bei  der  Vergleichung  der 
Eesultate  ist  jedoch  za  beachten,  daß  bei  D-W.  Polygone  nur  ganzen  Divi- 
soren entsprechen,  so  daß  zu  den  dort  betrachteten  Folygouklassen  Divisoren- 
klasBen  gehören,  in  denen  wenigstens  em  ganzer  Divisor  vorkommt  Ähnliches 
gilt  von  den  Polygonsdiaren.  Dementsprechend  gestalten  sich  die  obigen  Sätze 
bei  D.-W  komplizierter.    [0] 
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wenn  sie  sich  nur  nm  ein  Element  ron  M  unterscheiden,  so  daß  also 
die  Äquivalenz  D  ~  Cl'  ( Jf) 

eine  Gleichung  JD  =  D'SW  vertritt.  Bei  dieser  allgemeineren  Defini- 
tion ordnen  sich  alle  untereinander  in  hezug  auf  M  äquivalenten 
Divisoren  zu  Klassen  {Ext  Qu,  Bmj  •  •)»  ^^^  auch  fOr  diese  Klassen- 
einteilung gelten  genau  die  früheren  Gesetze.  Die  Hauptklasse  Ex 
ist  hier  die  Gruppe  üf,  und  auch  hier  bestimmt  das  Produkt  je  zweier 
Elemente  von  zwei  Klassen  Qjr  und  JRjf  alle  Elemente  (smer  neuen 
Klasse,  welche  jetzt  mit  QmRm  bezeichnet  werden  möge.  Ebenso 
gehört  zu  jeder  Klasse  Qjr  eine  reziproke  Klasse  Qjr\  welche  mit  ihr 
multipliziert  die  Hauptklasse  M  erzeugt. 

Wählt  man  für  M  speziell  die  Klasse  E  der  zu  den  Funktionen  U 
von  K(Uf  8)  gehörigen  Divisoren  Do-,  so  erhält  man  genau  die  vorige 
Klasseneinteilung,  die  wir  auch  im  folgenden  zunächst  immer  benutzen 
werden.  Es  sei  nun  aber  A  irgendeine  dieser  Divisorenklassen,  und 
es  bedeute  jetzt 

M^{...A-\A-\E,A,A^;...) 

die  durch  diese  Klasse  und  ihre  Potenzen  konstituierte  Untergruppe 
von  Q-j  welche  also  ihrerseits  die  Klasse  E  als  Teiler  enthält.  Dann 
entspricht  der  Einteilung  der  Divisoren  D  in  bezug  auf  M  die  Zu- 
sammenfassung aller  der  früheren  Divisorenklassen  Q  in  eine  größere 
Klasse  Q^y  welche  sich  von  Q  nur  um  eine  Potenz  von  A  unter- 
scheiden. 

15.  Die  Divisorensoharen  tmd  ihre  Invarianten.^")  Sind  Dt;^^ 
Do-,, . . .,  Oo  f*  beliebige  Divisoren  der  Hauptklasse,  c^y  c^,  . .  ,  c^, 
beliebige  Konstanten,  so  ist 

(46)  ^jj «  c^Dir,  +  CaCli/.  H h  e^xdir^ 

ebenfalls  ein  eindeutig  bestimmter  Divisor  der  Hauptklasse,  nämlich 
derjenige,  welcher  der  Funktion 

(46a)  U=^c,U,  +  c,ü,  + ••'-{- c^V^ 

entspricht  Derselbe  ist  durch  den  größten  gemeinsamen  Teiler 
S)  =  (OcTi,  D-d;,  .  • .,  Do-J  der  Oct;  ebenfalls  teilbar,  also  in  der  Form 
^u^  ^®  darstellbar,  wo  der  ganze  Divisor  ®  von  den  Konstanten 
c^j  c^i  •  •  -jC^  abhängt  Man  kann  die  Konstanten  c^  auf  unendlich 
viele  Arten  so  bestimmen,  daß  %  beliebig  gegebene  Primteiler 
g5(i)^  sß(a)^ . .  .^  SßM  nicht  enthält,    y,  Divisoren  der  Hauptklasse  heißen 

48)  Vgl.  D-TT,  p.  260—262  (§  19),  wo  jedoch  nur  Polygonacharen,  d.  h. 
Scharen  ganzer  Divisoren  betrac^et  werden  (fOr  die  hier  gegebenen  Betrachtungen 
vgL  Ä-i.,  p.  462  f).    [0] 
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linear   unäbhängigf    wenn   zwischen   ihnen   keine  lineare  homogene 

mit  konstanten  Koeffizienten  bestehi 

Wenn  wir  festsetzen ,  daß  eine  zwischen  Divisoren  bestehende 
Gleichung  richtig  bleiben  soU,  wenn  man  sie  mit  einem  von  Null  ver- 
schiedenen Divisor  mnltipHziert  oder  durch  ihn  dividiert;  so  erkennt 
man,  daß  jede  homogene  Gleichnng  vom  ersten  oder  auch  von  höherem 
Grade  zwischen  Diviäoren  der  HanptBasse  für  die  Ihnen  in  einer  be- 
liebigen Klasse  Q  zugeordneten  Divisoren  ebenfalls  erftUlt  ist,  und 
umgekehrt  besteht  zwischen  Divisoren  einer  und  derselben  Elasse 
dann  und  nur  dann  eine  homogene  Gleichung,  wenn  sie  auch  für  die 
zugeordneten  Funktionen  der  Hauptklasse  erfüllt  ist.  Sind  speziell 
Do,  Dl,  . .,  O^  beliebige  Divisoren  emer  Klasse  Q,  so  stellt  jede 
homogene  Uneare  Funktion: 

einen  eindeutig  bestimmten  Divisor  derselben  Klasse  dar,  welcher  in 
der  Form  35®  gesehrieben  werden  kann,  wo  3)  ==»  (O^,  Di, . . .,  D^) 
ist  und  &  einen  von  den  c^  abhängigen  ganzen  Divisor  bedeutet.  Die 
Divisoren  (. . .  Dj .  •  •)  heißen  linear  unahhcmgig,  wenn  zwischen  ihnen 
keine  homogene  lineare  Gleichung  mit  nicht  sämtlich  verschwindenden 
Koeffizienten  besteht.  Man  kann  jedes  System  (D^  durch  ein  System 
unabhängiger  Divisoren  ersetzen. 

Für  alle  möglichen  Werte  der  Konstanten  c^  erhält  man  alle  Divi' 
soren  D  einer  Divisorenschar  @,  welche  durch  die  Basis  {O^tdi^,  - . .,  D^ 
von  linear  imabhängigen  Elementen  vollständig  beBtimmt  ist.  Diese 
Schar  bleibt  ungeändert,  wenn  man  ihre  Basis  durch  eine  umkehr- 
bare lineare  Transformation 

D,-^c,A'  (^*  =  0,1,   ..,^) 

mit  konstanten  Koeffizienten  in  eine  äquivalente  Basis  transformiert. 
Diese  Tatsache  liefert  gleich  die  zu  einer  solchen  Schar  gehörigen 
(ft  -}~  1)  invarianten  Verssweigungstxüer ,  welche  in  allen  Anwendungen 
dieser  Theorie  von  grundlegender  Bedeutung  sind. 

Man  kann  nämlich  die  Basis  (D^)  von  vornherein  in  eine  äqm- 
valente  Basis  (D<)  transformieren,  welche  für  eine  beliebig  gegebene 
Stelle  ^  regulär  ist,  in  welcher  nämlich  jedes  folgende  Element  durch 
eine  höhere  Potenz  von  ^  teilbar  ist,  als  das  vorhergehende.    Smd  nun 

(47)  35*«,   ^<»o+a»^  .  .    ^  ^ao4-ai+      +«» 

die  in  5o,  Dl,  . . .,  D,  enthaltenen  Potenzen  von  ^,  so  sind  die  Ex- 
ponenten «Q,  «!,...,«,  nur  von   dem  Systeme  (D^  abhängige  ein- 


E? 
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deutig  bestimmte  ganze  Zahlen,  von  denen  die  ii  letzten  samtlicb 
positiv  sind;  während  «^  positiv,  Null  oder  negativ  sein  kann.  Für 
jeden  Punkt  ^  erhält  maji  so  ein  System  von  Exponenten  («oj  «i»  •  •  •>  O; 
Tvelches  der  Schar  @  =  (D^,  Di,  . . .,  0,)  zugeordnet  ist  Wir  be- 
zeichnen nun  die  über  alle  Punkte  ?ß  erstreckten  ft  +  1  Produkte: 

(47a)       3o=J7r-,  Si=/7"?''-S  38=77r'-S...; 

als  die  eu  der  Schar  @  gehörigen  Veireweigungsteder  nuUter,  erster^ 
4  .  [i*^  Ordnung.  Sie  sind  die  wichtigsten  Invarianten  der  höheren 
Geometrie.  Nur  der  "Verzweigungsteiler  nuUter  Ordnung  3o»  ^®r 
größte  gemeinsame  Teiler  aller  Divisoren  (Do,  0^, . . .,  DJ,  ist  im 
allgemeinen  gebrochen,  aUe  anderen  sind  endliche  gcaiee  Divisoren. 
Ist  speziell  ^  =.  1 ,  so  treten  nur  die  beiden  Verzweigungsteiler 
So  =  (^)>  ^i)  ^^d  3i  a^f;  dieser  letztere  ist,  wie  eine  einfache  Über- 
legung zeigt,  der  Verzweigungsteiler  3«  dei*  ^^  <ler  Funktion  i»«»^ 
gehörigen  Riemannaohen  Fläche  ß,. 
Sind  femei : 

drei  beliebige  nicht  konstante  Elemente  des  Körpers  und  ^(xq,x^,x^  x»  0 
die  zwischen  ihnen  bestehende  homogene  Gleichung  «**^  Grades,  so 
besteht  dieselbe  Gleichung  <^(^,  Sfi,  STg)  =  0  zwischen  den  drei  ein- 
ander äquivalenten  Divisoren,  welche  oben  die  Zähler  von  «g,  «j,  se^ 
bilden. 

,    Umgekehrt  folgt  jetzt  sofort  aus  (43a)  auf  p.  667:  sind 
(48a)  ^=S)®o,     SCi»®®!,    St8=3)®2 

drei  beliebige  ganze  oder  gebrochene  Divisoren  einer  und  derselben 
Klasse  und  2)  =  (St^»  ^i;  '^  i^r  größter  gemeinsamer  Teiler,  so 
besteht  zwischen  ihnen  stets  eine  homogene  Gleichung 
(48  b)  öi(?lo,  311,913)  =  0, 

deren  Grad  n  gleich  dem  Grade  der  Divisoren  (Sq,  ®i,  ©j  ist,  und 
diese  Gleichrng  steigt  z.  B    in  SL  bis  zum  Grade  n^  von  ^  ?=  =*^  an. 

16.  Die  ganzen  Divisoren  einer  Elasse  Q  bilden  «inen  Teil- 
bereich derselben,  den  sogenannten  Integritätsbereich  der  Elasse  Q. 
In  jeder  Klasse  gibt  es  stets  eine  endliche  An7.H.bl  von  linear  unab- 
hängigen Divisoren  ®i,  ©j, .  .,  (S^r,  durch  welche  alle  und  nur  die 
ganzen  Divisoren  in  der  Form: 
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mit  konstanten  KoefELzienten  dargestellt  werden  können.  Die  Zaiil 
2fsssi{Q]  der  linear  unabhängigen  ganzen  Divisoren  innerhalb  Q 
wird  die  Dimension  dieser  Klasse  genannt.^)  Die  Aufstellung  eines 
solchen  Systemes  und  die  Bestimmung  der  Dimension  [Q],  eine  Haupt- 
aufgabe der  ganzen  Theorie,  wird  folgendermaßen  einfach  gelöst: 

Ist  Do  ein  Multiplikator  für  die  Klasse  Q,  und  sind  m\  m^, . . .,  U^^ 
die  zu  @i,  @g, . . .,  (3if  zugeordneten  Elemente  der  Hauptklasse,  so 
bilden  die  17^  =  ^  ein   vollständiges   System    linear  unabhängiger 

Multipla  des  zu  Dq  reziproken  Divisors  D,,  =  H"  iimerhalb  des  Kör- 
pers K{Ufe):  also  können  diese  Vielfachen  ?7W=fr  ^^^  damit  auch 
die  Divisoren  (S^  =  ^7^0,0  ^^^oh  der  p.  565,  Nr.  1 3  auseinandergesetzten 
Methode  rational  gefunden  werden  Aus  diesen  Betrachtungen  ergeben 
sieh  leicht  die  Folgerungen: 

Ist  Q  eine  Divisorenklasse  von  der  Ordnung  g,  deren  Dimension 
mindestens  gleich  zwei  ist,  so  kann  man  auf  rationalem  Wege  eine 
nicht  konstante  Größe  a?  innerhalb  K(u,  g)  finden,  deren  Grad 
%^q  —  { ö }  -|-  2  ist.  Legt  man  diese  als  unabhängige  Variable 
zugrunde,  so  geht  K(u,  ss)  in  einen  Körper  von  derselben  Ordnung  n^, 
über  Man  kann  so  den  Grad  des  Körpers  stets  mindestens  auf 
Q)  +  1)  erniedrigen,  wenn  p  das  in  (54a)  p.  577  definierte  Qe- 
S(^leAt  des  Körpers  ist. 

Bine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  ist  das  folgende  wichtige 
Theorem: 

Die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Multipla  eines  beliebigen 
Divisors  D  innerhalb   einer  Divisorenklasse  B  ist  gleich  der  Di- 
^1  der  Oasse  ^,  wenn  Q  die  Erlasse  von  D  bedeutet; 
sie  ist  also  von  der  Wahl  des  Divisors  D  innerhalb  seiner  Klasse 
unabhängig     Ist  also   speziell   Q  von  höherer  oder  von  gleicher 
Ordnung  wie  JR,  so  ist  diese  Anzahl  stets  gleich  Null,  es  sei  denn, 
daß  Q  =  B  ist;  alsdann  ist  sie  gleich  Eins. 
Es  sei  endlich  Q  eine  beliebige  Klasse,  und  3)  »=  (®i,  ®s, . . .,  (S^) 
der  größte  gemeinsame  Teiler  aUer  ihrer  ganzen  Divisoren;  dann  heißt 
Q  eine  Klasse  vom  Teiler  S);  ist  3)  =  1,  so  wird  Q  eine  primiHve 
Klasse  genannt.    Es  sei  D  die  Klasse  von  2),  so  ist  Q  ^^  D^  und 
^  ist  eine  primitive  Klasse.    Dann  bestehen  für  die  Dimensionen  von 
5  und  D  die  Gleidiungen*^): 
(49)  {5} -{«2},     (J5)-l. 


U)  D.-W^,  p  254. 
ib)  D-W,  p.^66. 
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m.  Die  zn  dem  Eorper  K{y,  x)  gehörigen  Abelschen  Integrale. 

Eine  der  wiolitigsten  Anwendungen  der  soeben  entwickelten 
Theorie  ist  die  Untersucliung  der  Integrale  algebraischer  Differentiale. 
Hier  ist  sie  im  wesentlichen  identisch  mit  der  voUstSudigen  Be- 
trachtung einer  bestimmten  Divisorenklasse,  der  sogenannten  Diffe- 
rentiälklasse. 

17.  Die  Abelsohen  Integrale.  Sind  |  nnd  ^^  zwei  beliebige 
Elemente  des  Köi^pers  K(i/,  x),  so  wird  durch  die  Differentialgleichung: 

eine  neue  analytische  Funktion  cj  ^^Jt^d^  bis  auf  eine  additive  Kon- 
stante eindeutig  definiert,  welche  ein  0u  dem  Körper  K(if,  x)  gehöriges 
Melsdhes  Integral  genannt  wird.*')  Durch  gliedweise  Integration  der 
för  eine  endliche  Umgebung  einer  gegebenen  Stelle  ^(S  ==  $o)  gleich- 
mäßig konvergierenden  Potenzreihe  für  g^dl  überzeugt  man  sich,  daß 
sich  ein  JAeZsches  Integral  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  ^ 
stets  in  der  Form  darstellen  läßt: 

(51)  c)($)«plgÄ  +  ^(«), 

i  JL 

wo  7C  eine  zu  ?ß  gehörige  Primfunktion,  etwa  (|  —  |j) "  bzw.  (-|-)  * 

ist,  und  '^(%)  wieder  dem  Körper  JK"(m,  p)  der  konvergenten  Potenz- 
reihen für  ^  angehört,  also  höchstens  eine  endliche  Anzahl  negativer 
Potenzen  von  ä  enthält  Nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  ist 
(>^0;  diese  heißen  logariihmische  Stellen  von  co,  und  der  Koeffizient 
Q  wird  das  Besidimm  des  Lifferentiäles  da  für  die  Stelle  ^  genannt, 

Ist  a)o  die  zu  der  Stelle  ^  gehörige  Integrationskonstante,  welche 
von  dem  lutegrationswege  abhängt,  so  soll  wieder  co  —  o^  durch  den 
Divisor  S^"  genau  teilbar  heißen,  wenn  die  Entwicklung  der  Differenz 
to  —  (Dq  in  der  Umgebung  der  Stelle  ^  im  früheren  Sinne  die  Ord- 
nungszahl a  besitzt,  oder  für  diese  Stelle  durch  die  ö**  Potenz  der 
zugehörigen  Primfunktion  genau  teilbar  ist. 

Beginnt  jedoch  diese  Entwicklung  speziell  mit  lg«,  so  sagen 
wir,  daß  m  —  {o^  dwr^  lg  ^  genau  teilbar  ist,  und  in  diesem  Falle 
müssen  wü*,  wie  man  leicht  einsieht,  co  —  coq  eine  unendlich  kleine 
aber  negative  Ordnungszahl  zuschreiben.   Ein  Integral  o  heißt  regtdär 

46)  Vgl  B.'  W.,  p.  869  ff.,  -wo  eine  von  Eontinnitätsbetraohtuiigen  &eie  Ein- 
fdbnmg  der  Differentialquotienten  gegeben  wird.  Für  die  hier  gegebene  Ein- 
führrmg  vgl  H.-L,  p.  269 f.  und  p.  287  f.    [0] 
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(m  der  SteUe  ?ß,  wenn  ra  —  ro^  genaa  durcH  die  erste  Potenz  des 
Primteilers  ^  teilbar  isi 

Alle  znm  Körper  K  gehörigen  Integrale  bilden  einen  in  sich 
abgeschlossenen  Bereich  von  im  allgemeinen  transzendenten  Funk- 
tionen. Die  Erforschung  ihrer  Eigenschaften  und  die  Darstellung 
aller  Integrale  durch  möglichst  einfache  unter  ihnen  ist  die  Aufgabe 
dieses  dritten  Abschnittes.  An  Stelle  dieser  Integralfnnktionen  ta 
selbst  untersuchen  wir  ihre  Differentiale  dca,  die  sogenannten  Aielr 
sehen  Differenticde,  und  stellen  sie  zunächst  durch  die  sie  yoUständig 
bestimmenden  und  von  der  Wahl  der  Integrationsrariablen  §  unab- 
hängigen DifferenHalteüer  dar.  Hierzu  führen  die  folgenden  Be- 
trachtungen : 

18.  Die  Differentiale  der  Elemente  des  Körpers  K  und  die  suge- 
li5zigen  Divisoren.  Es  seien  §  und  rj  zwei  beliebige  nicht  konstante  Ele- 
mente von  K  undi^(|,i7)  =  0  die  zwischen  ihnen  bestehende  irreduktible 

Gleichung.    Dann  folgt  aus  der  Gleichung  ji  =  —  p?,  daß  das  Yer- 

h'altnis  irgend  zweier  Differentiale  drj  und  d^  ebenfalls  eine  Größe 
des  Körpers,  also  gleich  einem  Divisor  der  Hauptklasse  ist,  dessen 
Bestimmung  unsere  nächste  Aufgabe  bildet  Aus  der  Entwicklung 
von  g  und  »;  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  ^  ergibt  sich 
nun  zunächst  der  Satz: 

Sind  lo  und  tjq  die  zu  |  und  t]  in  ihrer  Entwicklung  in  der 
Umgebung  von  ^  gehörigen  konstanten  Glieder  und  sind  die  Diffe- 
renzen I  —  lo  und  rj  —  %»  ^^w.  durch  ^^  und  ^  teilbar,  so  ist 

der  Differentialquotient  ■—  genau  durch  ^''^  teilbar,  d.  h   es  ist 
(52)  I  -  Jliß-', 

wenn  die  Multiplikation  über  alle  Punkte  ^  erstreckt  wird. 
Derselbe  Divisor  kann  auf  andere  Weise  dargestellt  werden:  Ist 
nämlich  Äj  die  zu  |  gehörige  Kugelfläche,  sind  ßj  und  tt{  der  Ver- 
zweigungsteiler von  Äg  und  der  Nenner  von  |,  haben  femer  Ä^,  3ij 
und  n  dieselbe  Bedeutung  für  das  Element  iy,  so  kann  das  Produkt 
in  (52)  auch  in  der  Form  % ;  ^  dargestellt  werden,  d.  h.  es  besteht 

der  Satz*'): 

Sind  I  und  rj  zwei  beliebige  Größen  des  Körpers  K,  so  be- 
steht immer  die  Gleichung: 

47)  D.-W.,  p  263—264.    [0]    E.-L.,  p  299, 
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Ordnen  wir  daher  jeden)  Differentiale  di  des  Körpers  den  algebraischen 

Divisor: 

(52  b)  tt)j==f|- 

zn.  so  ist  das  Yerbältnis  -^  für  alle  Elemente  des  Korpers  dasselbe, 

und  jedes  Differential  <?|,  welches  zn  einem  Elemente  g  Ton  ^(a;,  y) 
gehört,  ist  so  durch  den  zugehörigen  Divisor  io^  vollständig  bestimmt. 
Schreiben  wir  jetzt  ein  beliebiges  ^öefeches  Differential  in  einer 
der  Formen  dat  =  ^^d^  =  5«^"'?»  indem  wir  das  eine  Mal  |,  das  andere 
Mal  7]  als  Integrationsvariable  wählen,  so  ergibt  sich  für  das  Ver- 
hältnis der  beiden  Integranden  gg  nnd  L 

Also  ist  der  algebraische  Divisor: 


^S  ■  ti|  —  S) 


von  der  Wahl  der  Integrationsvariablen  ganz  unabhängig  und  aJPleia 
durch  das  Differential  doj  vollständig  bestimmt;  daher  wird  der  Di- 
visor to„  der  au  dto  gehörige  Biffermtialteüer^)  genannt,  und  so  ist 
auch  allgemein  jedes  J.&eZsche  Differential  d(o  ebenso  wie  vorher  jedes 
zu  einem  Elemente  von  K  gehörige  Differential  vollständig  durch  den 
zugehörigen  Divisor  ItJ^,  bestimmt. 

Durch  den  Differentialteiler  tt)„  ist  das  Verhalten  des  Integrales  o 
an  jeder  Stelle  ^  eindeutig  bestimmt.  Durch  geeignete  Spezialisierung 
der  Integrationsvariablen  filr  die  zu  untersuchende  Stelle  ergibt  sich 
nämlich  leicht  der  Satz: 

Ist  ^  ein  f2-facher  Divisor  des  zu  dto  gehörigen  Differential- 
teilers tD„,,  so  ist  die  zum  Punkte  ?P  gehörige  Differenz  a  —  m^ 
durch  $'*+^  oder  durch  lg  ?ß  genau  teübar,  je  nachdem  d^  —  1 
oder  d  =  —  1  ist. 

Ist  also  allgemein  o  —  oj^,  in  einem  Punkte  ^  von  der  Ordnung  p, 
so  ist  der  zugehörige  Differentialteiler  durch  das  Über  alle  Punkte^ 
zu  erstreckende  Produkt 

<53a)  n).-/7^?-^ 

definiert,  wenn  für  diejenigen  Punkte,  für  welche  q  negativ  unendlich 

klein  ist  (vgl  Nr.  17)  diese  Zahl  durch  Null  ersetzt  wird. 

48)  D,-W,  p.  268.   [0]    Ä-i,  p  294. 
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19.  Die  Differentiallclasse  TT.  Betrachtet  man  alle  Ahehcken. 
Differentiale  (dca  =»  £g^|,  da' =  t^'d^, . . .)  des  ganzen  Körpers  K, 
BO  sind  die  zugehörigen  DifferentialteiLer  (XOca,  W»; .  - .)  äquivalente 

Divisoren,  wie  aus  den  Gleichungen  jr?  =»  -p,  •  •  •  unmittelbar  folgt.  Sie 

bilden  also  die  sämtlichen  Divisoren  einer  Klasse  W,  der  sogenannten 
Di/fermUdlldasse,  ebenso  wie  die  Elemente  von  -S"(«,  e)  die  sämtlichen 
Divisoren  der  Hauptklasse  ausmachen.    Die  Ordnung  dieser  Klasse 

ist  gleich  derjenigen  irgend  eines  Divisiors  ~j,  also  gleich 

(54)  ttJj— 2«j=2iJ  — 2, 

wenn  die  ganze  Zahl: 

(54a)  j,  =  |M^|— wj+ 1, 

das  sogenannte  GescMeckt  des  Körpers  K{ii,  e),  als  wichtigste  Invariante 
der  ganzen  Theorie  in  die  Untersuchung  emgeführt  wird.  Es  ergibt 
sich  hier  ohne  weiteres,  daß  das  Geschlecht  von  der  Wahl  der  Varia- 
blen I  innerhalb  des  Köi'pers  ganz  unabhängig  ist. 

Als  Multiplikator  filr  den  Übergang  von  der  Hauptkleisse  zur 

Differentialklasse  kann  man  irgend  einen  Divisor-«-  von  W  wählen. 

Dieser  Festsetzung  entspricht  dann  die  Wahl  von  §  als  Integrations- 
variablen. 

30.  Die  Fundamentalanfgabe  In  der  Theorie  der  Abelsohen 
Integrale  kann  nun  auch  analog  wie  in  Nr.  16,  p.  573  folgendermaSen 
ausgesprochen  werden: 

Es  soll  ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Differen- 
tiale (dm^,  doo^f  . .,  dcOi^)  gefanden  werden,  deren  Divisoren  tOo», 
Multipla  emes  beliebig  gegebenen  Divisors  D  sind,  für  welche  also: 

■  ist,  wenn  die  ©«,  ganze  Divisoren  bedeuten.     Oder,  was  dasselbe 

ist,  es  sollen  aUe  Abelachen  Integrale  mit  vorgeschriebenen  NuU- 

steUen,  Polen  oder  logarithmischen  Punkten  gefunden  werden 

Nach  dem  allgemeinen  Satze  auf  p.  573  ist  diese  Anzahl  der  linear 

unabhängigen  Differentialteiler  für  alle  Divisoren  jD  einer  Klasse  Q 

-Q  I   der  sogenannten  Ergän- 

mngsMasse  m  Q:  Q'  ^=-7r-  Die  hier  gestellte  Aufgabe  ist  also  identisch 

mit  der  Frage  nach  der  Dimension  zweier  Klassen  Q  und  Q'  der 
Ordnungen  q  und  q',  für  welche  QQ'  '^  W,  also  q  -{-  q'  ==  ^p  —  2  ist. 
Diese  Frage  wird  vollständig  beantwortet  durch  die  folgende  Beziehung 
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zwischen  den  Ordnungs-  nndDimensionszalilen  zweier  Ergänzungsklasaen, 
den  sogenannten  Riemcmn-BochscTim  Satis^^): 

Sind  Q  und  Q'  zwei  beliebige  Ergänzungsklassen,  so  ist  stets: 

.(I)    {e)-i={«3')--f 

(H)     "       {Q')  =  {Q]-a+p-l. 

Von  diesen  Gleiolmngen  ist  jede  eine  Folge  der  anderen.  Wählt 
man,  was  auf  das  Resultat  ohne  Einfluß  ist,  die  unabhängige  Variable  | 
innerhalb  K  sowie  die  beiden  Divisoren  D,  und  D'  innerhalb  Q  und 
^  geeignet  aus,  so  ist  der  Riemann-RochsGhe  Satz  eine  unmittelbare 
einfache  Folgerung  aus  der  Beziehung  zwischen  einem  Fundamental- 
system (m^),  I7(=),  .  .,  U^»y)  für  die  Multipla  des  Divisors  ^  und 
seinem  komplementären  Systeme  (ü^^\  Ü^^\ . . .,  &W),  welches  nach 

(42)  ein  Fundamentalsystem  für  die  Multipla  von  =7 —  wird,  wenn 

o 
eben  D  und  D'  so  ausgewählt  sind,  daß  D,D'=-|-  ist.^) 

Wählt  man  für  D  irgend  einen  Divisor  D17  der  Hauptklasse  oder 
setzt  man  ganz  speziell  D  =  1,  so  ergibt  sich  als  Folgerung: 

Die  Anzahl  aller  Imear  unabhängigen  Integrale,  deren  Divisor  tö„ 
ein  Multiplum  einer  beliebigen  Funktion  des  Körpers  K(u,  e)  ist, 

49)  Die  entsprechenden  Entwicklungen  bei  JD -W.,  p  278 — 281  gestalte9 
sich  noch  sehr  unübersichtlich  infolge  der  Beschränkong  auf  Klassen  mit  einer 
Dimension  ^1.    [0] 

60}  E.-L.,  p.  801  f  Die  Beziehung  zwischen  dem  JStemann-JSoc^tsohen 
Satz  und  dem  zu  emem  Fundamentalsystem  für  ganze  Größen  komplementären 
System  haben  zuerst  D.-W  erkannt  (D.-W ,  p.  274 — 281).  An  allgemeinere 
Fundamentalsysteme  (für  Formen)  knüpft  die  Untersuchung  des  Biemann-Boeh- 
Bchen  Satzes  erst  Landsberg  (Math  Ann.  60  (1898),  p  S8S— 880)  an  Mit  dem  so  auf- 
gefaßten Etemann-BodiBohen  Satz  stimmt  sachLch  das  „Complementary  theorem" 
vollständig  überein,  in  dem  die  FteldaBche  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
gipfelt  («7*.  G  FtddSf  Theorie  of  the  algebraio  funotions  of  a  complex  vaiiable  1906); 
vereinfachte  Darstellungen  FhiL  Trans  A.212  (1918),  p  889—873,  International  Con- 
gress  of  Mathematiuians  (Froceed.  Cambridge  1918,  Vol.  I,  p.  812)  Darin  entspricht 
die  Ineidenzbasts  (basis  of  comcidences)  dem  Exponentensystem  eines  beliebigen 
Divisors;  ist  B  eine  beliebige  Funktion  des  Körpers,  (m^  das  Ezponentensystem 
des  entsprechenden  Divisors,  so  sind  zwäi  Inzidenzbasen  Jeomplementdr  in  bezug 
auf  die   durch  B  gegebene  Inzidenzbasis   (m^),  wenn   das  Produkt  der  ent- 

S 
sprechenden  Divisoren  Q  und  O^  gleich  B  -^  ist,  wo  z  die  unabhängige  Variable 

^« 
bezeichnet.    (Dann  sind  offenbar  die  Klassen  von  O  und  S\  Ergänzungsklassen ) 
Und  das  „Complementary  theorem"  gibt  die  Beziehung  zwischen  den  Dimensionen 
der  durch  O  und  £1^  teilbaren  Funktionenscharen     [0] 
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speziell  also  auch  die  Anzahl  der  unahhäDgigen  aUeuthalhen  end- 
lichen Integrale  {Integrale  erster  Gattung),  ist  stets  gleich  dem 
Geschlechte  p  des  Körpers. 

Setzt  man  zweitens  £l  =  — ,    wo    tt„   einen  beliehigen  ganzen 

Divisor  bedeutet,  so  ergibt  sich: 

Die  Anzahl  aller  hnear  unabhängigen  Differentiale,  deren  Dif- 
ferentialteiler   einen    gegebenen  Nenner    besitzt,    ist   stets    gleich 
V  -{-  p  —  1,  wenn  v  den  Grad  von  tt„,  bedeutet. 
Aus  der  in  Nr  12  (p.566)  angegebenen  Vorschrift  ergibt  sich  nun  eiu 
endliches  rationales  Verfahren  zur  wirklichen  Aufstellimg  eines  voU- 
standigen  Systemes  von  linear  unabhängigen  Differentialen,  deren  Di- 
visor ein  Multiplum  von  D  ist.  Wendet  man  dieses  auf  den  Fall  D  «=  1, 
also  auf  die  Differentiale  erster  Gattung  an,  so  ergibt  sich  folgende 
Vorschrift:  Es  möge  an  der  Stelle  ^J»  kein  Verzweigungspunkt  liegen 
Ist  dann  {W\  TP\  . . .,  TM)   ein  Fundamentalsystem  für  die   ganzen 
algebraischen  Funktionen  von  K(u,  ä),  welches  für  die  Stelle  ^oo  nor- 
mal ist,  und  bedeutet  (Jp-\ll^^'^, . . .,  C/^"^)  das  komplementäre  System, 
so  ist  dieses  nach  Nr.  12  (p.  566)  ein  ebenfalls  fttr  p«  normales  Funda- 
mentalsystem für  die  Multipla  von  g-.    Ist  daher  allgemein  Iß  für  :)?» 
von  der  Ordnung  ^^,  so  bilden  die 


Elemente 


n 

P  ^^Qi  —  w-fl  =  |-  —  «  +  1 
1 

m,xm,...,x^r^tß  (i  =  l,2,.    ,w) 


ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  ^ ,  d.  h. 
eiu  vollständiges  System  von  Integranden  erster  Gattung.*^^) 

21.  Die  Elementarintegrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung. 
Aus  dem  Biemann-RochBchen  Satze  folgt  sofort,  daß  die  Differential- 
klasse  W  primitiv  ist. 

51)  Diese  Darstellaug  der  Integrale  erster  Gattung  mit  Hilfe  der  zur  Nor- 
malbaais  komplementären  gehen  zuerst  D-W.,  p.  271—278,  homogen  Sensd, 
J.  f  Math  109  (1892),  p.  87;  8.  f.  Math  117  (1896),  p.  29—41;  inhomogen  BaJcer, 
Math.  Ann.  16  (1894),  p.  Il5ff ,  B.  67;  homogen  Landsberg,  Math.  Ann.  60, 
p.  866—860,  inhomogen  JS.-L.^  p  298—800.  Baur  tlhrt  die  Rechnungen  für 
byperelliptiBche  [Math  Ann  41  (1898),  p  491]  und  kubische  [Math.  Ann  48  (1893), 
p.  606]  und  besondere  [Math.  Ann  46  (I89ft)]  Körper  durch.  Ühex  die  BakeraohQ 
Darstellung  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  durch  die  zur  j^ormal- 
basis  komplementären  s.  Baker,  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  127.    [0] 
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Man  kann  also  stets  ein  Integral  erster  Gattung  finden,  welehee 
sich  in  einer  beliebig  gegebenen  Stelle  ^  regulär  verhalt. 
Diesem  Satze  kann  man  ebenfalls  mit  Hilfe  des  Bi&fnann-Bochr 
sehen  Satzes  die  folgende  Verallgemeinerung  geben: 

Ist  Sfl  =  ?ßi^2  . . .  ^^  ein  beliebiger  ganzer  Divisor,  dessen 
Ordnung  v  gi-ößer  als  Ems  ist,  so  ist  die  Divisorenklasse  (91 PT) 
stets  primitiv,  d.  h.  die  ganzen  Divisoren  dieser  Klasse  sind  teüer- 
fremd.  Dagegen  besitzt  f ür  v  =  1  die  Klasse  (^  W)  stets  den 
Teiler  ^. 

Da  man  somit,  faUs  v  >  1  ist,  in  jeder  Klasse  (91 W)  stets  auch 
em  zu  91  teilerfremdes  Element  finden  kann,  so  existiert  auch  stets  ein 

Integral,  dessen  Differentialteiler  in  der  reduzierten  Form  gleich  -^ 

Vi 

ist     Dagegen  gibt  es  niemals  einen  Differentialteiler,  welcher  die  re- 

/ti 
dnzierte  Form  -^  besitzt. 

In  der  primitiven  Differentialklasse  W  von  der  Dimension  p  exi- 
stieren genau  jp  linear  unabhängige  teilerfremde  ganze  Divisoren  oder 
Differentialteiler  erster  Gattung  (©(*>,  ©('), . . .,  %^)).  Ist  femer  ^ß^  ein 
em  für  alle  Male  fest,  aber  sonst  beliebig  angenommener  Punkt,  und 
5|Ji  irgendein  von  ^ß^  verschiedener  Divisor,  so  existiert  innerhalb  W 
ein  sog.  Differentialteiler  dritter  Gattimg,  welcher  die  redazierte  Form 

CA 

~^  hat  Endlich  existieren  für  jeden  Primteiler  ?ß  die  Differential- 
teiler zweiter  Gattung  ||,  ||,      "  ";  ^;      '  " 

Dann  zeigt  man  wörtlich  ebenso,  wie  bei  der  Partialbruchzer- 
iegung  rationaler  Funktionen,  daß  man  jeden  Divisor  -g-  der  Klasse  W 

als  homogene  Imeare  Funktion  dieser  Differentialteiler  erster,  zweiter 
und  dritter  Gattung  mit  konstanten  Koeffizienten  darstellen  kann,  und 
aus  dem  Itiemann-RochB(ih.Qn  Satz  folgt  sofort,  daß  diese  Darstellung 
auch  nur  auf  eme  einzige  Weise  möglich  ist.  Nennen  wir  die  zu  den 
elementaren  Differentialteilern  gehörigen  Integrale  die  Elementcmnte- 
grale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung,  so   folgt  aus   der  vorigen 

Partialbrnchzerlegung  von  Ju^  durch  Multiplikation  mit  -^dx  und 
Integration: 

Jedes  jd&ßZsche  Integral  kann  auf  eine  einzige  Weise  als  Summe 

von  Elementarintegralen  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  dar* 

gestellt  werden. ^^) 

62)  D  -W.,  p.  281—284.    [0] 
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23»  SpeKiaÜBiening  für  die  Integrale  mit  rationalem  Integranden. 
Ist  der  Körper  K{Xy  y)  speziell  vom  GescUeclit  Null,  ist  er  also  gleich 
dem  rationalen  Körper  K{z)f  so  ist  för  ihn  3«*°°  1)  '^^  ^n  jedem 

mit  rationalem  Integranden  gehört  der  Differentialtejler  tt),^  *=  ^  =*=  — 

von  der  (—  2)*^  Ordnung.    Die  Biffprentialklasse  TF  =  /. . .  ^  .  • .") 

besteht  also  aus  allen  und  nur  den  Divisoren,  deren  Nenner  zwei 
Primfaktoren  mehr  enthält  als  der  Zähler.  Hieraus  folgt  schon,  daß 
es  hier  keine  Integrale  erster  Gattung  gibt,  und  daß  die  zu  den  Nor- 
malintegralen zweiter  und  dritter  Gattung  gehörigen  Differentialteiler 

—  und  —~,  sind,  wobei  P  >  1  ist,  und  to  eiuen^  endliehen  oder  dem 

uneudlieh  fernen  Punkte  entsprechen  kann.  Für  den  rationalen  Körper 
ergibt  sich  so  der  folgende  Satz: 

Unter  den  Integralfunktionen  rationaler  DifPereoitiäle  gibt  es 
keine  Integrale  erster  Gattung;  die  Elenientarmtegrale  zweiter  Gat- 
tung sind  hier  rationale  Funktionen  von  ;?,  nämlich: 


^—  f—i-=       \^       oder      {q+1)  ßQä&  =  e9+K 

Nur  das  Elementarintegral  dritter  Gattung  ist  transzendent,  nämlich 

je  nachdem  der  Funkt  g  =  a  im  Endlichen  liegt  oder  der  unendlich 
ferne  Punkt  ist. 


IV.  Die  zum  Körper  K(y,  oc)  gehörigen  algelbraischen  Surren. 

23.   Die   ebenen   algebraisohen  Zurven   nnd  ihre   singulären 
Ftuikte.    Es  sei  wieder  ein  beliebiger  Körper  K(u,  e)  gegeben;   a;,  y 
seien  irgend  zwei  nicht  konstante  Elemente  desselben,  und  es  sei 
(55)  Z(a;,2/)-=0 

die  zwischen  ihnen  bestehende  irreduktible  Gleichung,  welche  in  bezug 
auf  X  den  Grad  m,  für  y  den  Grad  n  haben  möge;  ohne  Beeinträch- 
tigung der  Allgemeinheit  können  wir  x  und  y  so  gewählt  voraussetzen, 
daß  ^(y,  x)  =  K{u,  e)  isi  Die  Gesamtheit  aller  jene  Gleichung  be- 
ftiedigenden  reellen  und  komplexen  Wertsysteme  bezeichnen  wir  als 
ein  algebraiscfies  Gebüde  und  interpretieren  es  durch  das  geometrische 
Bild  einer  zu  dem  Körper  gehörigen  ebenen  algebraischen  Kurve  % 

SnoyUop   d.  maXh.  Wlaseiuoli.   n  8.  89 
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Jedem  Punkte  ^  der  RiemannBchen  Fläche  Ä,  oder  Ä  bzw.  dem 
ihm  zugeordneten  Primteiler  »p  entspricht  dann  ein  endlicher  oder 
unendlich  ferner  Punkt  P(x  ^a,y='b)  der  Kurve  ©  Umgekehrt 
gehört  ein  Punkt  P(a,  h)  der  a;t/- Ebene  stets  und  nur  dann  der  Kurve 
e  an,  wenn  die  Zählerdivisoren  j,_^  und  jy_j  der  beiden  Linear- 
faktoren X  —  a,y  —  h  einen  gemeinsamen  Teiler  besitzen.  Haben 
diese  Divisoren  nur  einen  einzigen  Primteiler  ^  gemeinsam,  ent- 
sprechen sich  also  P  und  ^  eindeutig,  so  heißt  P  =  (a,  h)  ein  regu- 
lärer Punkt  der  Kurve  E.    Ist  dagegen  dieser  gemeinsame  Teder: 

von  höherer  als  der  ersten  Ordnung,  so  entspricht  den  «  Punkten 
^,  $2, . . .,  ^^  der  Kugelflächen  Ä„  oder  Ä^,  derselbe  Kurvenpunkt  P; 
dieser  heißt  dann  ein  nuiht  regulärer  oder  mngulärer  Punkt  von  ^. 

Und  zwar  heißt  P  =  (a,  6)  ein  h-faclier  KurvenpunMf  wenn 
ix-a  ^^d  jy_j  erneu  Divisor  Ä*"  Ordnung  Ä  gemeinsam  haben.   Ist 

a  oder  h  gleich  unendlich,  so  tritt  —  an  die  Stelle  von  x  oder  — 

X  y 

an  die  Stelle  yon  y,  also  n„  bzw.  n^  an  die  Stelle  von  ^^_^  bzw. 
Jy_j.  Enthält  dieser  Teiler  ß  x  voneinander  verschiedene  Prim- 
teiler Sßi,  ^8,  . . .,  ?|5x,  so  gehen  von  dem  zugehörigen  Kurven- 
punkte P  X  verschiedene  Äste  oder  Zweige  aus;  die  Kurve  ®  be- 
sitzt in  P  eine  x-eweigige  Singularität 

Die  dem  Kurvenpunkte  P  zugeordneten  Stellen  ^i,  ^a>  •  •  v  ^x 
entsprechen  auf  den  jRiemawwschen  Flächen  Ä^^  und  Ä  bzw.  den  Werten 
x  =  a  und  y  =  h  Ist  z.  B.  in  (56)  «^  >  1,  so  ist  ^^  sowohl  auf  ß„ 
als  auch  auf  St^  mindestens  ein  ce^-blättriger  Yerzweigungspunkt,  und 
die  Verzweigungsteiler  3,  und  3y  liaben   den  gemeinsamen  Teiler 

Ein  endlicher  Punkt  P  =  (a,  h)   ist  dann  und  nur   dann  ein 

gff  +  Aj» 

Ä-facher   Kurvenpunkt,   wenn   in   ihm   alle  Ableitungen  .    ver- 

schwinden,  für  welche  g  -{-h^Ck  ist,  aber  mindestens  eine  Ableitung 
Ä*"'  Ordnung  von  NuU  verschieden  ist,  wenn  also  in  der  Entwicklung: 

(57)  F(x,y)  =  u^-\-u,-Jr    •  • -1-Wi_i  +  «*•  •  • 

nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  und  y  —  h  die  homogenen 
Aggregate  Uq,  w^,  . . .,  «|,_i  der  0,  1, . , .,  (Ä  —  1)**"*  Dimensionen  iden- 
tisch verschwinden,  «^  aber  nicht  Null  ist.  Insbesondere  ist  P  dann 
und  nur  dann  ein  vielfacher  Kurvenpünkt,  wenn  die  drei  Funktionen 
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Jede  Funktion  t^^=(y  —  &)  —  X(sc  —  a)  des  Körpers  Ä'(a;,  y) 
enthält  ebenfalls  den  Divisor  ß  =  ?ßi"i  . . .  ^/x;  jeder  StraU  des 
Strahlenbüschels  t■^==0  mit  dem  Träger  P  trifft  also  jeden  der  den 
Pnmteilem  zugeordneten  in  P  sich  schneidenden  Äste  mindestens  in  cc^ 
in  P  koinzidierenden  Funkten.  Unter  ihnen  gibt  es  einen  einzigen 
Strahl  ^;^  =s=  0,  für  welchen  die  Funktion  <jj^  mindestens  durch  ^^"'+^ 
teilbar  ist;  dieser  heißt  die  Tangente  ?w  P  des  zu  ^^  gehörigen 
Kurvenzweiges 

Besitzt  also  (S  in  P  eine  x-zweigige  Singularität,  so  hat  sie 
dort  X  verschiedene  oder  zusammenfallende  Tangenten  ii,ta,-'-,tx' 

Die  3c  Richtung-skoeffizienten  X^  dieser  Tangenten  sind  die  Wurzeln 
der  Gleichung  Ä*°°  Grades 

(58)  «,(l,A)  =  Co  +  Ci^+    ••  +  c,^*  =  0, 

wo  u^(x  —  a^y  —  h)  das  Aggregat  der  Glieder  /c*"  Dimension  in  (57) 
ist.  Dann  und  nur  dann,  wenn  diese  Gleichung  keine  gleichen  Wurzela 
besitzt,  ist  P  ein  Ä-facher  Punkt  mit  getrennten  Tangenten;  alsdann 
besitzt  ß  =  ^1^2 . .  .^j  keine  mehrfachen  Primfaktoren.  Für  Ä*=s=2 
erhält  man  so  den  Doppelpunkt  mit  getrennten  Tangenten. 

24.  Der  ZTir  Kurve  (£  gehörige  Divisor  der  Doppelpunkte.  Zur 
vollständigen  Charakterisierung  eines  beliebigen   sbgulären  Punktes 

führt  die  Zerlegung  der  beiden  Funktionen  -^^  und  ^  -  des  Körpers 

K(x,y)  in  ihre  Primfaktoren,  von  denen  wegen  der  zwischen  ihnen 

bestehenden  Gleichung: 

BF  8l 

rM\  iE.  =.^  =  ^ 

\°^J  dF        dx        Zs. 

dy  n* 

nur  einer,  etwa  -g—  zu  untersuchen  ist. 

Durch  direkte  Untersuchung  der  Nullstellen  und  Pole  dieser 
Funktion  ergeben  sich  in  Verbindung  mit  (59)   leicht  die  beiden 

Gleichungen: 

,..^.  dF_ ®8y_       dF^     S)ß» 

y^^)  ""  8a;  "~  ng«-»!!? '      dy        ti^nr' " 

Der  durch  diese  Gleichungen  vollständig  bestimmte  ganse  Divisor  35 
heißt  der  m  ^  gehörige  Divisor  der  Bo}^elpunTde,  weil  er  alle  und 
nur  die  zu  singuläi-en  Punkten  von  (5  gehörigen  Primfaktoren  in 
einer  von  der  Art  der  Singularität  abhängigen  Multiplizität  enthält"); 

fi8)  Den  Divisor  der  Doppelptmkte  haben  zuerst  D -TT.,  p  267,  als  PoZy^on 
der  Doppelpunkte  emgefQhrt.  -wobei  jedoch  von  den  im  Unendlichen  liegenden 
Smgularit&ten  abgesehen  wird.   [0] 
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eine  leiclite  Betrachtung  zeigt  speziell,  daß  f(lr  einen  gewöhnliclien 
Doppelpunkt  S)  genau  durch  das  Produkt  der  heiden  zugehörigen 
Primfaktoren  teilbar  ist.  Dieser  Divisor  spielt  in  der  Kurventheorie 
eine  ähnlich  wichtige  Rolle,  wie  der  Yerzweigungsteiler  in  der  Theorie 
der  BiemamtBchen  Flächen;  er  hängt  aber  von  heiden  Elementen 
X  und  y  ab  und  bleibt  nur  bei  linearen  Transformationen: 

^—   yl  +  tf»  y  y'^  +  ^ 

unveränderi   Man  kann  2)  auch  als  Nenner  der  zu  dem  Differentiale: 

^'^^J  ^'P^  Fi, Fi,  SD 

gehörigen  Differeutialteiler  definieren. 

Da  die  Ordnung  irgend  eines  Differentialtellers  nach  (54)  gleich 
2p  —  2  ist,  so  folgt  hieraus,  daß  die  Ordnung  2d  von  2)  stets  eine 
gerade  Zahl  ist,  und  zwar  ist 

(62)  d=^(m—  1)(»  —  1)  — i?, 
während  sich  aus  (60)  die  Gleichungen 

(62a)  d  =  (m  —  1)«  —  ^Wj^  =  (n  —  l)m  —  -\w„ 

ergeben,  weil  Zähler  und  Nenner  von  F^  und  Fy  von  gleicher  Ord- 
nung sind.  Aus  (62)  geht  hervor,  daß  die  Maximalzahl  (m —  l)(w —  1) 
von  Doppelpunkten  nur  für  Kurven  vom  Geschlecht  NuU,  d.  h.  für 
sog   Unicursalkurven,  erreicht  wird. 

Es  sei  jetzt  P  =  (a,  6)  ein  endlicher  Punkt  von  ®,  ^^  einer  der 
Punkte  ^i,^a>-*-;^*  der  J2iewawM8chen  Fläche  Ä^,,  welcher  der 
Stelle  p^  (js  =»  a)  zugeordnet  ist.  Wir  fi  agen  jetzt,  welche  Potenz 
von  ^1  in  dem  Divisor  S)  der  Doppelpunkte  enthalten  ist,  voraus- 
gesetzt, daß  der  Stelle  p^  kein  Pol  von  y  entspricht.    Es  sei  dann: 

(63)  F(y,x)  =  FMF,iy)...F^{y) 

die  Zerlegung  von  F(y,  x)  für  den  Bereich  der  SteRe  p^  Sind  dann 
y^^\  y^^, . . .,  ^("^  je  eine  Wurzel  aus  den  zu  ^i,  ^j, . .  ,  ?ß^  gehörigen 
Wurzelzyklen ^*),  so  besitzt 

im  Punkte  ^jSj  von  St„  dieselbe  Ordnungszahl,  wie  die  Funktion: 
(6Sb)  D{F,)R{F„F,)..    B{F,,F;) 

in  dem  zugeordneten  Punkte  p  der  einblättrigen  Kugelfläche,  wenn 
J){F^)  die  Diskrimiiiante  von  F^{y),  und  allgemein  jR(i^pi^J  die  Eli- 
minationsresultante  von  -F<(2/)  und  Fj^{y)  bedeutet 

64)  Literatur  zur  Theorie  der  Zyklen  s.  B.-N.,  p  381  ff. ;  III C  4,  Nr.  14, 16.  [0] 
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Ist  nun  ?Pi  ein  aj-blättriger  Verzweigungspnnkt,  also  F^{y)  vom 
«1**»»  Grade,  so  ist  D{F^)  durch  ^)«i-i+af,.,  also  J'i'(t/<^))  durch  ?ß?i-»^J^ 
teilbar,  wo  Z^i  eine  nicht  negative  ganze  Zahl  bedeutet.  Ist  femer 
allgemein  für  i^Ti  Ifj^  =  l^f  die  Ordnungszahl  der  Eliminationsresul- 
tante  B{Ft(y),F,^(y)),  so  gibt  dieselbe  Zahl  die  Ordnung  von  i^,(y^*^) 
für  $4  und  von  Ff.(y^  für  ^^  an;  Z^^  ist  immer  eine  nicht  negative 
ganze  Zahl,  und  stets  und  nur  dann  Null,  weun  die  zu  ^,  und  ^f, 
gehörigen  Wurzelzyklen  ^*J  und  y^^  verschiedene  Anfangsgheder  be- 
sitzen. 

Also  enthält  -ö—  =  —^£=i  den  Primteiler  ^^  genau  in  der  Po- 
tenz ^j«i-i  +  ''^i+'i4+'  +'1",  und  das  Entsprechende  gilt  für  die  v 
anderen  Teiler  ^^  Beachtet  man  nun,  daß  3«  genau  durch  ^ß,"*"* 
teilbar  ist,  während  nach  dem  Vorhergehenden  tt,,  und  it^  keinen 
Faktor  ^^  enthalten,  so  ergibt  sich  leicht  die  folgende  vollkommen 
übersichtliche  Darstellung  des  Divisors  der  Doppelpunkte: 

(f) 

(64)  ^-^m^,^,)'"', 

PSA 

wo  das  Produkt  nur  auf  die  smgulären  Punkte  P  der  Kurve   und 

jedesmal  nur   auf  die  Primteüer   ^i,  ^s,  •  •  •,  ^x   ^lu   erstrecken  ist, 

welche  den  x  Zweigen  von  P  entsprechen."*) 

Es  ist  leicht,  die  Ordnungszahlen  Igj^  durch  die  Exponenten  der 

Reihenentwicklungen  von  ^i,  ya>  •  ■  v  y«  ^^^  die  Stelle  p^  auszudrücken: 

Es  seien  ^^  und  ?ßa  für  fl^  Verzweigungspunkte  der  a^*^  und  a,**" 

Ordnung  und 

*i  b 

(65)  j/(i)  —  &  =  k^%x  —  a)-^  H ,  1/(2)—  5  =  A(8)(fl; - a)««-| 

je  eine  der  zu  ?ßi  und  ^g  gehörigen  konjugierten  Wurzelzyklen  von  y. 
Ist  also  allgemein  st^  die  zu  ^^  gehörige  Primfunktion,  so  ist  für  den 
Bereich  dieses  Punktes: 

Äj'^Ca;  —  ayif^(^  —  6)*^,   d.  h.  a;  — a~ wj^"*,  y  —  lf^^itt 
und  es  ist: 

(66)  (ä  —  a,  y  —  &)  ~  il«ß,'"(''*.  V, 

wo  hier  wie  im  folgenden  w(aj,  |3,)  die  kleinere  der  beiden  Zahlen 
«^,  /3^  bedeutet.  Ebenso  ergibt  sich  für  den  gemeinsamen  Teiler  der 
beiden  Verzweigungsdivisoren: 

(66»)      (8„  &,)  ~  (H!Pf'-s  m}'-^)  ~  'V^'.^."*!^  • 

65)  Vgl.  %  'N.,  p.  881—388    [0] 
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Femer  ist  jede   der  Differenzen  y^W  —  y/')  des  ersten  Wurzelzyklus 

b 
mindestens  dnrdi  (x  —  a)'^ ,  jede  Differenz  y^^^'i  —  y^^')  von  je  einer 

zu  SPi  und  ^2  gehörigen  Wurzel  mindestens  durch  (ps  —  a)  ^'^'  •**' 
teilbar.  Da  nun  F^(y^)  aus  a^  —  1  Differenzen  der  ersten,  F^(yj)  aus 
a^  Differenzen  der  zweiten  Art  besteht,  so  folgt  sofort,  daß  l^^  min- 
destens gleich  (%  —  l)(&i  —  1),  Zu  mindestens  gleich  ^1(0^1^,  a^h^)  ist. 
Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze: 

Jeder  gemeinsame  Teiler  ?pi  von  3a,  ^^^  3^  ^^^  ^^^^  ^  '^ 
„   enthalten. 

Denn  unter  dieser  Voraussetzung  siud  o^  und  h^  beide  größer  als 
Eins,  also  Zji>0. 

Der  kleinste  Wert,  welchen  Z^  erhalten  kann,  ist  Null,  und 
dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  m(aj^,hj}'=  ly  also  a^ 
oder  \  gleich  Eins  ist,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  (x  —  a,y  —  b) 
genau  durch  die  erste  Potenz  von  ^^  teilbar  ist. 

Der  kleinste  Wert,  welchen  Z^  für  einen  regulären  Punkt  P 
annehmen  kann,  ist  Eins,  und  das  tritt  dann  und  nur  dann  ein, 
wenn  w(ai&a,  o^fti)  «=  1,  wenn  also  w»(ai,&i)  =  m(as,h)  =  1  ist, 
und  wenn  außerdem  ^,  d.  h.  die  Steigung  der  Tangente,  in  Sßj 
imd  ^ßa  verschiedene  Werte  hat  Alsdann  ist  also  (a;  ^-  a, «/  —  b) 
genau  dui-ch  ^^^a  teilbar,  und  (3a,,  3j,)  enthält  diese  Pnmfaktoren 
gar  nicht;  nur  einer  der  beiden  Punkte  ^1  und  ^g  kann  also  ein 
Verzweigungspunkt  für  Ä^,  oder  für  Äj,  sem 

Hieraus  und  aus  (64)  folgt  das  Fundamentaltheorem: 
Der  Divisor  der  Doppelpunkte  ®  enthält  jeden  zu  einem  x- 
aweigigen  singulären  Punkte  Pt=(a,  b)  gehörigen  Primteiler  ^  min- 
destens in  der  (x  —  1)*™  Potenz,  und  diese  untere  Frenze  wird  dann 
und  nur  dann  erreicht,  wenn  Ä  =  (ä;e_a,  ip-t)  =  ?i?2 '  * '  ^x  ^^^^^ 
gleichen  Primteiler  besitzt,  und  wenn  außerdem  P^  lauter  verschie- 
dene Tangenten  hat  In  diesem  Falle  soll  P^  ein  getvöhnhcher  sin- 
gülarer  PunM  genannt  werden 

Liegen  die  Doppelpunkte  und  Verzweigungspunkte  der  Kurve  S 
alle  im  Endhchen,  und  ist  J)(F)  die  Diskriminante  der  Kurvenglöi- 
chung  F'^0,  so  folgt  aus  (60)  die  Gleichung: 
(67)  D^F)  -  NiF'(y))  =  J?f(®3.)  =-  iV(2))jy(3J. 

Jede  zum  Körper  K(x,  y)  gehörige  Gleichungsdiskriminante  besteht 
also  aus  zwöi  Faktoren,  von  denen  der  erste: 

(67  a)  Jy($D)  =  |jö(a;  -  a)"^*     } 


35.  AuflSenng  der  Siugularitäte 

quadratisch  ist;  dieser,  der  sog.  außenoesenüic^ 

ist  die  Idealnorm  des  Divisors  ^  der  Doppelpann.!«, 

wesenÜicJie  Diskriminantenteüer,  ist  die  Idealnorm  des  vp-"™ 

teüers,  ihre  Grade  sind  2d  und  w^.    Sind  die  beiden  Vo» 

niöht  erfüllt,   so  treten  in  jenen  Faktoren  Grademied 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  e 

(60)  für  die  DiTisoren,  während  jenei^  aus  diesem  nicht  erscülossen 

werden  kann.'^^ 

25.  AnflÖBTing  der  Singnl^ilt&ten  einer  Etüfve.  Unter  einer  re- 
gulären Kurve  verstehen  wir  eine  Kurve  mit  lauter  gewöhnlichen  im 
Endlichen  liegenden  singulären  Punkten.  Für  diese  und  nur  für  sie 
ist  der  Divisor  der  Doppelpunkte  durch  das  über  alle  Anfachen  Punkte 

66)  Die  Begriffe  des  toesentlu^en  xmd  des  außerwesentltchen  Dtskriminanten- 
teüers  sind  von  Kronecker  eingefOhrt  worden  (Discr.  p.  818,  s  anoh  Festsohrifb 
p.  22.  Yen  dem  dort  entwickelten  Begriff  der  Disknininante  der  Grattnng  ist  der 
Begriff  des  wesentlichen  Diskriminantenteilers  ein  spezieller  Fall)  Bei  D.-W., 
p  194  wird  der  wesentliche  Diskriminantenteiler  unter  dem  Namen  der  Eörper- 
diskriminanto  eingeführt. 

lät  y  eine  ganze  algebraische  Funktion  n.  Grades  von  tr,  und  /o,/i,  .  . .  /n-i 
eine  Fundamentalbasis  für  die  ganzen  Größen  von  K{yfX)^  so  ist  die  Dis- 
kriminante  A  des  Systems  (/J,»  •  •  •  ^-i)  der  wesentliche  Diskriminantenteiler 
von  V:  es  ist  dann: 

d(l,y,...,sr'-^)»AJ2», 

wo  die  ganze  rationale  Funktion  M  von  oe  offenbar  der  Diskriminante  der  Sub- 
stitution gleich  ist,  durch  die  die  Basen  (1,  j/, . . .  y"-^)  und  (/"(„/j,  ,  .  /«_i)  zu- 
sammenhängen B'  ist  der  außerwesentliche  Diskriminantenteiler  von  y.  A  ist 
der  größte  gemeimame  Teuer  der  Diskriminanten  aller  ganzen  Größen  von  K(y,x). 
Über  die  Fundamentaldiskriminante  (Diskriminante  der  Fundamentalgleichung) 
s,  Nr  19. 

Der  außerwesentliche  Diskriminantenteiler  der  Gleichung  J'(y,  fl3)"-0,  der 
ome  ganze  algebraische  Funktion  y  von  x  genügt,  lS£t  sich  auch  charakterisieren 
als  der  größte  von  U,  V  unabhängige  Teiler  von 


/       dF(y,x)      y   dF(y,x)] 
\  dy     '^     ' 


dx     J 

Kroneeker  untersucht  weiter  die  Verallgemeinerung  der  obigen  Begriffsbildungen 
auf  reduzible  Gleichungen  (Discr ,  p.  816— 819}  sowie  auf  die  gebrochenen  Größen 
der  Körper  piscr ,  p  827—829) 

In  der  Weierstraßscben  Vorlesung  von  1869  (B  -JV.,  p.  876—876)  werden 
die  Begriffe  des  wesentlichen  und  des  anßerwesentliohen  Diskriminantenteilers 
an  die  irredumble  Gleichung,  der  eine,  im  allgemeinen  gebrochene  Funktion  des 
Körpers  genügt,  angeknüpft  und  mit  Hilfe  der  Reihenentwicklungen  analysiert. 
Zk»n,  R.  F.  I,  p  118—121,  bespricht  die  geometrische  Bedeutung  des  wesent- 
lichen und  des  anßerwesentÜchen  Diskriminantenteilers.  Vgl.  außerdem  für  die 
geometrische  Bedeutung  des  Diskriminantenteilers  B-N^-g  889,  891.  [0] 
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Pj  €a«treckte  Produkt: 

(68)  5D(®)  =  77(^,^,...^,)*-i  (3),n,)  =  l 

dargestellt. 

In  jedem  Körper  K  gibt  es  unendlich  viele  primitive  Elementen- 
paare (g,  rf),  deren  Gleichung  6r(g;  17)  =  0  eine  reguläre  Kurve  ergibt 
Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  dem  anderen,  daJB  jede  Kurve  durch 
eine  endliche  ATi?:a,hl  von  rationalen  Elementartransformationen  um- 
kehrbar eindeutig  in  eine  reguläre  Kurve  übergeführt  werden  kann. 
In  der  Tat  zeigt  man  leicht,  daß  durch  geeignete  Elementartrans- 
formationen der  Exponent  irgend  eines  Pnmteilers  ?ßi  von  S)  auf 
Null  i-eduziert  werden  kann,  und  daß  bei  jenen  Transformationen 
zu  ®  nur  solche  Faktoren  {^^%  . . .  «ß,)'-i  hinzutreten,  welche  Z-fachen 
Punkten  mit  getrennten  Tangenten  entsprechen.  Dieses  Verfahren, 
welches  als  Auflösung  der  Singiäantäten  bezeichnet  wird,  kann  auch 
dazu  dienen,  für  die  urßprüngliche  Kurve  den  Divisor  der  Doppel- 
punkte zu  berechnen.'*^ 

Anstatt  aber  die  Singularitäten  einer  vorgelegten  Kui-ve  2^(y,ar)=0 
so  sukzessive  durch  passend  gewählte  Abbildungen  auf  andere  Kurven 
aufzillösen,  kann  man  direkt  zeigen,  daß  man  unter  Festhaltung  von 
x  die  andere  Variable  f/  auf  unendlich  viele  Arten  durch  ein  anderes 
primitives  Element  »;  des  Körpers  so  ersetzen  kann,  daß  die  neue 
Kurve  0(7j,x)  =  0  der  anderen  eindeutig  entspricht  und  sogar  nur 
gewöhnliche  im  Endlichen  liegende  Doppelpunkte  hat,  daß  also  jedem 
ihrer  einzelnen  Punkte  P  nur  ein' Teiler  zweiten  Grades  (^ßi^g)  ent- 
spricht, 2)  also  lauter  vei-schiedene  Primfaktoren  enthält 

Zu  diesem  Zwecke  wähle  ich  den  Grad  5;  von  r]  beliebig,  aber 
größer  als  w^  und  schreibe  den  Nenner  tl^=  ^Pilßa  •  •  •  ^s  beliebig 
aber  so  vor,  daß  auf  der  RiemannBcheR  Fläche  k„  die  zugehörigen 
Punkte  ?|5i,^a, .'. .  ?Pj  und  ihre  in  Bezug  auf  x  konjugierten  Punkte 
unverzweigt,  und  daß  auch  keine  zwei  von  ihnen  einander  konjugiert 
sind.     Dann  kann  man  auf  unendlich  viele  Arten  einen  Zähler  i    so 

Olf 

bestimmen,  daß  die  dorVanablen  1;  =  ^  zugehörige  Kurve  ^(iy,a;)  =  0 
nur  Doppelpunkte  im  Endlichen  besitzt. 

»  In  der  Tat,  sei  (ri^^  r)^^\  . . .,  17W)  ein  für  die  SteUe  (a;  =  00)  re- 
guläres Fundamentalsystem  für  das  Ideal  j(—) ,  so  sind  die  Ordnungs- 
zahleil  —  öf  der  Elemente  17W  iüx  die  Stelle  (jx  =3  00)  sämtlich  ne- 

-67)  Literaturangaben  zu  dieser  ersten  Anflösnngsmethode  bei  JB.-JW., 
p  876—890.    10] 
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gative  ganze  Zahlen;  alle  Elemente  i^  mit  dem  Nenner  xt„  sind  'also 
in  der  Form: 

(69)  7J  =  ««,iy(l)  +  MjiyW  H f-  M„i;l«) 

enthalten,  wo  allgemein  der  Koeffizient 

u^=  w/°)  +  M/')a;  +  . . .  -f.  Ui^^'iiafi 

eine  ganze  Funktion  des  (t^  Grades  von  x  mit  unbestimmten  Ko- 
effizienten ist.  Durch  zweckmäßige  Wahl  der  höchsten  Koeffizienten 
it^(ffd  erreicht  man  zunächst,  daß  rj  für  die  Stelle  (ps  =  oo)  endliche 
und  voneinander  verschiedene  Werte  enthält,  daß  also  hier  kein  singu- 
lärer  Punkt  von  ®„  auftritt. 

Sei  nun  0(rjfX)'=O  die  Gleichung,  der  die  Form  (69)  zunä,chst 
für  unbeötimmte  «^  genügt,  und 

(70)  0(r],  x)  =  0,(7i,  x)  ©a(i7,  x)  . . .  0,(v,  x) 

die  Zerlegung  ihrer  linken  Seite  in  irreduktihle  Faktoren  für  den 
Bereich  einer  beLebigen  endlichen  Stelle  p  (x^  a),  so  folgt  aus  der 
Gleichung: 

durch  Diskussion  der  rechts  auftretenden  Lmearfaktoren,  daß  für  un 
bestimmte  m^  aUe  v  oben  in  (64)  auftretenden  Exponenten  l^^,  Zj j, . . .  ?i , 
Null  sind,  daß  also  aUe  unendlich  vielen  Kurven  0(r}f  x)  <=>  0  nicht 
etwa  einen  festen  Doppelpunkt  gemeinsam  haben  können  Femer  geht 
ebenfalls  aus  der  Untersuchung  der  emzelnen  Linearfaktoren  von  (70a) 
hervor,  daß,  falls  es  durch  zweckmäßige  Wahl  einer  Konstanten  uj^^ 
bewirkt  ist,  daß  die  Kurve  (P  =  0  an  einer  bestimmten  Stelle  einen 
singulären  Punkt  hat,  die  übrigen  stets  so  gewählt  werden  können, 
daß  der  zugehörige  Primdivisor  ^  ein  einfacher  Teuer  von  2)  ist, 
also  einem  gewöhnlichen  Doppelpunkt  entspricht 

Geht  man  also  in  der  Gleichung  (70  a)  zur  Norm  über  und  be- 
achtet (67),  so  ergibt  sich  für  unbestunmte  «/"J  eine  Gleichung: 

(71)  D(0)  =  JVr(3)*)i^(3.)  =  U\u/))NiS^, 

und  nach  dem  oben  Bewiesenen  ist  UiuJ^)  =  YN\^qy)  eine  primitive 
rationale  Form,  welche  für  unbestimmte  u}^  keinen  einzigen  quadra- 
tischen Faktor  besitzt  Wählt  man  also,  was  auf  unendbch  viele 
Arten  geschehen  kann,  diese  Konstanten  so,  daß  auch  für  sie  ü(uj-^) 
nur  ungleiche  Linearfaktoren  hat,  so  besitzt  für  das  so  bestimmte  rj 
die  Kurve  ®(iy,  a;)  ==  0  wirklich  lauter  gewöhnliche  Doppelpunkte.^^) 

ß8)  Die  Auflösnng  der  Singularitäten  einer  ebenen  Kurve  ißt  zuerst  von 
Kronecker  gegeben,  jedoch  erst  lasi  veröfifentlicht  worden  (Discr ,  p  801—306, 826, 
vgl  auch  B.-N.^  p.  870—876).  Durch  die  von  KronecJcer  veröffenthchte  Methode» 
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26.  Dl©  au  einer  Gleiolrang  J?'(a;,  y)  gehörigen  Pnnktionenringe. 
Sind  x  und  y  zwei  beliebige  Elemente  des  Körpers  K,  so  konstituiert 
die  Gesamtb eit  B{sc,y)  aller  ganzen  rationalen  Funktionen  von  so  und 
y  einen  Teilbereich  von  K,  welcher  nach  JDedekind  eine  Ordnung,  nach 
Hilbert  ein  B.mg  genannt  wird  Die  Addition,  Subtraktion  und  Multi- 
plikation der  Funktionen  eines  Ringes  liefert  wieder  Elemente  des- 
selben; für  die  Division  ist  dies  im  allgemeinen  nicht  der  Fall.    Ist 

Q-{x,  f/)  =  —  die  Zerlegung  eines  solchen  Ringelemente»  in  seine  Prim- 

faktoren,  so  bestimmt  der  Zähler  das  Schnittpunktsystem  der  Kurve 
Q  =  0  mit  der  Qrundkurve  jP«  0;  die  Untersuchung  solcher  Schnitt- 
punktsysteme fuhrt  mit  Notwendigkeit  auf  die  Betrachtung  von  Punk- 
tionsringen.  Die  Frage,  ob  ein  gegebenes  Element  r^  des  Körpers 
K{Xy  y)  dem  Ringe  Ä(a;,  y)  angehört  oder  nicht,  wird  durch  den  fol- 
genden wichtigen  Satz  beantwortet: 

Wenn  die  zwischen  x  und  y  bestehende  irreduktible  Gleichung 
Jt'(x,  y)  =  0  in  bezug  auf  jene  Variablen  bzw  vom  m^^  und  w*™ 
Grade  ist,  und  %  den  Divisor  ihrer  Doppelpunkte  bedeutet,  so  ge- 
hört jedes  Multiplum  von  %  dem  Ringe  Bix,  y)  an.  Allgemeiner 

gehört  auch  jedes  Multiplum  von  -„-^  für  ^  <  »»  und  v  <n  eben- 
falls zu  B{Xf  y),  und  zwar  ist  es  in  bezug  auf  x  und  y  bzw.  vom 
u,*'*"  und  v*«^  Grade. 
Der  Beweis  beruht  auf  dem  wichtigen  Hilfssatze,  welcher  später 
(Nr  41)  auch  für  den  Beweis  des  Äbehchen  Theorems  von  grund- 
legender Bedeutung  ist: 

Ist  der  Nenner  einer  Funktion 

das  Produkt  aus  dem  Verzweigungsteiler  3«  ^^^  eine^*  °i°^^  ^®g^' 
tiven  Potenz  von  n^,  so  ist  ihre  Spur  eine  ganze  Funktion  ^**°  Grades 
von  cct 

die  aich  im  wesentlichen  mit  der  im  Test  zuletzt  angegebenen  deckt,  werden 
jedoch  im  allgemeinen  nur  die  im  Endlichen  liegenden  aingulären  Punkte  auf- 
gelöst, da  in  ihr  als  neue  Variable  für  y  eine  ganee  Funktion  von  es  emjfeführt 
und  daher  an  ein  Fundamentalaystera  für  ganze  Größen-  des  Körpers  angeknüpft 
■wird.  Die  im  Text  angegebene  Methode  zuerst  bei  S-L.^  p.  402—409.  Die 
JSronÄJÄcrsche  Methode  benutzt  die  Reihenentwicklungen  nicht  und  kann  daher 
aum  Existpnzbeweifl  für  Reihenentwicklungen  verwendet  werden.  Die  von  Weter- 
Straß  mit  Hilfe  von  Reihenentwicklungen  erhaltenen  Resultate  gebraucht  Thom4 
(J.  f.  MAtih.  126,  p   96)  izur  Auflösung  der  Singularitäten.    [0] 
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Ist  zum  Beispiel: 

(72  a)  M  ='fq>dx 

irgendein  Integral  erster  Gattung,  also  q>  =  -ö-^,  so  folgt  aus  der 
Gleichung: 

(72b)    , .  n = ®»^. .  ^ = ® .  j^^  _  ,r.-f  V») 

daß  dieses  Produkt  eine  ganze  Funktion  des  Ringes,  daß  aliäo  jeder 
Integrand  erster  Gattung  in  der  Form: 

(72o)  9>  =  ^ 

dargestellt  werden  kann,  deren  Zahler  eine  ganze  Funktion  des 
(w  —  2)*«"  Grades  iu  x,  des  (w  —  2)*^  in  y  ist,  -welche  durch  5)  teil- 
bar ist,  so  daß  die  sog.  adjungierte  Kurve  g(x,y)  ==0  in  diesem  prä- 
ziseren Sinne  durch  die  singulären  Punkte  der  Grundkurve  hindurch- 
gehen muß,  wenn  -™-  einen  Integranden  erster  Gattung  liefern  boU. 

27.  DarsteUung  der  zum  KSrper  K  gehörigen  Enrven  dturoh 
liomogene  Koordinaten.  Nach  (48)  ff,  p.  572,  besteht  zwischen  drei 
beliebigen  hnear  unabhängigen  äquivalenten  Divisoren  Dq  ==  3)i?Io, 
Pi  «=  SKSli,  Da  =  3ÄSlg  stets  eme  homogene  irreduktible  Gleichung: 

(73)  (P(Do;  öl,  £la)  -  0 

mit  konstanten  Koeffizienten,  deren  Dimension  gleich  dem  Grade  n 

der  Klasse  Ä=^  (jäo^'Ü^,  STj)  ist,  und  welche  z.  B.  in  bezug  auf  Do 

bis  zum  Grade  von  -^  ansteigt,  usw    Sind  speziell: 

drei  beliebige,  linear  unabhängige  Elemente  des  Körpers,  welche  so 
ausgewählt  smd,  daß  E(Xf^,  r»i,  rCg)  =  K(x,  y)  ist,  und  ist  F(^Xq,  ST,,  Stj) 
=  0  die  zwischen  ihnen  bestehende  irreduktible  Gleichung,  so  ist  auch 

F{X^,  X^y  x^  =  0 

die  Gleichung  einer  algebraischen  Kurve  des  Körpers  K{Xj  y)  m  homo- 
genen Koordmaten,  bezogen  auf  das  Koordinatendreieck  {Xq  =  0,  a^i  =  0, 
a^  n=  0),  dessen  Seiten  die  Grundkurve  in  denjenigen  Punkten  schnei- 
den, welche  den  Primteilem  von  ST^,  Sl,,  S4  zugeordnet  sind.  Ist 
Q{Xq,  ai,  iTj)  =  0  eine  andere  Kurve  w»*«»»^  Grades,  so  liefert  der  ganze 
Divisor  mn*^  Grades  G(%q,  ST^,  Slg)  die  »m  Schnittpunkte  dieser  Kurve 
mit  der  Grundkurve  fIx^,  x^,  x^}  <=- 0.  Speziell  bestimmen  die  Divi- 
soren der  Schar  CoSTo  +  qS^i  +  «>^»  <^e  Schnittpunkte  aller  Geraden 
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<'o^o  +  Ci%  +  CgÄTj  =  0  der  Ebene  mit  der  örundtiirve.  Einer  Trans- 
formation: 
(75)  [iy,^Za,^x,  ^i^]c  =  o,l,2)  ^ 

der  homogenen  Koordinaten  mit  nicht  verschwindender  Determinante 

|a^j|  entspricht  die  Substitution: 

(75a)  ».  =  f%5t*, 

bei  welcher  die  Basis  (Sr^,  %,  Slj)   der  Divisorenschar  Cq%  +  e^^ 

4- CjSTa  durch  die  äquivalente  Basis  (©oj^n^a)  ersetzt  wird. 

Sind  allgemeiner  vier  linear  unabhängige  Fimktionen  x^,  x^^  x^y  x 
innerhalb  K  so  gegeben,  daß 

K{x^,  x^,  ajj,  x^)  =  K{xy  y) 
ist,    so   entsi)richt  jedem  Punkte   5j5   der  Riemannschen  Fläche  ein 
Punkt  P  einer  algebraischen  Raumkurve  R  mit  den  TetraederkoordiF 
naten  (^o>  ^i>  ^a?  ^s)»  ^^<^  *^ese  Beziehung  ist  im  allgememen,  d.  h. 
mit  Ausnahme  einzelner  Punkte  eindeutig.   Ist  allgemein: 

^*  =  %  (^  =  0,1,2,3) 

die  Divisorendai-stellung  jener  vier  Funktionen,  deren  Zähler  also  ganze 
teilerfremde  Divisoren  derselben  Klasse  A  sind,  und  ist  n  die  Ordnung 
von  A,  so  schneidet  jede  Fläche  G{xQyXi,Xi,x^^=0  die  Kurve  B  in 
aUen  und  nur  den  Punkten,  welche  dem  Divisor:  ö(9(o,  '3ti,  STg,  Stg)  ent- 
sprechen. SpezieR  schneidet  jede  Ebene  c^x^  '\-Cx^x-\-  c^^i  +  c^x^  ■=?  0 
diese  Kurve  m  den  w  Punkten,  welche  dem  ganzen  Divisor  ?i**'  Ord- 
nung Cf^'^a -\- Cy% -\-  c^%^ -\-  CßSlg  zugeordnet  sind.  Die  Kurve  B  hat 
also  die  Ordnung  n. 

Sind  endlich  ganz  allgemein:  St^,  3li, ..  2t,  (s  +  1)  linear  unab- 
hängige Divisoren  einer  Klasse  A  und  Xq,0Si,...x,  die  ihnen '■bei 
irgendeiner  Wahl  des  Multiplikators  91  zugeordneten  Funktionen  des 
Körpers,  so  wird  durch  die  Proportion: 

x,:x,:...:x,  =  ^o''^-"-'^s 
eine  Kurve  B^  im  Räume  von  s  Dimensionen  bestimmt.  Diese  Kurve 
kann  in  keinem  Raum  niedrigerer  Dimension  gelegen  sein,  weil  zwi- 
schen den  Xf  keine  lineare  homogene  Gleichung  besteht;  ihre  Ordnung 
ist,  wie  genau  wie  vorher  bewiesen  wird,  gleich  der  Ordnung  der 
Klasse  A,  vorausgesetzt,  daß  der  Körper  K{xQf  »i, . . .  x,)  gleich  K(x,  y)  ist 
Die  Divisoren  (?fo>  ^>  ■  •  •  ^#)  tonnen  ebenso  wie  vorher  im  Falle 
der  ebenen  Kurve  durch  lineare  Gleichungen  von  der  Form: 

transformiert  werden.    Eine  solche  Substitutioi).  entspricht  einer  Vot- 
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legnng  des  Koordinatentetraeders  oder  einer  kollinearen  raomlichen 
Abbildung  der  Kurve,^^)  - 

Wir  beschäftigen  uns  zunäclist  mit  den  ebenen  Kurven  des  Kör- 
pers K{x,  y),  bemerken  aber,  daß  die  hier  abgeleiteten  Resultate  auch 
auf  die  Kurven  in  höheren  Mannigfaltigkeiten  ausgedehnt  werden 
können. 

Ein  Punkt  P  ="  (üQ,  a^,  ötj)  der  Ebene  liegt  stets  und  nur  dann 
auf  der  Grundkurve,  wenn  die  drei  Determinanten  der  Matrix 


einen  gemeinsamen  Teuer  St  enthalten.  P  ist  ein  %  facher  x-zweigiger 
Punkt  der  Kurve,  wenn  ß  von  der  k^^  Ordnung  ist  und  x  verschie- 
dene Frimfaktoren  enthält,  wenn  also 

und  Äi  +  Ä,  +  .  .  +  Ä^  =  Ä  ist. 

Man  erhält  die  zu  den  x  Zweigen  von  P  zugehörigen  Tangenten, 
wenn  man  in  dem  Büschel 

«0  <h  Oj         =»  0 

•Zm  •2'^  SS^ 

69)  Es  weide  hiei  karz  anf  den  Znsammenhang  der  £7»naohen  Fonnen- 
theorie  mit  der  Diviaörentheorie  eingegangen.  Ist  g=M-^  die  unabhängige  Va- 

SC 

nable,  und  spaltet  man  sie  in  einen  Quotienten  von  x^  und  ar,,  so  daß  s  «■  — - 

ajj 

ist,  so  verschwindet  Xi  m  allen  Punkten  von  S\,  «a  in  allen  Punkten  von  O, 
Ist  A  die  Klasse  von  Q^  und  O,,  so  entspricht  jedem  ganzen  Divisor  von  A""  {r  >  0) 
eine  Form  r*or  Dimension,  die  gerade  m  den  Punkten  jenes  Divisors  verschwin- 
det. Jede  Funktion  des  Körpers  ist  dann  als  Quotient  von  zwei  ganzen  Formen 
darstellbar.  Läßt  sich  ein  ganzer  Divisor  ganz  und  rational  in  Oj ,  O,  darstellen, 
80  Ut  die  entsprechende  Form  rattonal  in  a^i,  or,  Den  übrigen  Divisoren  der 
Klassen  J.**  entsprechen  algebraische  Formen  Benutzt  man  die  Foimentheone 
und  unterscheidet  nicht  zwischen  rationalen  und  algebraischen  Formen,  so  kommt 
dies  auf  die  Auszeichnung  der  Klasse  A  hinaas.  unterscheidet  man  zwischen 
rationalen  und  algebraischen  Formen,  so  wird  die  Teilschar  CjCli  +  CjO.,  von  A 
ausgezeichnet  Vgl.  fiii  die  Einfflhrung  der  Formentheone  Hensel,  Jahresber  d 
D  M.  V,  1  (1892),  p  4,  J.  f  Math  109  (1892),  p  66,  Acta  Math  18  (1894),  p  247ff. 
und  besonders  Klein,  R.  F.  I,  p  100—101,114—117,122—186,142—148  Ebenda 
p  173—186  behandelt  Klein  auch  rationale  und  algebraische  Formen  mit  mehr 
als  zwoi  Variabein  Im  Anschluß  daian  bebandult  dann  Klein  die  Fragestellung, 
öamtliche  Kurven,  die  zur  vorgegebenen  Rieinanmchen  Fliehe  (oder  arithmetisch 
zum  vorgegebenen  Körper)  gehören,  herzuntellen  und  za  untersuchen  ß  F  I, 
p.  179—181;  n  p  68—66,  78  ff.,  p.  115—117.    [0] 
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der  durcH  P  gehenden  Strahlen  den  Parameter  A  so  bestimmt,  da6 
der  Divisor:  jF,^  _|,  ic„  h,  +  Ac^,  h^  +  Xc^ 

je  einen  der  «  Primteiler  ?ßi,  ^ßj;     .  ?ßx  öftßr  als  Ä  enthält 

Sind  Bsr^:«.;  BstsSTo,  8sio-Hi  die  zu  den  Körperfunktionen  ^,  ^,  ^ 
gehörigen  Yerzweigungsteiler,  so  ist  allgemein: 

0^)  |5  =  ^V:'"  (-O.U(mod3)) 

wo  hier  wie  im  folgenden  die  Indizes  stets  durch  ihre  kleinsten  Reste 
modulo  3  zu  ersetzen  sind.  Der  so  bestimmte  ganze  Divisor  S)  ist 
det'  Divisor  der  JDoppelpurtkte  im  projektiven  Sinne. 

Ein  Kurvenpunkt  P  ist  nämlich  dann  und  nur  dann  singulär, 
wenn  seine  Primfaktoren  1ß^  in  S)  vorkommen,  und  sie  treten  auch 
hier  in  einer  bestimmten  von  der  Beschaffenheit  der  Singularität  ab- 
hängigen Multiplizität  auf. 

Da  jeder  der  Verzweigungsteller  3  vom  Grade  2(p  -^  n  —  1)  ist, 
und  die  in  (76a)  links  stehenden  Divisoren  den  Grad  w(«  —  1)  be- 
sitzen, so  ergibt  sich  für  den  halben  Grad  ^  von  2)  die  Gleichung: 

(77)  J  =  >_l)(«-2)-i?,   p=.i(n-l)(n-2)-S. 

Für  den  Fall  gewöhnlicher  Doppelpunkte  ist  <J  die  Anzahl  derselben, 
und  man  erhält  also  das  Geschlecht  der  Kurve,  wenn  man  die  An- 
zahl der  wirklich  vorhandenen  Doppelpunkte  von  der  Maxünalzahl 
j(n  —  1)  (m  —  2)  abzieht,  welche  eine  irreduktible  Kurve  »***  Ord- 
nung haben  kann. 

Ist  C  =  (Cq,  Cj,  <;2)  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  also 

(78)  AaiF)^c,ll  +  c,l^^  +  c,l^  =  0 

die  Gleichung  der  ersten  Polare  von  C  in  bezug  auf  die  Grundkurve, 
so  wird  ihr  Schnittpunktssystem  mit  der  Grundkurve  durch  den  Zähler- 
divisor von  Ao(F) 

(78a)  öo  gä;  +  ^äi;  +<^0^  =  ®(^o3«ri!8i.  +  Ci3!r.  »o  +  c, 3«» i «i) 

repräsentiert,  und  aus  dieser  Darstellung  folgt  der  Satz: 

Das  Netz  aUer  ersten  Polaren  schneidet  auf  der  Grundkurve 
Punktsysteme  aus,  welche  einen  festen,  dem  Divisor  35  genau  ent- 
sprechenden Bestandteil  besitzen 
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Der  Divisor  S)  der  Doppelpunkte  kann  als  Nenner  eines  auf  die 
Kurve  bezüglichen  Diflferentialteüers  definiert  werden:  Aus  der  Auf- 
lösung der  beiden  Gleichungen: 

folgt  namlich,  daß  das  Differential: 

C7Ö^       jiTtr       Sßidx^  —  Xidxi       x^dX(^—x^dx^       Xa^x^—x^dx^ 

^     '  dF  dF  ^  dF 


dXf,  dxi  dx^ 


zu  dem  Differentialteiler  — =—  gehört,  wenn  %  der  Generalnenner  von 

*o>^»^  ist.  Bedeuten  also  {%yOiiia^  beliebige  Konstanten,  so  folgt 
aus  den  vorigen  Gleichungen  der  allgemeinere  Ausdruck  für  dasselbe 
Differential:  a„      «^      a. 

Ans  dieser  Darstellung  ergibt  sich  einmal,  daß  der  Divisor  •  _   , 

also  auch  sein  Nenner,  der  Divisor  der  Doppelpunkte,  bei  beliebiger 
linearer  Transformation  dos  Koordinatensystemes  ungeändert  bleibt, 
weil'  dasselbe  von  dem  Ausdrucke  (79  a)  von  dM  gilt.  Femer  folgt 
aus  derselben  Gleichung  sofort,  daß  das  allgemeinste  auf  die  Kurve 
P  «=  0  bezügliche  Abelsche  Integral  in  der  von  Aronhold  eingeführt 
ten  Form:  a^      o^      a, 

iCß      ajj      x^ 

^oä^  +  ^^ä^  +  '^'ä^ 

dargestellt  werden  kann,  in  welcher  0  eine  beliebige  ganze  oder  ge- 
brochene Funktion  der  (n  —  3)**"^  Ordnung  ist;  denn  so  wird  der  zu- 
gehörige Differentialteiler 
(80a)  rf/~  ««^«.^ 

von  dem  akzessorischen  Nenner  %  unabhängig. 

Die  Übertragung  der  in  Nr.  26  gefundenen  Resultate  auf  die 
durch  die  Gesamtheit  aller  ganzen  homogenen  Funktionen  von  Xq,  x^,  x^ 
konstituierten  Funktionenringe  ergibt  leicht  das  folgende  Resultat: 

Eine  Funktion  des  Körpers,  welche  ein  Vielfaches  des  Divisors 

■^  ist,  ist  als  ganze  homogene  Funktion  v*"  Ordnung  von  (x^j  x^j  x^ 
darstellbar, 
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oder  in  anderer  Form  ansgesproolien: 

Bedeutet  Ä  die  Klasse  der  ganzen  Divisoren  (SI^,  SC^,  Slj),  so 
kann  jeder  Divisor  der  Klasse  A*,  welcher  ein  Multiplutn  von  3) 
ist,  als  ganze  homogene  Funktion  v*"  Ordnung  von  ^,  Sli,  Slj  dar- 
gestellt werden.*"*)  « 
Eine  homogene  Gleichung  v*"' Ordnung  ^^{xq,  x^,  x^)  =  0,  deren  Zähier- 
divisor  0y{%o,  %,  ^j,)  durch  5)  teilbar  ist,  stellt  eine  durch  die  Doppel- 
punkte der  Grundkurve  hindurchgehende  Kurve  dar,  welche  auch  hier 
OHIO  zu  jener  adjungierte  Kurve  genannt  wird. 

Ist  wieder  A  die  durch  die  Zahlerdivisoren  (SIq,  Stj,  Stj)  von 
(:to,  .rj,  a'j)  koustituieite  Klasse,  so  heißt  von  zwei  ganzen  Divisoren 
9t  und  ©  jedor  ein  Hcst  des  anderen,  m  hezug  auf  die  Grundkurve 
F(x^^,a\,  x^)  =  0,  wenn  das  Produkt  5D9fl@  ein  Divisor  irgendeiner 
der  Klaysen  A"*,  also  nach  dem  soeben  angegebenen  Satze  in  der  Form 
'i'',„(9lQ,  Sti,  ^u)  einer  ganzen  homogenen  Funktion  irgendeiner  m*^  Ord- 
nung von  (?io»^^?^^a)  darstellbar  ist.  Dann  ist  also  das  dem  Divisor 
35 9i©  entsprechende  Punktsystem  der  vollständige  Schnitt  der  Grund- 
kurvo  und  der  adjungierten  Kurve  ^(Xq,  x^  x^)  «^  0. 

Die  auf  p.  670  eingeführte  Klasseneinteilung  der  algebraischen 
Divisoren  modulo  A  gibt  ein  Mittel,  die  Beziehungen  aller  Reste  in 
bwzug  auf  die  Grundkurve  einfach  auszusprechen:  Sind  nämlich 
T)a,  -Ha,  Sj.  die  Klassen,  welche  alle  zu  S),  %  ©  modulo  A  äquiva- 
lüutfu  Divisoren  enthalten,  so  besteht  zwischen  ihnen  die  Gleichung: 

(Hl)  BaSa  =  '^2^ 

Von  zwei  eolclion  Klassen  Ra  und  iS*^  soll  jode  die  Besidualklasse  der 
anderen  genannt  werden.  Zwei  ganze  Divisoren  ^  und  Ül'  heißen  nun 
lo7rcsiduül,  wenn  sie  beide  Reste  eines  und  desselben  Divisors  ©  sind. 
Dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  Sd  und  '31'  beide  der  Resi- 
dualklasßo  IIa  zu  der  durch  ©  bestimmten  Klasse  Sa  angehören. 

Die  Gesamtheit  aller  zu  einem  beliebigen  Divisor  R  korresi- 
dualen Divisoron   bilden   alle    ganzen  Divisoren   der  zugehörigen 
Klasse  Ha- 
Hieraus   folgt  unmittelbar  der  Satz,  welcher  eine  dei  frachtbarsten 
Quellen  filr  die  Ergründung  der  Eigenschaften  der  auf  höheren  alge- 
braisclien  Kurven  gelegenen  Punktgruppen  bildet: 

Sind  vier  ganze  Divisoren  %  ffi',  ©,  ©'  so  beschaffen,  daß  durch 
die  drei  zu  den  Divisoren  «R©,  SW©',  ?R'©  gehörigen  Punktgruppen 

CO)  Zur  Frageatellung  in  der  Sprache  der  Formentheorie  vgl.  Klein,  B.  F.  I, 
p.  175— 17tt.   [OJ 
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je  eine  adjungierte  Kurve  bestimmt  wird,  so  wird  aucli  durch  5ft'@' 

eine  adjungierte  Kurve  festgelegt 
unter  dieser  Voraussetzung  sind  nämlicli  91  und  91'  korresidual  zu 
<S,  und  @  und  ©'  korresidual  zu  fR 

28.  Die  Differentialteller  einer  Divisorensoliar  und  ihre  Anwen- 
dung in  der  Geometrie.  Die  FltiokerBOhen  Formeln.^^)  Sind  {Xq,  cCj  ,  x^) 
die  homogenen  Punktkoordinaten  einer  ebenen  Kurve,  so  sind  die 
Linienkoordinaten  ihrer  Tangente  im  Punkte  P  =>  (Xq,  x^j  x^)  die  drei 
Unterdeterminanten  zweiter  Ordnung  der  Matrix; 

(Xfi        x^        X 
dx^     dx^     dXf 
IE     M     T^ 

wenn  S  irgendeine  Funktion  des  Körpers  ist,  welche  wir  als  unab- 
hängige Variable  wählen;  denn  diese  Linie  verbmdet  ja  P  mit  einem 
benachbarten  Kurvenpunkte.   Soll  P  ein  Wendepunkt  der  Kurve  sein, 


so  muß  für  ihn: 

«0 

X^ 

X^ 

<82a) 

dXf, 
A==»    dg 

dx^ 
dl 

dx^ 
d^ 

d'x. 

d'x^ 

d'x^ 

=  0      sein  ") 

~dV    "dF    'W 

Sind  allgemeiner  (x^fX^jX^,  ^s)  ^^^  homogenen  Koordinaten  des 
Punktes  P  einer  Raumkui-ve  JR,  so  sind  die  FltickerBchen.  Linienkoor- 
dinaten ihrer  Tangente  in  P,  d  h.  der  Verbindungslinie  von  P  mit 
einem  benachbarten  Kurvenpunkte  proportional  den  sechs  Determi- 
nanten zweiter  Ordnung  der  Matrix: 

/Xq      x^      ajj      aJg  \ 
(82b)  I  dxo     da,      da\     dXf  ]• 

\~dj     "dl     dl     dl"/ 

Ebenso  sind  die  homogenen  Koordmaten  ihrer  Sehmiegungsebene  in 
P,  welche  durch  P  und  zwei  benachbarte  Kurvenpunkte  hindurchgeht, 
die  vier  Unterdeterminanten  dritter  Ordnung  der  Matrix: 


(82  o) 


61)  Die  Methoden  dieses  Abschnittes  wurden  teilweise  S-L,  ]ß  438—469 
angegeben  Vollständig  dargelegt  Htnsel,  Über  die  Invananten  algebraischer 
Körper,  J   f  Math.  149  (1919),  p  125— 14Ö. 

62)  G.Lcmdsheig  (J  f.  Math.  181  [1906],  p  162 ff.)  gibt  die  Dmaorendar- 
Btellnng  der  Hesseachen  Determinante,  die  zur  ICnrve  gehört,  und  vergleicht  sie 
mit  der  DiviBorendarBtellaDg  von  A     [0] 

Bnoyklop   d.  ruth.  Wlsiensoh.   n  8  40 
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Soll  eadlioli  die  Sohmieguugsebene  in  P  vier  konsekutive  Punkte  mit 
JR  gemeinsam  haben,  soll  sie  alBO  ein«  Wendeberühningsebene  der 
Kurve  sein,  so  muß  füi-  P  die  Q-leiohungr 

(82d)  UrH^  (i,Ä  =  0, 1,2,3) 

erfdllt  sein. 

Genan  entsprechende  t3l>erleguugen  gelten  ftlr  algebraische  Kur- 
ven im  Räume  von  s  Dimensionen.  Die  hier  auftretenden  Funktionen 
(82) — (82 d)  gehören  alle  dem  Körper  K(x,y)  an,  unterscheiden  sich 
aber  von  den  früher  betrachteten  dadurch,  daß  sie  auch  die  Ableitun- 
gen der  in  ihnen  auftretenden  Funktionen  enthalten. 

um  die  allgemeinsten  Funktionen  dieser  Art  zu  umfassen,  legen 
wir  (s  +  1)  Funktionen  des  Körpers  {x^,  x^, .  .  x^  zugrunde;  ist  dann 
I  irgendeine  nicht  konstante  Funktion  desselben,  so  betrai^hten  wir 
eine  beliebige,  z  B.  eine  ganze  rationale  Funktion  der  (x  -f- 1)  (s  +  1) 
Funktionen  der  folgenden  Matrix: 

C-.     ©)-(S..I..;;»)(;:S;:::::). 


welche  durch 


dl"       dg* 


(82f)  F{{pW 


bezeichnet  werde,   während  der   zugehörige  Divisor  Dg(fl^,  %, ...  a;,) 
genannt  werden  soll    Allgemeiner  untersuchen  wir  den  größten  ge- 
meinsamen Teiler: 
(82g)  ^^{x„  X,,  ..«:,)=.  {F'^{^))         (*  =  1,  2, . . .) 

mehrerer  derartiger  Funktionen. 

Alle  hier  zu  betrachtenden  Divisoren  O  besitzen  die  folgenden 
drei  Eigenschaften,  durch  deren  Benutzung  ihre  Bestimmung  sehr  er- 
leichtert wird: 

1)  Sie   smd  Invarianten   für   die  lineare  Transformation   der 
Elemente  rr,,  d.  h.  bei  jeder  umkehrbaren  Koordinatentransformation 

bleibt  D^  ungeändert,  oder  es  ist 

(83)  öe(^o,^i»   '  •^,)'=^i(yo,Vu  "■?/,)• 

2)  Sie   sind  Differentiationsinvarianten:   Ersetzt   man  nämlich 
die  Differentiationsvariable  S  durch  ein  anderes  Element  7}  des  Kör- 
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pers,  ETO  bleibt  D  ungeändert,  d.  b.  es  ist 

(84)  Ot(a;o,fli,...a;,)«D,(iro,ai,.  •  «,)• 

3)  Sie  sind  bomogen  von  der  nullten  Dimension  in  bezug  auf 
die  Xt\  ersetzt  man  nämlicb  jedes  cs^  durcb  fia;^  wo  [i  ein  beliebiges 
Element  des  Körpers  ist,  so  wird: 

(85)  O|(/ia;o,  fiXi, . . .  j*a;,)  —  0j(a;o, x^,... x,). 

Jeder  nicbt  bomogene  Divisor  D,^{xQf .  • .  a;,)  kann  o£Penbar  dnrcb  die 
Substitution  a?,  ==»  ~-  (t  =  0  1, ...  5)  in  einen  bomogenen  Divisor  von 

i^Q, . , .  ^,,  5,+i  verwandelt  werden. 

Um  nun  die  m  d^(x^  enthaltene  Potenz  eines  beliebigen  Prim- 
teilers ^  zu  bestimmen;  kann  man,  falls  D  eine  Transformations- 
invanante  ist,  das  System  (x^,  x^, . . .  x^)  durcb  ein  äquivalentes  regu- 
läres System  (Öq,  dj,  ,.  d,)  für  diesen  Punkt  ersetzen  (S.  Nr.  15)  und 
dann  den  Divisor  0{(do,  dj, ...  dj  untersuchen.  Ist  zweitens  D{(^<) 
eine  DifPerentiationsinvariante,  so  kann  man  außerdem  die  Differentia- 
tionsvariable I  durcb  eine  Primfanktion  ä  fttr  diese  Stelle  ersetzen, 
d  b  den  Divisor  0.„{<Sf)  betrachten.  Außerdem  ist  aber  der  Divisor 
D^(ir,)  bei  dieser  zweiten  Voraussetzung  von  der  Differentiations- 
variablen  |  ganz  unabhängig;  es  kann  also  D  auch  als  abhängig  von 
den  Differentialen  (c^Xf)  allem  angesehen  werden.  Ist  endlich  D|(flO 
außerdem  hotoogen  von  der  nullten  Dimension,  also  ^^(fix^  =  Dg(;r<), 
und  ersetzt  man  aUe  Elemente  Xf  durcb  die  zugehörigen  Divisoren- 
quotienten -=-,  so  ist  Cl{  von  dem  Generalnenner  Do  ganz  unabhängig, 
da  bei  der  "Wahl  eines  anderen  Nenners  D^'  ^t  =  K~'  "^  f-^i  "^^t  '^^ 
^  ==  ^  ein  Element  des  Körpers  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann 
also  jener  Divisor  als  abhängig  allein  von  jenen  Zählerdivisoren  an- 
gesehen und  durch  DfCJQ^"^,  ^^^\  . . .  DW)  bezeichnet  werden 

Diese  Betrachtungen  werden  jetzt  angewendet  auf  den  größten 
gemeinsamen  Teiler: 

aUer   Determinanten  (l  +  1)*"  Ordnung   der  {l  -j-  l)reihigen   Matrix 
(^\   Derselbe  ist,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  eine  Transtorraations- 

10* 
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invarianto;  er  besitzt  al)er  nocli  uiclit  die  beiden  letzten  Invarianten- 

eigenschai'ten.  Ersetzt  man  nämhcli  die  Differentiationsyaxiable  §  durch 

eine   iiudoro  ij,   bo   multipliziert  sieb  jene  Matrix  hinten  mit  einem 

DnMoekssyöteni,  dussen  Elemente  von  den  Ableitungen  erster,  zweiter 

Ordnung   von   ^  und   i;   abhängen  und  dessen   Determinante  gleich 
tu  »J) 

(^'-^)    '     ist.    Hieraufl  folgt,  daß  ((—/))  df~^  auch  die  zweite  In- 

varianfcenoigünschaft  besitzt.  Ersetzt  man  endlich  die  x^  durch  (ix^,  so 
inultipliziort  sich  jeiio  Matrix  hinten  mit  einem  neuen  Dreieckssystem 
von  der  Duttu'minanto  fi'+^;  jener  Divisor  ist  also  homogen  von  der 
(/ -[-  l)*""  Dimension,  und  os  wird  nach  Division  mit  ^o'^\  wo 
Sü  "^  (^0»  ^p  •••  ''i)  ^^^^  größten  gemeinsamen  Teiler  der  Elemente  X( 
becieutfit,  honiojjfeü  von  der  nullten  Dimension 
Also  beaitzt'n  dio  «  -|-  1  Divisoren 

alle  droi  Invarianteneigenschaften.  Sie  können  also  auch  in  der  folgen- 
d<»u  Form  gasohrieben  werden 

(^==0,1,   ..s) 

wenn  0"*^  O^'^, . . .,  O^  die  Zählerdivisoren  von  x^, x^,...  x,  bedeuten. 
Um  ntm  zu  untersuchen,  welche  Potenz  eines  beliebigen  Prim- 
tejb'rs  $  in  A,(a*,)  enthalten  ist,  werde  das  System  {x^  durch  ein  äqui- 
vaU'ntfB  rogulilres  System  (d,)  und  zugleich  die  Differentiationsvariable  | 
durch  duH  Pnnifunktion  ä  für  die  Stelle  '^  ersetzt.  Dann  enthalt 
der  zu   die  gehörige   Divisor   ?P   nicht,   aUe  Determinanten  {l  +  1)**' 

Ordnunj^  der  Matrix  (  .J;)  enthalten  ^  mindestens  so  oft  wie  ihre 

erflto  Determinante  |  «J/")  |  (/,  «  «^  0, 1, . . .  Z);  und  dieser  Exponent  von 
$  kann  leicht  durcli  die  Zahlen  «i,  «j, ...  «,  ausgedrückt  weiden,  aus 
(I«»en  sich  die  Ordnungszahlen  von  d^,  tfj,  ..  in  Nr.  15  zusammen- 
Botzt'n.  Hieraus  ergibt  sich  sofort  die  folgende  Darstellung  jener  De- 
terminantenteiler:  ,^,^^  n«0,l,...SN 

(87)  ((rf''a?.)J=(U-jj^;S  '  =8o'-^W-.-3,  (x=0,l,...2^ 
^0  3u8»-"8j  <liö  Verzweigungsteiler  (47a)  der  Schar  {x^  sind. 
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Diese  Gleichungen  liefern  ein  einfaches  Mittel,  die  Verzweigungs- 
divisoren  BijBs»  •••3*  <^6r  Schar  (x^  selbst  dm  oh  die  luvarianten  \ 
darzustellen:  in  der  Tat  folgt  ja  aus  (87)  unmittelbar: 

(88)  ®'"((2«'-Si)  =  3o3i     -B,  («-=0,1,...  2) 

Aus  den  letzten  Gleichungen  geht  hervor,  daß  die  Verzweigungsteüer 
3i>  3a»  •  •  3j  ebenfalls  alle  drei  Invananteneigenschaften  haben,  wäh- 
rend die  @^  zwar  auch  homogen,  aber  von  der  ersten  Dimension  sind. 
Man  nennt  die  Quotienten  ©„,  ®i,...®,  der  Determinantenteiler  der 
Matrix  (d^xj)  die  JDiffermtialteüer  nuUter,  erster,  ...  s*""  Ordnung  der 
Funktionenschar  {Xf^,x^j.  .a;J;  es  ergibt  sich  also  der  Satz: 

Man  erhält  den  Verzweigungsteiler  Z*"  Ordnung  einer  Funk- 
tionenschar, wenn  man  den  Differentialteiler  Z*"  Ordnung  durch  den 
nächstvorhergehenden  dividiert 

°     J^      der  Divisor  3o'3i' 
Setzt  man  hier  aj^  =  1»  iCi  =  a?,  so  wii-d  Bo  =•  (1»  ^)  =  — »  31"=  Bo»  ^^^ 

1   X 

man  findet  so  wieder  (vgl  p  576  (52  b)),  daß  dem  DüTerentiale  dx=f^  ^^   ., 

yj  ux 
o 

eines  beliebigen  Elementes  x  der  Divisor  D^^,  =■  -  j   entspricht. 

Nun  seien  allgemein  für  einen  bestimmten  Index  l  Bf  aUe  (J+J) 
Determinanten  (Z  +  1)*"  Ordnung  der  (l  +  l)-reihigen  Matrix 

/d««v      mH  /i  =  0, 1,.  .5\ 

in  irgend  einer  Reihenfolge;  ebenso  werden  die  zugehörigen  Divisoren 
bezeichnet.  Da  zu  d^  ein  Divisor  2(p  —  1)**°  Grades  gehört,  und  die 


Determinanten 


d*Xi 


^^  alle  zur  Hauptklasse  gehören,  so  sind  alle  Divi- 
soren DJ"  äquivalent  und  von  der  Ordnung  lij -\- V)  {p  —  V)  Fem  er 
seien  %f  die  aus  Bf  nach  Division  mit  dem  zugehörigen  größten 
gemeinsamen  Teiler  {{d^x^  sich  ergebenden  ganzen  Divisoren.  Dann 
heißen  diese  (,*+J)  ganzen  äquivalenten  Divisoren  %f  die  Tcmgeniiäl- 
Ttoordmaten  Z*"*  Ordnung  der  zur  Schar  («(,,  x^,  ...  x^  gehörigen  s- 
dimensionalen  Raumkurve,  weü  sie,  wie  gleich  noch  nälier  dargelegt 
wird,  die  naturgemäße  VeraUgememerung  der  Tangential-  oder  Linien- 
koordinaten  einer  ebenen  Kurve  sind,  Nach  (89)  bestehen  dann  die 
Gleichungen: 

(90)  i),«  =  (ßJ^x^i .  ^,w  „  3„»+i  3,' . . .  3,2:,». 
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Sind  also  w^yW^, . .  .w^  und  »<„  «j, . . .«,  die  Gerade  der  Verzweigimgs- 
teiler  3,  und  der  Tangentialkoordinaten  X,,  so  ist  Wß  =  «,  w,  =  0, 
Wq  =  —  ^0  ■==  —  **;  ^^<i  ^^s  der  Vergleich  ung  der  Grade  beider  Seiten 
von  (90)  folgen  die  nachstehenden  Gleichungen,  welche  für  s  =  2 
die  VerallgemeinelTing  der  Plückerschm  Formeln  auf  den  Fall  gana 
beliebiger  Singularitäten  ergeben: 

(91)  ^  +  (?  +  1)  «,„  4-  Z^^  4-  . . .  +  «,,  =  Z  (Z  + 1)  (p  _  1) 
oder: 

(92)  (M,  _«,.,) +  («,„  +  «,,+    ..+^(;,)=.2Z(p-l) 
oder  endlich: 

2Ö>--l)=«i  — 2mo  ^Wi 

-=«s  — 2»i  +  Wo  +  Wa 

(93)  =  Mg  —  2»3  4-  Wi  +  w;„ 

w  ?L  8L 

Für  den  speziellen  Fall  s  =  2  sind   ij:^  =  ^^ ,  äTj  =  ^  ^  ^Jj  =  -^ 

die  homogenen  Koordinaten  einer  ebenen  algebraischen  Kurve,  der 
Grad  w  =*i  »g  gleich  der  Ordnung  der  äquivalenten  teilerfremden 
ganzen  Divisoren  St^  Dann  ist,  me  eine  sehr  einfache  geometrische 
Betrachtung  zeigt,  2>\  ^^"^  Divisor  der  Rückkehrpunkte,  also  w^  die 
Anzahl  derselben,  ßg  der  Divisor  der  Wendepunkte,  also  w^  ihre  An- 
zahl; endlich  sind  n^  =  n  und  n^  die  Ordnung  und  die  Klasse  der 
Kurve,  während  »^  =  0,  Wq  =  —  n  ist. 

Die  Formeln  (91)  gehen  hier  in  die  beiden  fundamentalen,  jetzt 
aber  für  jede  Singularität  gültigen  PZiicZferschen  Formeln  über 
f94V  ^1=  2i)  —  2  +  2»  --  % 

^    ^  «;3  =  3(2i7  — 2  +  m)— 2wi  =  3(«i  — »)-j-w;i, 

aus  denen  die  beiden  dualen  Formeln  in  bekannter  Weise  gefanden 
werden  können. 

29.  Theorie  der  algebraiscslien  BaTunkurven.^'")  Im  Falle  5  =  3 

seien  a?o  =  ^>  «i  ="  §  ;  «2  =  ^ .  ^s  =  §  ^iö  homogenen  Koordi- 
naten einer  Raumkurve  w**'  Ordnung  C^W  vom  Geschlechte  p\  dann 
haben  also  die  äquivalenten  Divisoren  St,  die  Ordnung  n^  =  w.  Ein 
Punkt  P  =  («o;  o,v  <h)  ^)  gehört  stets  und  nur  dann  der  Kurve  an,. 

62  a)  M.  H.  Beimers  (Dissert  Kiel  1915)  untersucht  mit  den  Methoden  der 
arithmetiBchen  Theorie  die  Charakteristiken-  1  der  ebenen  Schnitte  der  Tan- 
gentenfläohen  von  algebraischen  Kaumkurven,  2  der  Perspektivkegel  von  alge- 
brauchen SAumkurven     [0] 


29,  Theorie  der  algebraischen  iEaiimkarven. 
wezkn  die  DeterminanteB  der  Matrix 


(%}   «1»   «2?   <h\ 

\%,  sr„  %,  %) 


«inen  gemeinsameu  l'eiler  haben.  Derselbe  ist  ein  singniärer  Punkt; 
wenn  jener  Divisor  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ist.  Wäh- 
rend zn  einem  Körper  K  im  aügeni  einen  keine  singularitäten&eien 
ebenen  Kurven  gehören,  gibt  es  für  ihn  immer  doppelpunktfreie  ßaum- 
kurven.  Hier  ist  ßi  ^^^  Divisor  der  stationären  PunMe  oder  der 
Bückkehrpnnkte,  3a  ^^^  Divisor  der  stationären  Berührungs^^a^^^n 
oder  der  stationäi-en  Tangenten,  ßg  der  Divisor  der  stationären 
Schmiegungse&ewcn,  oder  der  Wendebertthrungsebenen;  die  Zahlen  w^, 
w^f  w^  geben  also  im  regulären  Falle  die  Anzahlen  jener  stationären 
Elemente  an,  während  für  allgemeine  Kurven  diese  Gebilde  in  der 
durch  3i,  3»  B»  charakterisierten  Multiplizität  zu  zählen  smd.  Ferner 
bedeutet  hier  Wq  =  m  den  Grad  der  Kurve^  d.  h.  die  Anzahl  der 
Kurvenpunkte  auf  einer  beliebigen  Ebene,  n^  ist  der  sog.  Bang  der- 
selben, d.  h.  die  Anzahl  der  Kurventangenten,  welche  durch  eine  be- 
b'ebige  öeiade  gehen;  Wj  gibt  die  Klasse  der  Km-ve,  nämlich  die  An- 
zahl ihrer  Schmiegungsebenen  durch  irgendeinen  Punkt  im  Räume; 
«fl  ist  gleich  NuU. 

Die  Spezialisierung  der  Gleichungen  (91)  für  s  «=  3  hefert  hier 
die  drei  uiabhäQgigen  VeraBgemeinerungen  der  Plüd^erBchem  Formeln: 

Mj  =    2Q>  —  1)  +  2»  —  -M^i 
(95)  Wj  =    6(2)  —  1)  -f  3w  —  2tOi  —  w^ 

0  =  I2(p— l)  +  4w  — 3m;i  —  2«;^— «üg, 

und  auch  sie  gelten  für  jede  Raumkurve  mit  beliebigen  Singulari- 
tlLten.«") 

Zur  Bestimmuug  des  Divisors  ^  der  Doppelpunkte  einer  Raum- 
kurve C^^  führen  die  folgenden  Betrachtimgen:  Projiziert  man  diese 
Kurve  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  auf  eine  Ebene,  so 
erhält  man  eine  ebene  Kurve  ©o>  ^welche  ihrerseits  einen  Divisor  der 
Doppelpunkte  ^^  besitzt.  Dieser  besteht  aus  zwei  Teilen:  einem,  der  mit 
dem  Projekt!  onszentrum  variiert  und  den  sog  sclieinbaren  DqppdpunUen 
von  CJ*^  bei  dieser  Projektion  entspricht,  während  der  andere  Teil  5) 
von  den  wahren  Singularitäten  der  Raumkurve  abhängt  und  somit 
völlig  tmveränderlich  ist  Dieser  letztere  ist  somit  der  größte  gemein- 
same Teiler  der  Divisoren  S)^,  2)i,. . .  der  Doppelpunkte,  welche  zu 
allen  Projektionen  der  Kurve  gehören.   Es  gilt  nun  der  folgende  Satz: 

08)  Vgl.  hierzu  JET-X ,  p  466. 
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Der  Divisor  2)  der  Doppelpunkte  einer  Raiimkurve  kann  stets 
als  größter  gemeinsamer  Teiler  der  zu  zweien  ihrer  Projektionen  ge- 
hörigen Doppelpnnktsdirisoren  ©„  und  ©^  dargestellt  werden. 
Auf  dieser  Tatsache  beruht  nun  ein  Satz,  der  eine  direkte  Ver- 
allgomeinerung  des  über  Funktionsrmge  auf  p.  596  ausgesprochenen 
ist  und  dessen  Beweis  auch  unmittelbar  auf  diesen  reduziert  wer- 
den kann: 

Sind  (Slfl,  S^i,  S^,  %)  vier  ganze  linear  unabhängige  Divisoren 
einer  Elasso  Ä  von  der  Ordnung  n,  und  ist  2)  der  zugehörige  Di- 
visor der  Doppelpunkte,  so  kann  jeder  durch  'S)  teilbare  Divisor  der 
Klasse  A*'  als  ganze  homogene  Funktion  v*®*  Ordnung  von  '^,'^, 
Slg,  ^8  dargestellt  werden,  vorausgesetzt,  daß  der  Exponent  v  ober- 
halb einer  bestimmten  unteren  Grenze 

(96)  „.  =  2(«- 3) -'>-;  +  *' 

liegt,  -wo  20"  die  Ordnung  des  Divisoi-s  S)  ist 
Oder  in  anderer  Form: 

Liegt  V  oberhalb  der  Grenze  v^,  so  kann  jede  durch  5)  teil- 
bare Funktion  des  Körpers,  deren  Nenner  die  v^  Potenz  des  Divi- 
sors St  ist,  stets  als  ganze  homogene  Funktion  v*"  Ordnung  von 
(a^Qf  ^iT  ^8J  ^s)  dargestellt  werden. 

Besitzt  die  Raumkurve  nur  gewöhnliche  Doppel-  oder  Rückkehr- 
punkte, so  ergibt  sich  aas  dieser  Tatsache  immittelbar  der  fol- 
gende Satz: 

Liegt  V  oberhalb  der  soeben  angegebenen  Grenze  i/g,  so  ist  die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  daflir,  daß  eine  Fläche  v*°' 
Ordnung  die  Raumkurve  O^p^  enthält,  durch  ein  System  von 
(vn  —  d  — p  +1)  linearen  unabhängigen  Gleichungen  für  die 
Koeffizienten  der  Flachengleichung  gegeben.  ^) 

Und  da  die  Gleichung  einer  Fläche  v""'  Ordnung  t±M''+^'^^''-^^^ 

EoeMzienten  besitzt,  so  folgt  weiter: 

Die  Gesamtheit  aller  Flächen  v**'  Ordnung,  welche  durch  eine 
gegebene  Raumkurve  der  Ordnung  w  und  des  Geschlechtes  p  hin- 

64)  Dieser  Satz  (für  hinreichend  große  v)  folgt  sofort  aus  dem  Btemarm- 
i^ocAschen  Satz,  findet  sich  jedoch  zum  erstenmal  ausgesprochen  und  vollständig 
hevrieaen  bei  G  Gastelnuovo,  Palermo  ßendiconti  VII  (1898),  p  89—110.  Mit 
der  Bestimmung  einer  möglichst  niedrigen  Grenze  v,,  von  der  an  er  gilt,  be- 
schäftigen sich  M.  Noether,  Ann  di  Mat  (2)  Y  (1871),  p  1—16,  Berl.  Abh.  (1882); 
Ptcard  et  Smarte  Throne  des  fonctions  alg^nques  de  deux  Yariables  ind^pen- 
dantes,  1. 1  (Pans  1897),  p  228—285;  H.-L,  p  466—476     [0] 
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durchgelegt  werden  kSmieii,  bildet  bei  binreichend  großem  v  eiae 
Schar  der  Dimension: 

(97)  y=  ('  +  'H''+ä)(''  +  »)_„„+^  +  a  _  1, 

d  h.  alle  Flachen  der  Schar  können  aus  N  von  ihnen  linear  kom- 
poniert werden. 

Hiernach  kann  jede  Raumkurve  als  vollständiger  Schnitt  von  N 
geeignet  gewählten  Flächen  v^  Ordnung  definiert  werden.  Die  kleinste 
Anzahl  von  Flächen,  welche  eme  gegebene  Baumkurve  aussehneiden, 
ist  im  allgemeinen  größer  als  zwei.*'^)  (So  kann  z  B.  schon  eme  sm- 
gularitätenfreie  Raumkurve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  NuU 
nicht  als  Durchschnitt  zweier  Oberflächen  zweiten  Grades  dargestellt 
werden,  da  nur  eine  einzige  solche  Fläche  diese  Kurve  enthält.) 

y.   Die  Elassßn  algebraischer  Gebilde. 

30.  Die  Hanptkurve  eines  Körpers  tuod  ihre  Weierstraßpunkte. 
Der  genaueren  Untersuchung  aUer  algebraischen  Kurven,  welche  zu 
demselben  Körper  oder  zu  derselben  Kurvenklasse  gehören,  legen  wir 
die  Betrachtung  der  sog  Hanptkurve  H  des  Körpers,  nämbch  derjenigen 
Kurve  im  Räume  von  i?  —  1  Dimensionen  zugrunde,  deren  homogene 
Koordmaten  durch  die  Gleichungen: 

(98)  x^'.Xi'.---'.Xp=='^^-M^'.--'-Mp'^dw^'.dw^:-":clw^ 
bestimmt  sind,  wenn  die  (S33,)  ein  Fundamentalsystem  für  die  ganzen 
Divisoren  der  Differentialklasse  TF,  also  die  {w^  das  System  der  zu- 
gehörigen Integrale  erster  Gattung  bezeichnet.  Ihre  Bedeutung  beruht 
darauf,  daß  sie  offenbar  invarianten  Charakter  bei  jeder  birationalen 
Transformation  des  Gebildes  besitzt.  Jede  durch  KoHmeation  unzer- 
störbare Eigenschaft  der  Hauptkurve  ergibt  somit  eine  wesentbche 
Eigenschaft  des  algebraischen  Gebildes. 

Ist  der  Körper  nicht  hypereUiptisch,  so  ist  die  Hauptkurve  stets 
vom  Geschleohte  jß  des  Körpers  und  von  der  Ordnung  2^  —  2;  sie 
besitzt  keinen  einzigen  singulären  Punkt.  Jedes  zum  Körper  gehörige 
algebraische  Gebilde  ist  auf  die  Kurve  H  ebenso  wie  auf  die  Bie- 
waMHSche  Fläche  eindeutig  bezogen.  Ist  dagegen  der  Körper  hyper- 
elliptisch, und  ist  u^  =  f       (e) 

seme  Grundgleichung,  so  entsprechen  jedem  Punkte  von  S  zwei  über- 

66)  G.  Landsherg,  J.  f  Math  181  (1904),  p.  155  ff.,  stellt  eine  einfache  Ranm- 
kurve  durch  eine  einzige  Gleichtmg,  die  Gleichung  ihres  Sekantenkomplexes  dar 
und  gibt  ein  Verfahren  zur  Aufstellung  dieser  Gleichung    [0] 
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einauderliegende  Punkte  der  zugehörigen  zwei  blättrigen  MiemannBohen 
Fläche  ^,  Infolgedessen  ist  hier  das  Geschlecht  der  Hauptkurre 
gleich  Null,  da  ihre  Koordinaten  in  dem  Unterkörper  K(0)  rational 
sind,  und  ihre  Ordnung  ist  nun  gleich  (p  —  1). 

Zerlegt  man  nun  nach  (87)  die  zu  der  Schar  (aBj, . .  235^)  gehörige 

Differentialdeterminante  A(9B),  deren  Divisor  der  Klasse  W*  an- 

gehört, so  erhält  man  die  Öleichung: 

(99)  A(9B)=.        ^^'' 

Die  den  Pnmteilem  von  A(SQ3)  entsprechenden  Punkte  ?P  sollen  die 
Weierstraß-Punhte  des  Körpers,  und  ihre  Ordnungszahlen  a  das  Ge-- 
wicßit  derselben  heißen.    Ist  allgemein  3*  durch  ^jj"*"^  genau  teilbar, 
so  folgt  aus  (99) 
(99a)    «  =  ü?-l)(«,-l)-fOP-2)(«,-l)+  ..  +  («^_,_1) 

und,  da  der  Divisor  von  A(S8ä)  der  Klasse  TT*  angehört,  so  er- 

gibt sich  aus  derselben  Q-leichung  für  die  Summe  der  Gewichte  aller 
TTcfers^a/öpunkte : 

(99b)  ^«  =  (i?-l)i?(^+l). 

Jeder  Körper,  dessen  Geschlecht  größer  ist  als  1,  besitzt  also  immer 
Wißicrsfe'aySp unkte;  nur  diese  haben  positives  Gewicht. 

Eine  andere  Charakterisierung  der  TFeiers^aySpunkte  liefert  un- 
mittelbar die  Anwendung  des  Jiiewanw-iJocAsohen  Satzes  zur  Bestim- 
mung der  Dimensionen  {iß},  {?p^),...  der  Divisorenklassen,  welche 
äljuivalent  den  Potenzen  ^,  ^^.  .  eines  beliebig  gegebenen  Prim- 
teilers sind,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Ordnungszahlen  aller  Funk- 
tionen des  Körpers,  welche  nur  in  ^  unendlich  werden.  In  dem 
Systeme  dieser  Ordnungszahlen  fehlen  nämlich  stets  genau  so  viele 
als  die  Geschlechtszahl  p  des  Körpers  angibt  [Weierstraßsf^Qr  Lücken- 
satz). Sind  nun  Q^y  q^,  . ,.  q^  diese  fehlenden  Ordnungszahlen,  so  ist 
allgemein: 

riOO)           ^^  ==  1»  Ca  ■=  «1  4-  1,  (»0  ="  «1  +  «9  +  !;•       7 
P,  =•  «1  -h  «jT  H h  «p-i  +  1- 

Für  jeden  gewöhnlichen  Punkt  der  Fläche  ist  also  stets  Q^  =  »,  d.  h. 
es  gibt  für  sie  keine  Funktionen  erster,  zweiter  . .  j^  Ordnung,  wäh- 
rend alle  höheren  Ordnungszahlen  auftreten.     Die  TTi^ersö'a/dpunkte 
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(Sl 

sind  dagegen  die  einzigen,  jfQr  welche  niohtkonstante  Funktionen  — 
existieren,  deren  Exponent  q  kleiner  als  _p  + 1  ist,  ^ 

Für  einen  hypereUiptisclien  Körper  vom  Geschlechte  p  sind  die 
2p  -\-  2  Verzweigungspunkte  die  einzigen  Wei€rstraß-p}Xükt6j  und  jeder 
von  ihnen  hat  das  Gewicht  ^p(jp  —  1).  Fflr  diese  Punkte  fehlen  die 
p  Ordnungszahlen  1,  3,  5, . . .  (2p  —  1).  Für  alle  anderen  Körper  ist 
da»  Gewicht  jedes  Weierstraßpuiiktes  kleiner  als  ^p(p  —  1),  ihre  An- 
zahl also  stets  großer  als  2^  +  2.  Elliptische  und  rationale  Korper 
haben  keine  WeierstraßT^voakte. 

Im  allgemeinen  tritt  ein  Primfaktor  ^  nur  in  der  ersten  Potenz 
in  A(iÖ?)  auf,  und  es  kann  als  eine  Besonderheit  betrachtet  werden, 
wenn  A(SS)  einen  mehrfachen  Teiler  enthalt  Für  einen  emfachen 
Teiler  fehlen  also  die  Ordnungszahlen  {1,2,.  ,p  —  1,  jp  +  1).  Ein 
Körper,  welcher  nur  die  gewöhnlichen,  durch  den  Wert  Ton  p  be- 
dingten Besonderheiten  darbietet,  heißt  ein  ordinärer  Klhper.  Ein 
solcher  hat  also  (p  —  1)  p(jP  -\-l)  verschiedene  Weierstraß^^xiiikte  ?ß 
vom  Gewichte  Ems,  und  für  jeden  von  ihnen  gibt  es  in  JBT  eine  Funk- 
tion mit  dem  ^fachen  Pole  ^,  aber  keine  Funktion  von  niederer 
Ordnung. 

Unterwirft  man  ein  algebraisches  Gebilde  F{is,u)  =  0  durch  die 
nmkehi'baren  Gleichungen  g  =  (p{g,v),  u'=il;{0,u)  einer  Abbildung, 
so  kann  derFaU  eintreten,  daß  das  transformierte  Gebilde  J?'(/,w')  =  0 
mit  dem  ursprünglichen  übereinstimmt.  Man  nennt  eine  solche  Ab- 
bildung eine  Transfonnatton  des  Gebildes  in  sich 

Diese  Transformationen  führen  jeden  Weierstraß^wakt  notwendig 

wieder   in   einen   solchen   über,  da  ja  jede  Funktion  — -,  in  welcher 

^  <  p  -j-  1  ist,  in  eine  andere  -7-  derselben  Art  übergeht. 

Die  Gesamtheit  aller  dieser  Transformationen  bildet  offenbar  eine 
Gruppe  0.  Femer  bilden  aUe  diejenigen  unter  ihnen,  welche  alle 
TFciers^ayöpunkte  in  Euhe  lassen,  eine  Untergruppe  U  von  Q,  und 
awisohen  6?  und  U  besteht  eine  Gleichung: 

wo  F  ein  Komplex  von  Transformationen  ist,  bei  denen  die  Weier- 
Sife'fl'^punkte  auf  lauter  verschiedene  Weisen  untereinander  vertauscht 
werden.  Da  es  überhaupt  nur  eine  endhche  Anzahl  von  Vertauschungen 
dieser  Punkte  gibt,  so  folgt  jetzt,  daß  die  Anzahl  aller  Transforma- 
tionen eines  Gebildes  in  sich  dann  und  nur  dann  endlich  ist,  wenn 
das  Gleiche  für  die  Anzahl  derjenigen  unt^r  ihnen  gilt,  welche  alle 
TFewrsifm/Spunkte  in  Ruhe  lassen. 
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Aus   der  bloßen   Tatsache  nun,   daß   die  Anzahl  dieser  Punkte 

^2Q)-f-l)  ist,  folgt  nun,  daß  jene  letzte  Anzahl  gleich  zwei  oder 

gleich  eins  sein  muß,  und  hieraus  ergibt  sich  der  merkwürdige  Satz: 

Em  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlecht  jj  >  1  besitzt  stets 

nur  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen  in  sich. 

Bei  der  genaueren  Untersuchung  der  Hauptkurve  H  eines  alge- 
braischen Körpers  handelt  es  sich  vor  allem  um  die  Frage,  welche 
Flächen  diese  vollständig  enthalten,  bzw,  wie  sich  H  als  vollKtändiger 
Schnitt  algebraischer  Flächen  darstellen  läßt.  Arithmetisch  betrachtet 
rcduziei^t  sich  diese  Frage  auf  die  andere,  wie  groß  die  Anzahl  der 
unabhängigen  Relationen  einer  beL'ebigen  r**°  Ordnung  zwischen  den  p 
ganzen  Divisoren  der  DiJBPerentialklasse   W  ist. 

Nun  folgt  aus  p.  604  (96),  daß  für  ein  hinreichend  großes  r  alle 
ganzen  Divisoren  der  Klasse  TT*"  als  ganze  homogene  Funktionen 
r^^^  Grades  jener  Fundamentaldivisoreu  (SEBi ,  SBj,  . . .  833^)  dai-stellbar 
sind.  Es  ist  aber  sehr  bemerkenswert,  daß  in  diesem  Falle  jene 
untere  Grenze  für  den  Exponenten  r  die  kleinstmögUche  wird;  es  gilt 
nämlich  der  folgende  von  JNöiÄer"^)  herrühi-ende  wichtige  Satz: 

Ist  der  Körper  K  nicht  hypereUiptisch,   so  kann  jeder  ganze 

Divisor  der  Klasse  TT'*  als  ganze  homogene  Funktion  r^  Grades 

der  p  Fundamentaldivisoren  TP^  der  Klasse  W  ausgedrückt  werden. 

TJm    diesen   Satz  zu    beweisen,   beachten   wir  zunächst,  daß  die 

Dimension  einer  beliebigen  Klasse  TF*"  nach  dem  jR^ewaMW-iJocÄschen 

Satze  stets  gleich  (2r  —  1)  (2^  —  1)  ist,  sobald  ;•  >  1  ist.    Andrerseits 

gehören  die  k*"  *"~   j  ganzen  Divisoren: 

stets  derselben  Klasse  an.  Kann  man  also  aus  ihnen  {2r  —  l)(p— 1) 
unabhängige  Diviaoren  auswählen,  so  ist  der  Nöther&(AiQ  Satz  in  seinem 
voUen  Umfang  bewiesen  Diese  Aufgabe  kann  aber  stets  gelöst 
werden,  und  zwar  geschieht  dies  zunächst  für  die  beiden  ersten  Klassen 
W^  und  TT*  durch  ein  direktes  Vei-fahren  Nehmen  wir  dann  an,  die 
Frage  sei  beieits  für  die  Klassen  W^  TF*,  ...  TP"  gelöst,  wo  y^S 
ist,  so  kann  sie  folgendermaßen  für  die  nächste  Klasse  TT'"'*'*  ent- 
schieden werden: 

Es  seien  SB„  und  S35^  irgend  zwei  ganze  teilerfremde  Divisoren 
der  Klasse  TT,  und  es  sei  ((S^)  ein  System  von   (2r  —  1)  (p —  1) 
Fundamentaldivisoren  der  Klasse  TT*".    Bilden  wir  dann   die  beiden 
E-eihen: 
(101)  aB„(@,)    undSB/®,), 

66)  Math   Auu.  17  (1880),  p.  268—284.    [Ö] 
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SO  gehören  die  Elemente  dieser  Systeme  zur  Klasse  W''+^  und  sind 
nadb.  dem  Vorhergehenden  ganze  homogene  Funktionen  (r  -f- 1)*«'  Ord- 
nung von  SBi,  SSj, . . .  SBp.  Soll  nun  ein  Divisor  zu  jeder  der  heiden 
Scharen  (101)  gehören,  so  muß  er  sowohl  durch  S03^  als  auch  durch 
SQS^,  also  auch  durch  ihr  Produkt  teilbar  und  somit  in  der  Schar: 
(101a)  Sa3„SB^(@,.J 

enthalten  sein,  wenn  @^_j  ein  System  von  (2r  —  S)  (p  —  1)  Funda- 
mentaldi vis«  »ren  der  Klasse  W-^  bedeutet.  Veremigt  man  also  jetzt 
die  beiden  Seharen  (101)  in  der  Art,  daß  ihr  größter  gemeinsamer 
Teiler  (101a)  nur  einmal  auftritt,  so  erhält  man  im  ganzen  (2^+1)  (p — 1) 
linear  unabhängige  Elemente,  und  diese  bilden  somit  em  Fundamental- 
system  für  die  Klasse  W'^^  w.  z.  b.  w. 
Hieraus  folgt,  daß  für  jedes  r  >  1 

(102)  r  =  (i>+;-')_(2r -1)0,-1) 

linear  unabhängige  homogene  Gleichungen  r**'  Ordnung  zwischen  den 
Divisoren  (SBi,  SSJa»  •  •  •  ^p)  bestehen,  und  ebenso  groß  ist  die  Dimen- 
sion der  Schär  von  Flächen  r**'  Ordnung,  welche  die  Hauptkurve 
enthalten 

31.  Die  Normalglelohungen  und  die  Moduln  der  algebraisolien 
Körper.  Ein  Körper  K  ist  durch  zwei  geeignet  gewählte  Elemente 
X,  y  oder  durch  die  zwischen  ihnen  bestehende  Q-leichung  f(x,y)^=0 
vollständig  bestimmt.  AUe  anderen  den  Körper  definierenden  Glei- 
chungen g  {e,  m)  =  0  sind  umkehrbar  eindeutig  auf  diese  bezogen. 
AUe  so  ineinander  transformierten  Gleichungen  rechnen  wir  mit  Bie- 
mann  in  eine  Klasse  Ist  die  Gleichung  f{x,y)  =  0  irgendwie  durch 
Bedingungen  charakterisiert,  welche  von  der  Wahl  der  Grundgleichung 
unabhängig  smd,  so  nennt  man  sie  eme  NormalgUichung '^  sie  enthält, 
wenn  das  Geschlecht  und  die  etwaigen  Besonderheiten  des  Körpers 
gegeben  sind,  eine  bestimmte  Anzahl  stetig  veränderlicher  unabhängiger 
Parameter,  welche  die  Moduln  der  Klasse  genannt  werden.  Eme  der 
Hauptaufgaben  der  Theorie  besteht  darm,  die  Anzahl  der  Moduln  zu 
bestimmen.  Die  soeben  durchgeführten  Untersuchungen  fuhien  in 
vielen  Fällen  zu  einer  einfachen  Losung  derselben. 

a)  Bi^  Körper  vom  Geschleckte  drei  und  vier.  Ist  zunächst  das 
Geschlecht  des  Körpers  gleich  drei,  so  ist  seine  Hauptkurve  eme  sm- 
^laritätenf  1  eie  ebene  Kuive  vierter  Ordnung,  und  jede  solche  Kurve 
entspncht  umgekehrt  einem  bestimmten  Körper  dieses  Geschlechtes  als 
Hauptkurve.  Die  Untersuchung  der  projektiven  Eigenschaften  dieser 
ebenen  Kurven  ist  hiernach  voüig  äquivalent  der  Analyse  beliebiger 
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nichtliyperelliptisclier  Körper  vom  Geschlechte  drei.  Nun  enthält  ater 
jene  Gleicliung  15  Konstanten,  von  denen  aber  nur  16  —  9  «=  6  wesent- 
lich sind,  da  man  die  Variablen  noch  linear  transformieren  kann;  sie 
sind  also  die  Moduln  des  algebraischen  Gebildes.  Zwei  Gebilde  mit 
verschiedenen  Moduln  smd  dann  im  allgemeinen  nicht  ineinander  bi- 
rational transformierbar. 

Die  adjungierten  Kurven,  deren  Schnittpunttsysteme  den  Diffe- 
rentialteilem  entsprechen,  sind  hier  die  Geraden  der  Ebene.  Der 
Körper  enthält  hier  keine  Funktionen  zweiter,  aber  unendlich  viele 
dritter  Ordnung.  Man  findet  sie  aUe,  wenn  man  durch  einen  beliebigen 
Kurvenpunkt  zwei  beliebige  Gerade  hindurchlegt.  Jedem  solchen  Ge- 
radensystem entspricht  eine  Divisorenklasse  von  der  Ordnung  drei  und 
der  Dimension  zwei,  nämlich  die  Ergänzungsklasse  der  zu  ^  gehörigen 
Klasse  P. 

Die  Hauptkurve  eines  Körpers  vom  Geschlecht  vier  ist  eine 
doppelpunktfreie  Raumkurve  sechster  Ordnung: 

Durch  sie  geht  nach  (102)  eme  einzige  unzerlegbare  Fläche  zweiter 
und  eine  dritter  Ordnung,  und  zwar  bildet  sie  den  vollständigen  Durch- 
schnitt derselben.  Die  Untersuchung  derjenigen  Köi^per  vom  Geschlecht 
vier,  welche  nicht  hypereUiptisch  sind,  ist  also  völlig  äquivalent  der 
Ergi-Ündung  der  projektiven  Eigenschaften  derjenigen  Raumkurven 
sechster  Ordnung,  welche  der  Schnitt  zweier  Flächen  von  zweiter  und 
dritter  Ordnung  ohne  besondere  Lagenbeziehungen  sind. 

Hier  gibt  es  aber  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  nichthyper- 
elhptischer  Körper  vom  Gescblechte  vier,  je  nachdem  die  zugehörige 
Fläche  zweiter  Ordnung  eine  ordmäre  Fläche,  also  ein  Hyperboloid, 
oder  ein  Kegel  ist.  Im  ersten  Falle  zerfällt  die  Hasse  W  in  zwei 
eindeutig  bestimmte  voneinander  verschiedene  Ergänzungsklassen  A 
und  B  der  dritten  Oidnung  und  der  zweiten  Dimension,  im  zweiten 
fallen  jene  beiden  Klassen  zusammen,  W  ist  also  das  Quadrat  einer 
eindeutig  bestimmten  Klasse  derselben  Art.  Im  ersten  Falle  gehen 
durch  jeden  Punkt  ^  der  Hauptkurve  zwei  und  nur  zwei  vonemander 
verschiedene  und  niemals  zusammenfallende  Trisekanten  dieser  Kurve 
hindurch,  welche  die  beiden  erzeugenden  Geraden  des  Hyperboloides 
durch  $  smd;  arithmetisch  werden  diese  Geraden  durch  die  beiden  durch 
?P  teilbaren  Divisoren  SI^ —  X%^  und  ©^  —  fi93a  dargestellt,  welche  zu 
den  beiden  Ergänzungsklassen  J.  =  (Sfj,  SIj)  und  5  =  (©j,  SSg)  gehören. 
Da  in  diesem  Fall  zwei  verschiedene  Klassen  dritter  Ordnung  exi- 
^eren,  so  gibt  es  in  £"  zwei  Funktionen  dritter  Ordnung  x  und  y, 
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welche  durcli  eine  irredükt^le  Gleichung  zuflaminenliäiiigen,  die  in  be- 
zug  auf  jede  Variable  von  drittem  Grade  ist,  und  sie  kann  als  Normal- 
kurve für  diesen  Fall  zugrunde  gelegt  werden.  Man  erkennt  leicht, 
daß  sie  9  wesentliche  Konstanten  oder  Moduln  besitzt. 

Im  zweiten  Falle  geht  durch  jeden  Punkt  ?ß  der  Hauptkurv^e 
eine  einzige  Trisekante  derselben,  welche  die  diesem  entsprechende 
Kegelkante  ist,  und  sie  gehört  zu  dem  '?ß  enthaltenden  Divisor 
?ti  —  ASTj  der  Klasse  J.  ==  (^Tj,  SIj).  Da  hier  nur  eme  Klasse  dritter 
Ordnung  existiei-t,  so  gelangt  man  zu  einer  Normal gleichung,  wenn 
man  aus  K  eine  Funktion  dritter  und  eine  geeignet  normierte  Funk- 
tion sechster  Ordnung  auswählt.  Die  Gleichung,  durch  welche  diese 
zusammenhängen,  hat  die  Form 

und  ihi-e  Diskriminante  hat  verschiedene  Wurzeln;  umgekehrt  charak- 
terisiert jede  solche  Gleichung  emen  derartigen  Körper.  Diese  Glei- 
chung besitzt  acht  wesenthche  Konstanten  oder  Moduln 

b)  Die  rationalen  eUiptMihen  und  hyperelhptischm  Gebilde.  Die 
Körper  K(0,  u)  und  K(a;,  y)  mögen  zunächst  beide  das  Geschlecht 
Null  haben,  und  es  seien 

g  ^  r{t),  u  =»  s(t)    bzw.    X  ^  B(v),  y  =  jS^(t) 

die  Ausdrücke  der  Funktionen  durch  je  eine  Funktion  t  und  t  ersten 
Grades  von  K{0,u)  bzw.  K{x,y)]  sind  beide  Körper  also  gleich,  so 
hängen  diese  Funktionen  ersten  Grades  notwendig  durch  eme  lineare 
Gleichung  «t  + 13 

zusammen;  umgekehrt  können  aber  auch  offenbar  irgend  zwei  ratio- 
nale Gebilde  durch  eme  derartige  Substitution  stets  ineinander  trans- 
formiert werden;  die  Anzahl  dei  Moduln  ist  hier  also  gleich  NuU  und 
es  gilt  der  Satz: 

Jedes  algebraische  Gebilde  vom  Geschlechte  NuU  kann  durch 
unendlich  viele  Transformationen,  welche  von  drei  wiUkürlichen 
Parametern  abhängen,  m  jedes  andere  Gebilde  derselben  Art  über- 
geführt werden. 

Ein  hypereUiptischer  Körper  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  er 
eine  Funktion  zweiter  Ordnung  enthält  Wählt  man  sie  zur  unab- 
hängigen Variablen,  so  kann  man  die  andere  so  wählen,  daß 

(103)  w«  =  (;ef--ei)C«  — Ca)--    (^  —  «sp+s) 

wird.    Dann  ist: 

(103a)  Ä=^,    «  =  ^, 
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und  die  Gleichung  (103)  läßt  sich  schreiben: 

(103b)    8,'  =  (ä,~eitt.)(ä,~C3n,)...(5,--ea^+an.)=G^(8„lt,> 

Ist  nun  i)  >  1;  so  folgt  aus  dem  22«e»ianM-22ocÄschen  Satze,  daß  die 
Klasse  zweiter  Ordnung  ^  =  (j,,ti,),  welcher  Zähler  und  Nenner  von 
8  angehölen,  von  der  Dimension  zwei  ist,  und  daß  sie  die  einzige 
Klasse  zweiter  Ordnung  ist.  Jede  andere  Funktion  zweiter  Ordnung 
t^  hängt  also  mit  0  durch  eine  Gleichung: 

(104)  '  ^'=:-^^ 

(104a)  i.-<^h  +  ßn. 

zusammen.  Ist  daher  ein  zweites  hypereUiptisches  Gebilde  vom  Ge- 
schlechte p  durch  die  entsprechende  Gleichung 

B/='  ii^—  ei'O  (ä^—  CaX,)  . . ,  (i,  — e'g^+a«^)  =  G^U-»«.'); 
charakterisiert,  so  ist  dann  und  nur  dann  K{g,u)  ==  K{8,u^,  wenn  0 
mit  0'  durch  eine  Gleichung  (104)  zusammenhängt,  wenn  also  ÖU.>^«) 
und  Gr'(äj,,n,,)  durch  die  Substitution  (104a)  ineinander  übergehen 
Das  ist  aber  bekannthch  dann  und  nui  dann  der  Fall,  wenn  die  Yer- 
zweigungspunkte  (e^',  e^', .  •  •  ^p+s)  ^^  angeordnet  werden  können, 
daß  die  2  p  —  1  Doppel  Verhältnisse  (e^,  ^,  e^,  e^  und  (c^',  Cj',  Cg',  e^') 
einander  gleich  sind.  Es  besteht  also  der  Satz  (der  auch  für  ^  «=  1 
richtig  bleibt): 

Die  Anzahl  der  Moduln  der  hypereUiptischen  Gebilde  vom  Ge- 
schlechte jp  ist  stets  gleich  2p — 1. 

Im  Falle  jp  =  1  tritt  der  wesentliche  Unterschied  ein,  daß  es 
hier  nicht  nur  eine,  'sondern  unendlich  viele  verschiedene  Klassen 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Dimension  gibt,  es  ist  also  hier  nicht 

notwendig,   daß /=« — J^    sein  muß,  wenn  K(ß^u)  =^  K(ß',u)  sein 

soU.    Man  zeigt  aber  auch  hier,  daß  dann  und  nur  dann  zwei  durch 

die  Gleichungen 

ri05"^  *** ""  ^^^  —  ei)  («  -  e,)  {g  —  e,){0  —  cj 

definierte  Körper  Ki0,u)  und  K{g',u')  einander  gleich  sind,  wenn  die 
beiden  Doppelverhältnisse  (c^,  Cg,  Cg,  ej  und  (e^',  e^',  c^',  e{)  gleiche 
Werte  haben.  Ist  das  der  Fall,  so  geht  also  auch  sicher  der  eine 
Körper  in  den  anderen  durch  die  obige  hneare  Transformation  über; 
nur  gibt  es  hier  außer  dieser  noch  unendlich  viele  andere  Transfor- 
mationen, welche  den  unendlich  vielen  verschiedenen  Divisoreuklassen 
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von  der  Ordnung  und  der  Dimension  zwei  entsprechen.  Zu  dem 
vorigen  Theorem  tritt  also  im  Falle  ^  =  1  noch  der  folgende  Satz 
hinzu: 

Ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geachlechte  Ems  besitzt  unend- 
lich viele  Transformationen  in  sich,  welche  von  einem  veränderlichen 
Parameter  abhängen. 

c)  Die  ordinären  Körper  vom  Geschlecht p^^.  Ist  K  ein  ordi- 
närer Korper  vom  Geschlecht  p,  so  ist  zwar  seine  Hauptkurve  von 
invarianter  Beschaffenheit,  sie  ist  aber,  da  sie  im  (p  —  D-dimensio- 
nalen  Räume  liegt,  nicht  direkt  zur  Aufstellung  einer  Normalgleichung 
verwendbar.  Man  gelangt  aber  zu  einer  solchen,  wenn  man  auf  der 
Hauptkurve  {p  —  3)  Punkte  willkürlich  aber  fest  auswählt  und  ver- 
möge eines  durch  sie  hmdurchgelegten  Büschels  ebener  Mannigfaltig- 
keiten diese  Kurve  in  eine  Ebene  projiziert.  So  ergibt  sich  als  Pro- 
jektionskurve eine  ebene  Kurve  der  (p  + 1)**°  Ordnung  vom  Geschlechte 
p  mit  ^p(p  —  3)  gewöhnlichen  Doppelpunkten;  und  umgekehrt  beweist 
man  leicht,  daß  jede  solche  Kurve  einen  ordmären  Körper  vom  Ge- 
sohlecht  p  definiert.  Aus  der  einfachen  Abzahlung  der  wesentlichen 
Konstanten  dieser  Normalkurve  ergibt  sich  der  wichtige,  auch  ftir 
J9=2  gültige  von  Biemann  zuerst  aufgestellte  Satz: 

Eine  Klasse  algebraischer  Gebilde  vom  Geschlecht  p  ohne  jede 
Besonderheit  besitzt  dp — 3  Modoln. 

33.  Die  NormalgleloliTingen  und  die  Moduln  der  allgemeinen 
Körper  vom  Gesohleoh.t  p.  Es  sei  jetzt  aUgemein  K  ein  nichtordi- 
närer Körper,  ^«o  einer  seiner  Weierstraßpmikie  Wir  betrachten  dann 
aUe  Funktionen  von  K,  deren  Nenner  eine  Potenz  von  ^ß».  ist;  es  sei 
n  die  kleinste  positive  unter  den  vorhandenen  Ordnungszahlen,  r  +  ** 
sei  eine  spätere,  welche  in  der  Reihe  der  Ordnungszahlen  an  (Ä+1)*" 
Stelle  stehen  möge,  und  zwar  sei  sie  die  kleinste  Zahl  dieser  Reihe, 
welche  zu  w  teilerfremd  ist.  Sind  dann  x  und  y  zwei  Funktionen  des 
Körpers,  welche  die  Divisorendarstellung 

(106)  a;=|^,     2^  =  ^!^; 

besitzen,  so  sind  sie  durch  eine  irreduktible  Gleichung  vom  Ge- 
schlechte p 

(107)  F[  X  ,y}^0 

verbunden  Diese  Kurve  besitzt  ferner  genau  ^{n  —  1)  (r  -f-  w — 1)  — p 
Doppelpunkte  im  Endlichen.  Umgekehrt  definiert  jede  solche  Glei- 
chung einen  Körper  dieser  Art  vom  Geschlechte  p,  und  x,  y  besitzen 
die  Darstellung  (106).  Bringt  man  nun  durch  geeignete  Normierung  von 
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jg,  und  jtp  möglichst  viele  von  den  Konstanten  von  F(x,y)  in  Fortfall  und 
reduziert  man  ferner  die  Eonstantenzahl  dadurch,  daß  man  der  Kurve 
die  obige  Zahl  von  Doppelpunkten  erteilt,  so  erhalt  man  wieder  durch 
Abzahlung  die  Anzahl  der  übrigbleibenden  wesenthchen  Konstanten, 
und  zwar  ergibt  sich  der  Satz: 

Es  sei  fßr  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlecht  p  die  Ge- 
samtheit der  zu  einem  behebigen  WeierstraßT^imki^  ^w  gehörten 
vorhandenen  Ordnungszahlen  bekannt;  n  sei  die  kleinste  positive 
unter  ihnen,  n-\-  r  aber  die  nächste,  welcbe  zu  n  relativ  ptim  ist, 
und  es  stehe  r-f-win  jener  Reihe  an  (Ä-f-l)'*"  SteUe.  Dann  ist  die 
Anzahl  der  Moduln  des  Gebildes  gleich 

Folgerungen',  oi)  Besitzt  das  Gebilde  wenigstens  einen  regulären 
Weierstraßipxixikt  ^n,  so  ist  fQr  ihn  die  Reihe  der  vorhandenen  Ord- 
nungszahlen (0,  jj,  2?  4"  2,  p  -}-  3  . . .).  Also  ist  für  ihn  n  =^,  und  wenn 
jp  +  r  die  erste  zu  p  teilerfremde  Zahl  ist,  so  ist  Ä  =  r;  also  besteht 
der  Satz: 

Besitzt   das    algebraische   Gebilde  auch  nur   einen  regulären 
TTeier^ra^punkt,  so  ist  die  Anzahl  seiner  Moduln  gleich  3^  —  3. 
ß)  Ist  fOr  einen  T^eiers^m^punkt  ^«  die  Reihe  der  vorhandenen 
Ordnungszahlen 

wo  ^  >  1  ist,  so  ist  wieder  w  =  jp,  r  =«  1,  also  li  =  2,  und  die  Zahl 
der  Moduln  wird  daher  3p  —  4. 

y)  Ist  das  Gebilde  hyperelliptisch,  so  wird  jene  Reihe: 

(0,2,  4,...2i,,  2i,+  l,  2i,  +  2,    ..), 

also  n  =  2,  n  +  *•  =»  2jp  + 1,  Ä=«p+1,  also  ergibt  sich  wieder  die 
Anzahl  der  Moduln  gleich  2p  —  1. 

S)  Enthält  das  Gebilde  einen  Wder8traßi^m\kt  mit  der  Ordnungs- 
zahl drei,  so  läßt  sich  die  Reihe  der  ffir  diesen  Punkt  vorhandenen 
Ordnungszahlen  folgendermaßen  schreiben: 

0,  3,  6, . . . 

3^  +  1,  3ft, -1-4,3^, -f  7,... 

3/ia  +  2,  3^  +  5,  3/^-f8,.... 

Die  Anwendung  des  allgemeinen  Satzes  auf  diese  Reihe  ergibt,  daß 
die  Zahl  der  Moduln  m  diesem  Falle  gleich  p  -{-2^  oder  gleich 
p  -f-  2/i3  -f-  1  ist,  je  nachdem  ^  ^  fXs  oder  /^i  >  ^  ist. 

An  eine  charakteristischere  Eigenschaft  des  Körpers  knüpft  die 
folgende  Methode  zur  Auistelliing  einer  Normalgleichong  an:  Als  un- 
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abhängige  Yaiiable  x  nimmt  man  eine  Funktion  der  niedrigsten  Ord- 
nung (i,  welche  in  K  überhaupt  auftritt,  und  wählt  dann  das  andere 
Element  y  so  aus,  daß  K(x,y) '=' K  wird.  Aus  dem  Biemann-Boch- 
schen  Satze  ergibt  sich  dann,  daß  die  Klasse  Ä  des  Zählers  und  Nen- 
ners von  X  notwendig  die  Dimension  zwei  hat,  und  daß  für  ordinäre 

Körper  ihre  Ordnung  (i  gleich  y  -|-  1  oder  7"  sein  muß,  je  nach- 
dem p  gerade  oder  ungerade  ist.  Im  ersten  FaUe  existiert  nur  eine 
endliche  Anzahl,  im  zweiten  einfEich  unendlich  viele  solche  Divisoren- 
klassen  der  Dimension  zwei  und  der  Ordnung  [i. 

In  welcher  Weise  dann  die  abhängige  Variable  y  ausgewählt 
werden  kann,  werde  flir  den  Fall  ^  ==  3  unter  der  Annahme  aus- 
geführt, daß  das  Gebilde  nicht  hyperelliptisch  ist,  wohl  aber  auf  eine 
dreiblättrige  Biemamische  Fläche  bezogen  werden  kann,  wobei  jetzt 
p  >  4  vorausgesetzt  werden  kann. 

In  der  eindeutig  bestimmten  Klasse  A  =  {%  W)  der  niedrigsten 
Ordnung  3,  wähle  man  a;  =  ^  so  aus,  daß  Sl'=  «ßjW^ßaWißgM  drei 

verschiedene  Primfaktoren  enthält.  Es  sei  dann  r  der  kleinste  Ex- 
ponent, für  welchen  {X'"}>r  +  1  ist.    Wählen  wir  dann  von  dieser 

Klasse  «/  =  %  so  aus,  daß  der  Zähler  Sl^  von  den  r  + 1  Potenzpro- 
dukten (%%  W~^%', . . .  Sl'O  linear  unabhängig  ist,  so  hängen  x  und 
y  durch  eine  in  y  kubische  irreduktible  Gleichung  F{y,x)  =  0  zu- 
sammen, und  es  ist  K{x,  y)  =  K  Durch  geeignete  Bestimmung  des 
Zahlers  Sl^  von  y  kann  man  erreichen,  daß  diese  Gleichung  die  Form 
erhält:  F(y,  rr)  =  y»  +  a,,ix)y  +  &8,(^)  =  0 

Ist  (1,  |^*\  |<*0  6^^  normales  Fundamentalsystem  dieses  Körpers  für 
die  Stelle  (a;=oo),  so  sind  die  Ordnungszahlen  von  g(^>  und  g(*)  gleich 
— . r  und  —  (r-\-s),  wo  O^s^r  ist.  Umgekehrt  bestimmt  eine 
solche  Gleichung  dann  und  nur  dann  einen  Körper  vom  Geschlecht  p, 
bei  Beschränkung  auf  gewöhnliche  Singularitäten,  wenn  diese  Kurve 
t=n{r—s)  gewöhnliche  Doppelpunkte  hat.  Bestimmt  man  nun  die 
in  aj^(a;)  und  \^{x)  vorhandenen  Koeffizienten  so,  daß  die  Kurve  in 
T  beliebig  gegebenen  Punkten  je  einen  Doppelpunkt  hat,  und  beseitigt 
man  von  den  dann  in  dieser  Gleichung  auftretenden  Konstanten 
so  viele,  wie  sich  durch  Normierung  der  Variablen  x  und  y  fortschaffen 
lassen,  so  ergibt  sich  als  Schlußresultat  der  folgende  Satz: 

Wenn  in  einem  Körper  vom  Geschlechte  J)  >  4  keine  Funk- 
tionen zweiter,  wohl  aber  solche  der  dritten  Ordnung  existieren,  so 
gibt  es  eine  und  nur  eme  Diviaoreäklasse  Ä  der  Ordnung  drei  und 
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der  Dimeneion  zwei  und  eine  bestimmte  Potenz  von  A  mit  mög- 
lichst niedrigem  Exponenten  r,  deren  Dimension  größer  als  r  -f-  1 
ist.    Setzt  man  dann: 

iJ  =  2r  +  s  -  2, 

so  ist  y^s^O,  und  die  Klasse  des  algebraischen  Gebildes  ist  durch 
^  +  2f  resp.  ^•\-2r  —  1  Modnln  charakterisiert,  je  nachdem  s 
positiv  oder  Null  ist     Die  Zahl  der  Moduln  wird  möglichst  groß, 

nämlich  S^)  +  1,  wenn  r  seinen  Maximalwert  4"  "i~  1    ^'^^^  ^T 
annimmt,  also  5  =  0  bzw    1  wird. 


Tl.  A1gel)raischo  Belationen  zTrischen  Abelschen  Integralen. 

33.  Algebraische  Normiertmg  der  Fundamentaliategrale  erster 
und  zweiter  Gattung.  Aufgabe  dieses  Abschnittes  ist  es,  durch  di- 
rekte algebraische  Methoden  Einblick  in  die  Periodizität  der  Mtd- 
sehen  Integiale  und  in  die  Zusammenhangsverhältnisse  der  zum 
Körper  K  gehörigen  JR/emannschen  Flächen  zu  gewinnen.  Hier  sind 
die  algebraischen  Tatsachen  festzustellen,  welche  den  Sätzen  der  Ana- 
lysis  Situs  und  den  geometrischen  Theoremen  entsprechen,  mit  deren 
Hilfe  sonst  die  topologischen  Eigenschaften  der  JRjemawwschen  Flachen 
erkannt  und  ihre  Zerschneidung  geleistet  wird  ^') 

Filr  diese  Untersuchungen  wählen  wir,  was  stets  durch  eine  bi- 
rationale Transformation  erreicht  werden  kann,  die  unabhängige  Va- 
riable &  =  ^  so,  daß  sie  als  Nenner  nur  die  Potenz  eines  Primdivi- 

sors  besitzt,  daß  also  die  zugehörige  Utemawwsche  Fläche  9fl,  im 
Unentllichen  einen  einzigen  »i-blättrigen  Verzweigungspunkt  iß«  besitzt. 
Die  Gesamtheit  aller  ganzen  algebraischen  Funktionen  von  xf, 
welche  also  nur  in  ^oo  unendlich  groß  werden,  bildet  das  Ideal  2(1) 
aller  Multipla  des  Divisors  1     Es  seien 

(|<°>,  |fi>, .  .    |(«-i))    und    (i?W  1?^^,  .    .V"-'^) 

67)  Derartige  Meth'iden  sind  zuerst  von  Weierstraß  in  seineu  Vorlesungen 
verwendet,  jedoch  erst  bei  B-N  (1894),  p  426—429  ia  äußerst  knapper  Form 
etiz/iert  worden  Die  ibnen  zugrunde  liegende  Form  des  Satzes  von  der  Ver- 
tanschbarkeifc  des  Argumentes  und  des  Paiameters  bei  den  Integralen  dritter 
Gkittung  rekonstruiert  Baker  {1891)  (B.  186—186)  und  gibt  zugleich  eine  einfachere 
Form  des  Satzes  {B  194\  bei  der  die  von  Weierstraß  benutzte  von  jj  +  2  Stellen 
des  Gebildes  abhängige  Funktion  durch  eine  nur  von  zwei  Stellen  des  Gebildes 
abhängende  ersetzt  mid  Unter  Benutzung  der  BaAcrschen  Foi-m  des  Satzes 
wird  der  M'eMrÄtrajÖaohe  Gedauke  bei  ff-L  durchgeführt.  Für  die  WeierBtraßBche 
Durchfahrung  vgl.  Weierstraß,  Vorlesungen,  p.  804ff    [0] 
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ein  für  ^^  normales  Fundamentalsystem  für  diese  ganzen  Funktionen 
und  sein  komplementäres  System,  welches  dann  ebenfalls  für  ^m  normal 
ist;  durch  diese  beiden  Systeme  denken  wir  uns  in  der  Folge  die 
ganzen  algebraiEcben  Funktionen  des  Körpers  emerteits  und  die  Abel- 
sehen  Integrale  andrerseits  dargestellt 

Betrachtet  man  nun  die  Ordnung  des  TJnendlichwerdeus  aller 
ganzen  Funktionen  im  Punkte  ^j?«,  so  treten  nach  dem  Weierstraß- 
schen  Lückensatze  nicht  alle  positiven  ganzen  Zahlen  als  Ordnungen 
dieser  Funktionen  auf,  sondern  es  fehlen  stets  p,  also  genau  so  viele 
als  es  verschiedene  Integrale  erster  Gattung  gibt.  Bezeichnet  man 
nun  diese  fehlenden  Ordnungszahlen  nach  ihrer  Größe  geordnet  durch 

Qu  9i>  •  •  •  9p 
so  kann  mau,  wie  eine  einfache  Diskussion  zeigt*''*),  ein  System  von 
p  unabhängigen  Integralen  erster  Gattung 

lein  algebraisch  so  normieren,  daß  allgemein  Wf  in  ^a,  die  positive 
Ordnungszahl  p<  besitzt.  Man  kann  es  sogar  ei*reichen,  daß  in  der 
Entwicklung  von  w;^  im  Bereiche  von  ip«,  die  Glieder  der  höheren 
Ordnungen  Qt^^,  p,+2, .  -  .  Qj,  sämtlich  den  Koeffilzienten  Null  haben. 
Durch  diese  Festsetzungen  smd  dann  die  w<  eindeutig  festgelegt. 

Feiner  kann  man  nun  p  Integrale  zweiter  Gattung  mit  dem  ein- 
zigen Pole  «ßoo,  (<i,  t^f"-  tp)  so  bestimmen,  daß  sie  in  diesem  Punkte 
in  den  Ordnungen  Qi,  Qi,  .  •  P?  unendlich  werden,  so  daß  also  jedes 
Produkt  Witt  in  ^„  endlich  und  von  Null  verschieden  wird.  Durch 
diese  Festsetzung  smd  die  Integrale  #,  nur  bis  auf  eine  homogene 
lineare  Funktion  von  Integralen  erster  Gattung  bestimmt;  ihre  voll- 
ständige Normierung  behalten  wir  uns  vor. 

Jedes  andere  zu  fR^  gehörige  Integral  zweiter  Gattung,  welches 
also  nur  polare  Un Stetigkeiten  hat,  ist  dann  auf  eine  einzige  Weise 
als  Summe  einer  Funktion  des  Körpers  und  einer  homogenen  linearen 
Funktion  dieser  2p  Fundamentalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung 
darstellbar*'^)  Man  bezeichnet  daher  die  Reihe  {t^,  t»,  ••  ■  ipt  ^i,  ^at 
,..w)  derselben,  oder,  wenn  allgemein  «{;^  =  <p  +  ,  gesetzt  wird, 
die  Beihe 

(107  a)  ti,    .-tpftp+w    hp 

als  ein  Fundamentalsystem  für  die  allgemeinen  Integrale  melier  Gat- 

C7a)  Vgl.  S-i,  p   664-670. 

68)  D-W  (p.  289—290)  beweisen  die  lineare  Ausdxüokbarkeit  aller  Diffe- 
lentiale  erster  und  zweiter  Gattung  durch  2p  geeignet  gewählte  auf  rein  alge- 
■braischem  Wege.   [0] 
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tungi  dasselbe  ist  ein  irredtiktibles  System  solcher  Integrale,  weil 
^eine  lineare  Yerbiadnng  von  ihnen  gleich  öiner  Funktion  des  Kor- 
perd  sein  kann.  Jedes  andere  Fnndamentalsjstem  für  diese  Integrale 
"geht  aus  diesem  durcb  eine  nmkebrbare  lineare  Snbstitntion  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  Hervor. 

34.  Die  Integrale  dritter  G-attong  xind  der  Sats  von  der  Ver* 
tansclLung  von  Parameter  und  Argument.  Um  za  einer  einheitlichen 
DarsteUnng  der  Integrale  dritter  Gattung  zu  gelangen,  welche  in  un- 
serer Theorie  eine  Hauptrolle  spielt,  führen  wir  die  folgende  algebraische 
Funktion  der  beiden  unabhängigen  Variablen  0  und  e  ein: 

(108)  ö(?ß,^)  =  ^  ''o  +  ^  ''i  +__•_•  +  ^^«-i'J«-! . 

Hier  sind  ^  und  ?ß  zwei  verschiedene  unabhängig  veränderliche  Punkte 
der  Flache  fft,,  und  die  in  ö  auftretenden  Funktionen  hangen  von  ^ 
oder  von  ?ß  ab,  je  nachdem  sie  überstrichen  oder  nicht  überstrichen 
sind.  Diese  Funktion  ist  also  in  rationaler  Weise  von  den  beiden 
Variablensystemen  (sii,u)  und  (ß,ü)  abhängig,  ist  also  eme  Größe  des  Kör- 
pers K{0u,  gü)  Eine  einfache  Zerlegung  von  ö(^,  ^)  in  seine  Primfak- 
toren zeigt  dann,  daß  ein  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den 
logarithmischen  Stellen  ?ßi  und  ?Pj  und  den  zugehörigen  Residuen 
—  1  und  + 1  üi  einer  der  folgenden  beiden  Formen  darstellbar  ist: 

(109)  ö^^,  =-fäKe(%^)-mM)=^ß4^^!^,^^  dg.^') 

Der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument 
ist  bei  dieser  Auffassung  die  Folge  einer  algebraischen  Identität,  welche 
sich  folgendermEkßen  aussprechen  läßt: 

Normiert  man  die  bis  jetzt  nur  bis  auf  Integrale  erster  Gat- 
tung bestimmten  Integrale  t^ft^,  •  .  tp  m  geeigneter  Weise,  so  bleibt 
der  Differentialausdruok: 

a09a)  D(^,'?)  ==  §=  ei%^)  dg  d0  +^dw,i^) .  dt,m 

1 

welcher  für  das  Ai'gument  ?ß  ein  Differential  zweiter  Gattung  mit 
dem  einzigen  und  einfachen  Pole  ^  darstellt,  bei  der  Vertauschung 
des  Argumentes  ^  und  des  Parameters  $  ungeändert 
Wir  können  nunmehr  zu  der  Integralform  des  Vertauschungs- 

69)  Diese  Form  dea  Inte^^la  dritter  Gattang  und  die  daraus  folgende  fix 
die  Integrale  2.  Gattung  ist  von  Baker  gegeben  worden  [Math.  Ann.  45  (1894)» 
p.  67]     Vgl   S.-L,  p.  576-687.   [0] 
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Satzes  von  Parameter  imd  Argrunent  dadurch  übergehen,  daß  wir 
die  veranderliclieii  Punkte  ^  und  ^  auf  zwei  bestimmten  Wegen 
5  und  (S  fortrücken  lassen,  von  denen  der  erste  8  sich  von  ^ 
nach  ^g,  der  zweite  6  von  Dj  nach  D^  erstrecken  mögen,  und  so- 
dann den  Differentialausdruck  i)(^,$)  über  diese  beiden  Wege  inte- 
grieren. Machen  wir  zuerst  die  Voraussetzung,  daß  sich  die  Wege  s 
und  6  nicht  schneiden,  so  ergibt  sich  jenes  Theorem  aus  dem  folgen- 
den Satze: 

Das  Integi'ol: 

(110)   fd&;^^  -/(Ö(^,D,)  -  Ö(¥,0,)}  d0  +±ß''if^^^ 

9x  ^  *=1%  öl 

bleibt  ungeandert,  wenn  man  (^^  ^2)  ^^^  (^  ^)  vertauscht,  oder 
kürzer,  es  ist  ä,  cl, 

(110a)  /^ÄD^D.  -  A 

Die  gleiche  Eigenschaft  besitzt  auch  jedes  Elementarintegral 
dritter  Gattung,  welches  aus  dem  vorigen  durch  HinzufQgung  einer 
Summe  p^    ^       d. 

^^ijc  jdwA  dw^ 

entsteht,  wenn  das  Koeffizientensystem  symmetrisch  ist.^^  Außer 
diesen  Integralen  gibt  es  aber  keine  andere  Elementarintegrale  dritter 
Gattung,  welche  die  Vertauschung  der  Argumente  ^j^a  und  der  Pa- 
rameter OiDg  gestatten. 

Dieses  Theorem  wird  modifiziert,  wenn  die  Integrationswege  8 
und  ö  sich  schneiden.'^)    Setzen  wir  allgemein  die  Differenz 

(111)  fi&D^^  —ßsi^^  =  J(s,ö), 

80  ist  I{s,6)  nach  (110a)  gleich  Null,  wenn  s  und  6  getrennt  verlaufen. 
Beachten  wir  die  leicht  erweisbaren  Sätze,  daß,  wenn  man  a  oder  a  in 
zwei  beliebige  Teile  zerlegt, 

rim  J(s'+5'»  =  i(s»  +  /(s'», 

'^    ^    j(s,tf'+o  =  J(«,0-l-J(«,O,  J(s,ff)»-JM 

ist,  so  braucht  jener  Wert  nur  für  zwei  unendlich  kleine  sich  kreu- 
zende Wegstrecken  (s^,  cf^)  berechnet  zu  werden;  nun  erhält  man  für 
diese  J(«Q,Ö5)==»  +  2jr«   je  nachdem   der  Übergang  von  s^  über  6^ 

70)  Vgl.  B ,  p.  194.  [O] 

71)  Vgl  B.,  p.  187.   [0] 
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vom  rechten  zum  linken  oder  vom  linken  zum  rechten  Ufer  erfolgt. 
Im  ersten  Fall  boU  jener  Übergang  ein  posthver,  im  zweiten  ein  "m- 
gativer  genannt  werden.  Hieraus  ergibt  sich  dann  der  allgemeine  Satz: 
es  ist  stets: 

(113)  y^ö^ctD.  —  fd^^^  =  2m{s,6\ 
(*)  (*<^) 

wo  (s,ö)  der  Überschuß  der  Anzahl  der  positiven  über  die  Anzahl  der 
negativen  Übergänge  von  s  über  6  bedeutet.  Diese  Zahl  (s,<y),  welche 
kurz  dte  ArusoM  der  tJh&rgwnge  genannt  werde,  heißt  nach  Kronecker 
die  CharakiensWc  der  beiden  Wege  s  und  6.  Es  ist  besonders  wichtig, 
daß  sich  die  Charakteristik  durch  Integrale  längs  des  emen  und  des 
andern  Weges  ausdrückt;  so  erhalten  wir  ein  Mittel,  um  die  Zusammen- 
hangsverhältnisse der  Flächen  91,  ohne  Hilfe  der  Analysis  situs  zu 
finden.  In  dieser  Auffassung  haben  wir  jene  Gleichungen  vollständig 
zu  diskutieren  und  gelangen  so  zum  Verständnisse  der  der  JRiemann- 
schen  Fläche  eigentümlichen  Zusammenhangsverhältnisse. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  (113)  die  Wege  s  und  6  beide  als 
geschlossen  voraus,  so  stellt  (s,  tf)  die  Charakteristik  zweier  Perioden- 
wege dar,  und  die  in  ihr  auftretenden  Integrale  dritter  Gattung  fallen 
fort.    Dann  ergibt  sich  die  wichtige  Periodem-elation: 

(1 14)  t^(-)w,(')  + . . .  +t/)w^(')  —  w,(%i')  - .    .  -  w/H/)  ^  2^iis,a), 

wenn  z.  B  Jdt„  ==  tj*^  gesetzt  wird. 

o 

Es  sei  nun  zunächst  s  ein  solcher  geschlossener  Weg,  daß  für 
ihn  aUe  2p  Perioden  tj*^  und  wj*^  NuU  sind.  Dann  besitzt  auch 
jedes  Intpgral  mit  polaren  Unstetigkeiten,  erstreckt  über  s,  den  Wert 
Null.  Ein  solcher  Weg  werde  äquivalent  Null  gesetzt  und  ein  Nullweg 
genannt.  Ist  ferner  tf  ein  ebenfalls  geschlossener  sonst  aber  beliebiger 
Weg,  so  ist  btets  (s,  ff)  =  0;  jeder  geschlossene  Weg  6  überschreitet 
also  s  ebensooft  von  rechts  nach  links,  wie  von  links  nach  rechts. 

Ist  zweitens  6'=^^D^  ungeschlossen,  so  folgt  aus  (113),  daß 

i^y^)  ^  ^J(ß^^y^)  -  ^^y^Mi^  aur  von  O^  und   D,,   nicht 

f 
aber  von  tf  abhängig  ist,  und  daß  dieses  Integral  nur  einen  von  den 
drei  Werten  0,  -j-  1,  —  1  haben  kann.    Hieraus  folgt,  daß  man  aUe 
Punkte  der  Fläche  in  bezug  auf  s  eindeutig  in  zwei  Klassen,  die  »w«e- 
ren  und  die  äußeren  Punkte  von  $  einteilen  kann. 

Durch  jeden  Nullweg  s  wird  die  Flache  SJ  m  zwei  getrennte 
Teile  geteilt,  welche  aus  den  inneren  und  den  äußeren  Punkten  von 
8  bestehen.    Ist  j)  =  0,  so  ist  jeder  geschlossene  Weg  ein  Nullweg, 
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35.  Einteilung  aller  Wege  auf  einer  Biemannsohen  FlSohe  in 
Klassen.  loH  betrachte  nun  die  Gesamtheit  aller  Wege  a  auf  99,  yon 
denen  jeder  aus  eber  endlichen  Anzahl  von  getrennten  oder  zusain- 
menlmngenden  Wegstücken  besteht,  die  in  beliebiger  Reihenfolge,  aber 
festgesetzter  Richtnng,  durchlaufen  werden.  Unter  der  Summe  a  +  & 
zweier  Wege  verstehe  ich  den  Weg,  welcher  aus  den  Wegstrecken 
von  a  und  h  besteht.  Füi-  die  so  definierte  Verknüpfungsoperation 
bestehen  dann  die  drei  Grundgesetze  der  Addition,  nämlich  das  kom- 
mutative  und  das  assoziative  Gesetz: 

a  -(-  &  =1  &  -j-  «^     a  J^  {fi  -{-  (^  >=*  (a  -\-  V)  •{■  e, 

sowie  das  Gesetz  von  der  unbeschränkten  und  eindeutigen  Subtrak- 
tion, daß  nämlich,  wie  aucL  die  Wege  a  und  h  gegeben  sind,  stets 
ein  einziger  Weg  ic  =  6  —  a  existiert,  für  welchen  a  -\-  x  =  1)  ist. 

Sind  speziell  a  und  h  geschlossene  Wege,  so  kann  ihre  Summe 
a  -{-  &,  falls  sie  sich  schneiden,  direkt,  falls  sie  sich  nicht  schneiden, 
durch  Hinzufügung  eines  zweimal  in  entgegengesetzter  Richtung  durch- 
laufenen Weges  c  wieder  in  einen  geschlossenen  Weg  a-f-cH-Z»  —  c 
verwandelt  werden. 

Für  aUe  Wege  auf  "Si,  stelle  ich  nun  die  folgende  Äquivalenz- 
definition  auf: 

Zwei  Wege  a  und  &  heißen  äquivalent  (a  ~  b)  und  werden  in 
dieselbe  Klasse  K  gerechnet,   wenn  sie  sich  nur  um  einen  Null- 
weg n  unterscheiden,  wenn   also   a  —  6  «=  «  ist.    Hiemach   sind 
speziell  alle  NuUwege  untereinander  äquivalent;  die  durch  sie  ge- 
bildete Klasse  ZJ,  soll  die  Hauptklosse  genannt  werden. 
Hiernach  sind  zwei  Wege  a  und  &  stets  und  nur  dann  äquiva- 
lent, wenn  sie  sich  zu  einem  geschlossenen  Wege  ergänzen  und  wenn 
für  sie  die  2p  Gleichungen: 

(115)  fdt,  -^fdt,  (« -=  1, 2, . . .  2i>) 

a  b 

sämtlich  erfüllt  sind,  wo  liier,  wie  im  folgenden,  die  p  Integrale  erster 
Gattung  Wji  gleich  t^^^  gesetzt  sind.  Für  die  Äquivalenz  geschlosse- 
ner Wege  a  und  b  sind  somit  allein  diese  2p  Gleichungen  (115)  not- 
wendig und  hinreichend.  Da  die  Differenz  äquivalenter  Wege  immer 
geschlosseu  ist,  so  brauchen  im  folgenden  nur  die  geschlossenen 
Wege  untersucht  zu  werden. 

Ein  System  {s^fS^,...  s,„)  von  geschlossenen  Wegen  heißt  unab- 
hangig f  wenn  ein  aus  ihnen  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zu- 
sammengesetzter Weg 
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nur  dann  äquivalent  Null  ist,  •wenn  alle  x^  verschwinden.    Allein  dann 
ist  s  ~  0,  wenn  die  auf  dem  Wege  s  gebildeten  Perioden  von  t^,...i^ 
verschwinden,  wenn  also  die  Koeffizienten  x^, . . .  x„  die  2p  Gleichlingen: 

(116)  fdt,^  ^Al+  ^^8+  •  •  ■  +  ^Jan.-0 

^'^  («-1,2,..    2p) 

erfüllen,  in  denen  aUgemein 
(116a)  >„-*.,  (rl'a'""™) 

gesetzt  ist.  Jene  Gleichungen  besitzen  stets  und  nur  dann  überhaupt 
keine  von  Null  verschiedene  Lösung,  wenn  der  Rang  des  KoeflBzienten- 
systoms 

(116b)  r»(.,,)       i;z\'X::'^) 

gleich  m  ist.  In  diesem  Falle  sind  also  die  m  Wege  sicher  unabhängig. 
Zunächst  zeige  ich  nun,  daß  man  stets  2p  Wege  («i, . .  -  fl^j»)  ^o 
auswählen  kann,  daß  sie  linear  unabhängig  sind.  In  der  Tat  kann 
man  an  Stelle  von  (<i, . . .  ^^)  irgend  ein  anderes  Pundamentalsystem 
(ti,  . . .  Tg^)  zugrunde  legen,  welches  mit  jenem  durch  eine  Substitution 

^A'^^anA  +  <P,  (Ä,  Ä  —  1,  2, . , .  2p) 
zusammenhängt,  in  der  die  tpj^  algebraische  Funktionen  und  die  a^j 
beliebige  Konstanten  von  nichtverschwindender  Determinante  sind. 
Alsdann  hängen  die  Periodendeterminanten  Ir^^l  und  jifjjjj  durch  die 
Gleichang  |...|  =  |«.,||«.,| 

zusammen.  Durch  eine  solche  Transformation  und  durch  geeignete 
Wahl  Ton  (Sj,  äj  . . .  Sj^)  kann  man  nun  erreichen,  daß  für  das  Fun- 
damentalsystem (tj,  . . .  Tjp)  das  zugehörige  Periodensystem  (r^j)  ein 
Dreieckssystem  wird,  welches  unterhalb  der  Diagonale  nur  Nullen,  in 
der  Diagonale  aber  lauter  von  Null  verschiedene  Glieder  hat,  so  daß 
also  |rjjj|  und  somit  auch  \tj^j.\  nicht  Null  ist,  und  damit  ist  unsere 
Behauptung  bewiesen. 

Auf  jeder  Biemannadhen  Fläche  vom  Geschlecht  p  gibt  es 

somit  2p  unabhängige  Periodenwege. 

Für  ein  solches  Wegsystem  (sj,  Sj, . . .  Sj^)  ist  nun  nicht  bloß  die 
Periodendeterminante  \tgj^\,  sondern  auch  die  ganzzahlige  Determinante 

aller  Charakteristiken  der  Wege  s^  aufeinander  von  Null  verschieden. 
In  der  Tat  bestehen  ja  zwischen  den  Perioden  für  je  zwei  beliebige 
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Wege  s„  und  s^  die  öleichmigen: 

(118)   ^a^p  +  i,^  'i-hJp  +  i,fi-\ h  ipa^p,fi-'  ^p+l,  Aß ^p,  Jpfi 

Führen  wir  also  das  alternierende  Hauptsystem: 

1^      0  •    •      0  1  •    •  0  ^ 


/       0,Ea  0..        00...  1 

^~V-JS?„  0/"-l--.      00...  0 

0 1  b-    '  Ö, 

ein  und  bezeiclmen  wie  gewöknlicli  durch  T  das  zu  T  =  (t^ß)  kon- 
jugierte System,  so  lassen  sich  alle  diese  Gleichungen  in  die  eme 
Systemgleichung: 
(118a)  TET 2niC 

zusammenfassen,  und  aus  ihr  folgt  durch  Übergang  zu  den  Determi- 
nanten, da  E»«  — 1  und  |r|=-ir|  ist: 

(118b)  |T|«=(2«o'''k,J'; 

es  ist  also  wu-klich  | c^ J  =  |(5^,  s^) |  ^  0.    Hiei-aus  folgt  speziell  der 
Satz: 

'Ein  Penodenweg  8  ist  stets  und  nur  dann  kein  Nullweg,  wenn 
man  wenigstens  einen  andern  Weg  s'  finden  kann,  welcher  mit  ihm 
eine  von  Null  verschiedene  Charakteristik  (s,  s)  hat. 

Nunmehr  zeigt  man  leicht,  daß  mit  diesem  unabhängigen  System 
(*i>  "  ■  «sp)  jeder  andre  Periodenweg  8q  ein  abhängiges  System  bildet, 
d,  L  daß  man  2jp  +  1  nicht  samtlich  verschwindende  gm^e  Zahlen 
iP(„  a?!, .  , .  rcgp  so  bestimmen  kann,  daß  der  Weg:  ^ 

(119)  s  =  a^oSo  +  i»!  Si  H h  oc^pSip  ~  0 

ist   In  der  Tat  ist  ja  hierftlr  notwendig  und  hinreichend, ,  daß  die 

2p  Gleichungen: 

(119a)  /<?<«=•  »^«0^0+ ^«1^1+       +*«,sp^'8i.=  ^ 

eine  von  (0)  verschiedene  ganzzahlige  Lösung  haben  Da  aber  auch 
das  Eoeffizientensystem  (t^o,t^ß)  vom  Range  2p  ist,  so  hat  das 
Glöichungssystem,  abgesehen  von  Proportionalitätsfaktoren  eme  einzige 
Losung.     Multipliziert   man   nun    diese   Gleichungen   allgemein   mit 

^  +i,ß>'-'  ^9p,fi'  ~  *!/*' W  ^^^  ^^*^'®^  ^^®'  ^^  ergeben  sich  für 

/=J  Ij  2, . .  '2p  bei  Beachtung  der  Periodenrelationen  (118)  für  die- 
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selben  Xq,  x^,  •  ■  '^ip  die  ganzzahligen  Gleichungen: 

«J/jo^o  +  c^ia?i  H h  c^,ip^ip  =  0, 

deren  ganzzatliges  Koeffizientensystem  (c^,,.  c^^)  anch  vom  Range  2p 
ist,  also  auch  nur  eme  einzige  jetzt  natürhcli  ganzzahlige  Lösung 
besitzt;  und  da  dieses  Gleichungssystem  eine  Folge  des  vorigen  ist^ 
so  hat  letzteres  dieselbe  ganzzahhge  Lösung  (xq,  x^, . . .  x^  ). 

Hiernach  kann  also  jeder  Weg  s^  auf  iR  durch  dieses  unabhängig& 
System  (s^,    ..Sj^)  eindeutig  in  der  Form: 
(120)  So^r,s,  +  r,s,+  -     +r,^s,^ 

mit  den  rational  gebrochenen  Koeffizienten  r,=  — — '  dargestellt  wer- 
den,  wenn  hier  wie  im  folgenden  eine  solche  symbolische  Gleichung 
nur  eine  andre  Schreibweise  för  die  obige  ganzzahlige  homogene 
Äquivalenz  (119)  bedeutet.  Ein  solches  unabhängiges  Wegsystem 
(Sj,  5a, . . ,  s^p)  soU  daher  eine  Basis  von  Periodenuegen  genannt  werden. 
Ist  (12Ü)  die  Darstellung  eines  beliebigen  Weges  s^  durch  die 
Basis  (Si, . . .  5,^),  so  bestehen  für  die  Perioden  fdt^^t^^  der  Diffe- 

rentiale  dt^  für  jenen  Weg  und  für  die  Charatteristiken  (s^,  s^)  des- 
selben Weges  in  bezug  auf  die  Fundamentalwege  s^  genau  dieselben 
Gleichungen: 

(120a)  ho==r,t,,  +  r,i,,  +  •■•  +  r,^t,^^ 

und 

(120b)  (w*)=-n(Si,5j  +  -+»-a,(vO  ^^'<^<^H-r,c,,Jt--+r,^c,p,,^ 

3ß.    Die    Pundamentalsysteme    von  Feriodenwegen    für   eine 

Eiemannsolie  riäche.    Ist  (tf^,  <?,,...  ej  ein  behebiges  System  von 

Wegen,  welches  mit  der  Basis  (s^,  s,, . . .  s,^)  durch  das  rationale  Sub- 

Btitutionssystem   JS  =  (r^^)   (^  ^  J' g'    "  !f )    zusammenhängt,   so 
folgt  aus  den  vorigen  Betrachtungen  unmittelbar  der  Satz: 

Die  Anzahl  der  in  (Ci,  tfj, . . .  tfj  enthaltenen  Lnear  unab- 
hängigen Wege  ist  gleich  dem  Range  des  Systems  (r^^).  Diese» 
ist  also  dann  und  nur  dann  wieder  eine  Basis,  wenn  w  =  2;?  und 
ka^RO  ist. 

Sind  femer  Jd^^  =  T„.  die  Perioden  der  Differentiale  dt„  für  die 

Wege  tf^,  so  hän^t  auch  das  System  T  =  (r„^)  für  das  Wegsystem 

(ö^)  mit  dem  Periodensystem  T  =^  (t^^)  für  die  Wege  (s.)  durch  die 

Gleichung 

(121)  T  =  M,      M=^T-n 
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zusammen  und  da  nach.  (117)  auf  p.  622  |  Tl  ^0  ist,  so  haben  T  und 
R  gleichen  Eang;  somit  ergibt  sich  also  der  Satz: 

Ist  (tfi, . . .  O  ein  System  geschlossener  Wege  und  T  «==  (t„») 
das  zugehörige  Periodensystem  der  2p  Fundamentalintegrale  fhr 
diese,  so  ist  die  Zahl  der  im  Systeme  (<r^)  enthaltenen  linear  unab< 
hängigen  Wege  gleich,  dem  Range  von  (T).  Also  bilden  diese  stets 
und  nur  dann  eine  Basis  fttr  die  Periodenwege,  wenn  m  =  2p  und 
|T|50  ist. 
Es  sei  nun  (Sj,  Sj,  . .  Sg^)  eine  beliebige  Basis  von  Perioden- 
wegen, und  es  mögen: 

s  =  ajjSi  +  ^s«8  +    •  •  +  ^ipSap,    <f  =  2^1  «1  +  Vi^s  -\ h  ys^s^p 

zwei  beliebifje  geschlossene  Wege  auf  ?R  sein;  dann  besteht  nach  (120b) 
auf  p.  624  für  die  Charakteristik  von  s  und  6  die  folgende  Gleichung: 

(122)  (s,  0)  =2{Sgj  s,)Xgy^  =  ^Cgh^ffVk > 

sie  ist  also  eine  bilineare  alternierende  Form  der  Zahlensysteme  {x^ 
und  {y^,  deren  Koeffizientensystem  aus  allen  Charakteristiken  je  zweier 
Wege  der  Basis  {s^  besteht;  dieselbe  soll  die  CharaJderistikenform  für 
jene  Basis  genannt  werden. 

Ersetzt  man  die  Basis  (s^  durch  irgend  eine  andere  (ff,),  welche 
aus  jener  durch  eine  Substitution  (k^/i)  hervorgeht,  so  geht  die  zu- 
gehörige Charakteristikenform  über  in 

(s,<y)=^?^4^,iCft, 
deren  Koeffizientensystem  mit  dem  vorigen  durch  die  Gleichung: 

(123)  {ö)=={h){c){1c) 
zusammenhängt 

Zwei  Basissysteme  (5,, . . .  Sj^)  und  (?£,...  ffj^)  sollen  äquivalent 
heißen,  wenn  sich  die  Wege  des  einen  durch  die  andre  Basis  gane- 
eahlig  ausdrücken,  oder  was  dasselbe  ist,  sobald  sich  aus  ihnen  durch 
Addition  und  Subtraktion  dieselben  Wege  ableiten  lassen.  Dies  ist 
dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  das  Substitutionssystem  (Je)  ganz- 
zahhg  und  unimodular  ist,  d  h.  wenn  die  Determinante  |  Ä  |  «=  +  1 
ist.  Nennen  wir  also  ganzzahlige  bilineare  Formen  wie  gewöhnlich 
äquivalent,  wenn  sie  durch  dieselbe  ganzzahlige  unimodiilare  Substi- 
tution für  beide  Variablensysteme  ineinander  übergehen,  so  ergibt  sich 
der  Satz: 

Zu   äquivalenten  Fundamentalsystemen   (5,)   und  (ff,)   gehören 
äquivalente  Charakteriatikenformen  und  umgekehrt. 
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Bekanntlicli  tann  man  nun  jede  alternierende  Form  von  2p  Va- 
riablen durch  elementare  umkehrbare  ganzzahlige  Transformationen 
auf  die  folgende  äquivalente  reduzierte  Form  bringen 

^lÄl^p+i  -  ^p+iVi)  +  «ii^i^p+i—^p+zh)  H h  ^(^p¥3p  —  ^ip¥p), 

wo  die  i)08itiven  Koeffizienten  Cj,  ^s,  ...eSp  dadurch  eindeutig  bestimmt 
sind,  daß  die  Elementarteiler  des  ursprünglichen  Systems  der  Reihe 

hf  ^>  *a>  ^>  •  •  •  ^p>  % 

sind.   Jedes  e,  ist  also  ein  Teiler  des  folgenden  e,+i.   Das  Koeffizienten- 
system dieser  reduzierten  Form  ist  daher  gleich 

0,  i)^ 


\-.D,  0/' 


■wo  0  und  I)  das  NuUsystem  und  das  Diagonalsystem  y®''  Ordnung 
mit  den  Diagonalgliedem  e^,  e^, . . .  c^  ist. 

Jede  Basis  (^i,  ^2'  •  •  •  ^p)  ^^^  ^^^  Elementarteilem  e^,  6^, . .  .e^ 
ist  also  einer  andern  Basis  (?i, .  .  ^g^)  äquivalent,  deren  Charak- 
teristikenform ^ßg(Sgyp+y—  ^p+gyig)  Teduzicrt  ist  und  dieselben 
Elementaiteiler  besitzt.  Zwei  Basen  sind  also  dann  und  nur  dann 
äquivalent,  wenn  ihre  Chaiakteristikenformen  dieselben  Elementar- 
teiler besitzen. 

Das  zu  («1, . . .  s^p)  äquivalente  reduzierte  Periodensystem  (sj, . . .  ?ap) 
ist  also  dadurch  charakterisieii,  daß  jeder  seiner  Wege  mit  nur  einem 
einzigen  anderen  eine  von  Null  verschiedene  Charakteristik  besitzt, 
daß  nämlich  allgemein: 

(^«,  h+a)  =  -  (ßj,+u>  O  =  e«        («  =  1,2,..  -p) 

ist,  während  alle  anderen  Charakteristiken  Null  sind.  Ist  endlich 
s  =  a^Sj  -{-  a^aSa  +  •  •  •  -|-  sc^pSip  em  beliebiger  Weg,  für  welchen  die 
sc^  also  auch  rationale  Brüche  sein  können,  so  bestimmen  sich  diese 
Koeffizienten  aus  der  Charaktenstikenform(5,  ö)==^Cj,(r5^^p^^ — ^p+ff^v) 
für  tf  =  s,+p  bzw.  5^ 

Jene  Zahlen  Xt  fallen  daher  stets  und  nur  dann  ganz  aus,  wenn  für 
diesen  Weg  die  2p  Kongruenzen: 

(s,5^)  =  (5,?,+^)  =  0      (mode^) 

sämtlich  erfüllt  sind.  Smd  also  die  Elementarteiler  ßg  sämtlich  gleich 
Eins,  ist  also  die  Charakteristikeuform  die  bilineare  Einheitsform,  so 
erhält  jeder  beliebige  Periodenweg  ganzzahlige  Koeffizienten. 
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Mit  Hilfe  der  bisher  durchgefflhrten  Transformation  einer  belie- 
bigen Basis  (sj  auf  die  reduzierte  Form  (ß^  zeige  ich  nun  endlich, 
daß  man  für  jede  Bietnmmsche  Fläche  anch  eine  reduzierte  Basis: 

finden  kann,  deren  Charakteristikenform  die  Einheitsform  wird,  deren 
Elementarteiler  also  alle  gleich  Eins  sind.  Ein  solches  System  und 
jedes  ihm  äquivalente  soU  ein  Fundamenidlsystem  fOr  9}  heißen.  Durch 
ein  solches  System  ist  nach  der  soeben  gemachten  Bemerkung  jeder 
andere  Schnitt  s  gansssahUg  homogen  d  L  durch  Addition  und  Sub- 
traktion darstellbar.  Bieniach  bilden  also  aUe  geschlossenen  Schnitte 
auf  91  emen  endlichen  Modul  der  Ordnung  2pf  dessen  Fundamental- 
system  ein  solches  System  {s^^)  ist. 

Um  die  Existenz  solcher  reduzierten  Fuudamentalsysteme  zu  be- 
weisen, ist  nur  notwendig,  zu  zeigen,  daß  es  Basissysteme  gibt,  für 
welche  die  Wege  («t^^, . . .  s^**^)  sich  nicht  selbst  durchsetzen,  die  zu- 
gehörige Charakteristikenform  aber  reduziert  ist  und  die  Elementar* 
teiler  Eins  besitzt.  Kur  die  letzte  dieser  Forderungen  bedarf  noch  der 
Erläuterung;  ihre  Erfüllbarkeit  ergibt  sich  ohne  weiteres  aus  dem 
folgenden  leicht  beweisbaren  Satze: 

Ist  a  ein  Periodenweg,  welcher  nicht  zur  Hauptklasse  gehört 

und  sich  nicht  durchsetzt,   so  gibt  es  stets  einen  zweiten  h,   für 

welchen  die  Charakteristik  (ö,  6;  »=  +  1  i"*-'*) 
Mit  Benutzung  dieses  Satzes  kann  man  nun  allein  mit  Hilfe  der  vor- 
her entwickelten  Theoreme  ein  Fundamentalsystem  auffinden. 

Für  ein  solches  ist  dann  jeder  Periodenweg  8  auf  91  eindeutig  in 
der  Form: 

(123a)  s  «=  a?iSi  -f  fl^a^a  H h  ^tphp 

darstellbar,  worin  die  a:,  ganze  Zahlen,  nämlich  die  Charakteristiken 
(123b)  «,-=(s,s,+<),    «,+«•-=  —  («»««)      (*  =  1,2,...^) 

sind,  und  für  jedes  Integral  erster  oder  zweiter  Gattung,  welches  auf 
diesem  Wege  8  erstreckt  wird,  ergibt  sich  die  Gleichung: 

fdt==x^fdt-{-sc^fdt  +  '-    -^x^pfdt. 

(»)  (*i)  (»i)  (V^ 

Jede  Periode  eines  solchen  Integrales  ist  also  eine  ganzzahlige  lineare 
Verbindung  seiner  2p  Hauptperioden  für  die  Wege  s,,...«2p,  deren 
Koeffizienten  angeben,  wie  oft  der  Integrationsweg  die  Hauptschnitte  Sf 
im  positiven  bzw.  negativen  Sinne  überschreitet. 

72)  Vgl.  B.-N.,  p.  428—429     [0] 
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37.  Die  Ferlodenxelatlonen  der  Integrale  erster  tmd  zweiter 
Q-attung.  Bei  der  Wahl  eines  beliebigen  Fundamentalsystems  {s^)  von 
Periodenwegen  geht  die  Charaktenstikenform  ^Cf^x^y^.  in  die  alter- 
nierende Einheitsform  ^s^^x^y^,  also  das  System  C  =  (c^^)  ihrer  Cha- 

/    0,  E\ 

rakteristiken  in  das  alternierende  Einheitssystem  E  «=  ( -,    /^  )=  («<*) 

über.  Ist  also  jetzt  T  =  (<^j)  das  zum  Fundamentalsystem  (Sf)  ge- 
hörige Periodensystem,  so  geht  die  Gleichung  jrET«=  —  2«  JC  in  die 
einfachere  über: 

(124)  TET'=  —  2:tiE 

Man  kann  diese  Gleichung  auf  eine  andre  Form  bringen,  wenn  man 
sie  vom  mit  E  multipbziert  und  beachtet,  daß  E'=> —  1  ist;  aus 
der  dann  sich  ergebenden  Gleichung  (ET)  (ET)  ==  2jti  folgt  nämlich, 

daß  (ET)  und  ~ — {ET)  reziprok  also  mitemander  vertauschbar  sind, 

und  hieraus  ergibt  sich  leicht 

(125)  TET  =  — 2ÄiE. 
Man  erhält  so  die  beiden  Sätze: 

Die  alternierende  Hauptform  ^enX^y,^  geht  sowohl  durch  die 
kongi'uenten  Transformationen: 

als  auch  durch  ihre  konjugierten: 

bis  auf  den  Faktor  —  2%i  in  sich  selbst  über. 

Die  beiden  Systemgleichungen  (124)  und  (125)  fassen  je  p(2p  —  1) 
bilineare  Relationen  zwischen  den  Ap^  Perioden  t^ß  der  Fundamental- 
integrale erster  und  zweiter  Gattung  \,  ^g, .  ■ .  t^^  zusammen;  die  erste 
liefert  nämlich  ausgeführt  die  Gleichungen: 
p 

(126)  ^(hJp+t,ß'-  *P+i,Jkß) 2"*««,» 

(«,^  =  1,2,       2p), 

von  denen  jede  diejenigen  Perioden  allei-  2p  Hauptintegi-ale  enthält, 
welche  sich  auf  eine  bestimmte  Kombination  zweier  Wege  s^  und  s. 
beziehen;  die  zweite  eigibt  dagegen  die  Gleichungen: 
"  p 

(126a)  2^(faiif,,p+it—ia,p+itifii) ^^i^aß 

(«,-/3  =  1,2,...  2^9); 
jede  dieser  Relationen  enthält  die  sämtlichen  2p  Perioden  je  zweier 
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Hauptintegrale  t^  und  t^.  Die  beiden  Fonnelsysteme  (124)  und  (125) 
werden  gewöhnlich  als  die  WeierstraßBche  und  die  MiemannBche  Form 
der  Bilinearrelationen  zwischen  den  Perioden  der  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  unterschieden,  weil  die  erste  sich  bei  dem  Weier- 
straßschen  Verfahren  der  Ableitung  aus  dem  Vertauschungssatze,  die 
zweite  bei  der  BietnannBcheii  Methode  der  ßandmtegration  als  die 
ursprünglichere  einstellt;  beide  Formen  sind  aber,  wie  wir  soeben  ge- 
sehen haben,  völlig  mitemander  äquivalent  Im  elliptischen  Gebilde 
liefern  diese  Relationen  die  eme  Gleichung 
(126b)  i/jOi  —  Vi^i'^  2nri 

für  die  Perioden  der  elbptischen  Integrale  erster  tind  zweiter  Gattung, 
welche  die  Jjpgendresche  üehtion  genannt  wird. 

Geht  man  in   der  Gleichung  (1-4)  zu  den  Determinanten  über, 
so   ergibt  sich   |jr|*=( — 2^%)^^,   und   eine   leichte   Determinanten- 
betrachtung zeigt,  da£  die  Wurzelausziehung 
(127)  \T\^\t„^\^{r-2:tty 

ergibt 

38.  Die  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  Fnndamental- 
systemen  von  Periodenwegen.  Ist  (sj  ein  Fundamental  System  von 
Periodenwegen  und  {p^  em  anderes,  so  hängen  die  Wege  6^  mit  dem 
ersten  Systeme  durch  ganzzahlige  Gleichungen: 

(128)  ^a^^^fiaSß 

zusammen,  deren  Koeffizienten 

sind.  Das  Koeffizientensystem  M  =  (m^a)  "^^^  gewissen  leicht  an- 
gebbaren  notwendigen  und  himeichenden  Bedingungen  genügen,  wenn 
auch  ((S^  em  Fundamentalsystem  sein  soll.  Sind  nkmlich  wieder 
T  =  {tg^  und  T  «=  (t„^)  die  zu  (sj  und  (tf^)  gehörigen  Perioden- 
systeme der  Fundamentulintegrale  {t^,  so  folgt  ja  aus  (128),  daß 
T  =  TM,  daß  also,  da  |  T  |  =  |  r|  =  (—  2niy  ist, 

sein  mnß  Diese  Bedingung  für  (M)  ist  aber  nur  eine  Folge  aus 
einer  andern  sehi  viel  inbaltsreicheren.  Da  nämlich  für  beide  Systeme 
TEr=TET  =  — ■23t»E  sein  muß,  so  ergibt  sich  für  T  =»  TJf 
leicht:  MEM  =  MEM  =  E, 

wo  die  zweite  Gleichung  aus  der  ersten,  genau  wie  im  vorigen  Para- 
graphen in  (125),  hergeleitet  wird. 

ünoyklop   d.  nuith.  Wlsaeiisoh    118  42 
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Hängen  also  zwei  Fundamentalsysteme  (er„)  und  (s„)  durch  die 
Gleichungen (128)  zusammen,  so  geht  die  Charakteristikenform  E{x,y) 
sowohl  dorch  die  unimodalaren  Substitutionen: 

(129)  «a=-S»a/S^/J»      Va^^m^tiVß 

als  auch  durch  die  konjugierten  Substitutionen: 

(129a)  ««■=*3»|*«^^,    y«  =  -S»(*«y/* 

in  sich  üher. 
Es    besteht  also   für  die  4^p*  Snbstitutionskoeffizieuten  m^g  je   ein 
System  von  pi^p  —  1}  Bedingungsgleiohungen,  die  man  analog,  wie 
Torher,  in  ^e  äquivalenten  Formen  setzen  kann 

(130)  %)   "'   '*'^^*  "•^+*   ''*(        ''''    («,|8=l,2,...,2i)); 

aus  ihnen  folgt  die  Gleichung  |  Jtf  |  ««=»  -f~  1  genau  ebenso  wie  im 
vorigen  Abschnitte  Für  p  =  1  liefern  jene  Gleichungen  nur  die  Be- 
dingung I  Jf  I  =>=  1. 

Die  hier  als  notwendig  begründete  Bedingung  MEM=  E  ist 
aber  auch  hinreichend  dafür,  daß  die  beiden  Systeme  (s)  und  (tf)  äquiva- 
lent sind.  Ist  nämlich  (s)  ein  Fundamentalsystem,  also  TETo^  —  2niE, 
M  ein  beliebiges  ganzzahliges  System,  für  welches  MEM=b=E  ist, 
und  setzt  man  T  =  TM,  so  ergibt  Hch  für  T  ohne  weiteres  die 
Gleichung  TET  ==>  —  2jciE,  welche  (nach  p.  628)  aussagt,  daß  die 
Wege  0„'=  ^M^a^a  ebenfalls  em  Fundamentalsystem  bilden. 

Den  Übergang  von  dem  Periodensystem  T  zu  T  durch  die 
Gleichungen  T  =  TM  bezeichnet  man  als  lineare  Transformation  der 
Perioden;  hierbei  bezieht  sich  der  Ausdruck  „linear"  darauf,  daß  die 
Determinante  |  M\  den  Wert  Eins  hat.  Eine  Transformation  der 
Perioden,  deren  Determinante  gleich  n  ist  und  bei  welcher  die  Cha- 
rakteristikenform E(x,  y)  in  ihr  w-faches  übergeht,  heißt  ton  der 
n*^  Ordnung^  solche  Transformationen  und  die  ihnen  entsprechenden 
Zerschneidungen  ergeben  sich,  wenn  die  Punkte  der  i2»e>»aM»schen 
Fläche  mehrdeutig  aufeinander  bezogen  werden.'*") 

39.  Pie  Ferioden  der  Integrale  zweiter  und  dritter  G-attung 
Bis  Fonktionen  Ihrer  Unstetigkeitspunkte.  Eine  weitere  Anwendung 
der  Vertauschungsformel  entscheidet  die  Frage,  in  welcher  Weise  die 
Penoden  eines  Integrales  zweiter  oder  dritter  Gattung  mit  veränder- 
lichen ünstetigkeitspunkten  von  diesen  abhängen. 

Wenden  wir  zunächst  auf  das  elementare  Integral  zweiter  Gat- 
tung mit  dem  Pole  ^  die  Gleichung  (110)  unter  der  Voraussetzung 

72a)  Vgl.  HB  7,  Nr.  9 ff 
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an,  daß  der  Weg  ißi^Ps  ein  Perioden  weg  s„  ist,  so  ergeben  sich  die 
2p  Gleichungen: 

(131)     fdt^^^it,,dt^^,^)-t^^,,„dtM^      («-1,2,.. .,22)) 

Die  sämthchen  Perioden  des  Elementarintegrales  t^  mit  dem 
einfachen  Pole  $  sind  lineare  Kombinationen  der  für  den  Punkt  ^ 
gebildeten  Differentiale  der  2p  Pundamentalintegrale  tut^, . .  .^t^^ 
Nach   der  gleichen   Methode   bestimmen   wir    die   zyklischen 
Perioden  des  Elementarintegrales  dritter  Gattung  und  finden  die  fol- 
genden Gleichungen: 

,  Dl     _  o« 

(131a)         Jd^^^^Z  Vi^Jdt,^,  -  U,JdtA  , 

(»a)  *°*  K  ti 

falls  der  Weg  6  von  Dj  nach  D,  keinen  der  Periodenwege  s^  schneidet; 

auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  die  logarithmischen  Perioden  /rfar^jv 

(*) 
gleich  ±2 sei. 

Alle  zyklischen  Penoden  des  Elementarintegrales  dritter  Gat- 
tung mit  den  Unstetigkeitspunkten  Di  und  Qj  und  den  Residuen 
—  1  und  +  1  sind  also  lineare  Kombinationen  der  2p  Fundamental- 
integrale t^,  fj. .  .,  ^p,  wenn  dieselben  von  D^  nach  Dj  auf  einem 
Wege  ö  erstreckt  werden,  der  kemen  der  Perioden wege  «i,«j,...,S8p 
schneidet;  sie  sind  also,  als  Funktionen  der  Unstetigkeitspunkte 
betrachtet,  Integrale  zweiter  Gattung;  die  logarithmischen  Perioden 
sind  +  2jri. 

Hieraus  folgt,  daß  das  Integral 

p 

1 

/Dl  D, 

ö;;^  =  Cj,    j  dt^j^^<=  Cp^^  gesetzt   ist,   gar   keine  zy- 
o,  Dl 

klischen  Perioden  besitzt,  weil  sich  diese  wegen  (131a)  aUe  fort- 
heben; und  da  das  Analoge  natürlich  auch  von  einem  Integrale  mit 
beliebig  vielen  logarithmischen  Stellen  und  auch  von  jedem  Integrale 
mit  bloß  polaren  Unstetigkeiten  gilt  (vgl  p.  617),  so  erhalten  wir 
den  Satz: 

Jedes  beliebige  ^fc^Zsche  Integral  ra  läßt  sich  durch  Hinzu- 
fflgung  eines  Integrals  t  mit  einem  einzigen  Pole  ^.,  der  von  den 
logarithmi sehen   Stellen  von   w  verschieden   ist,   seiner  zyklischen 

Perioden  berauben. 

42* 
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Die  logarithmisclieii  Perioden  des  Integrales  bleiben  dabei  un- 
geändert.  Sind  also  die  Residuen  von  ©  durchweg  ganze  Zahlen  m^, 
so  besitzt  das  in  der  angegebenen  Weise  reduzierte  Integral  'ä  =  (D-\-t 
nur  noch  Perioden  der  Form  2jtim^-^  die  Exponentialfunktion: 

(133)  e'^(*)=JTo(^) 

ist  also  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  J??e7waw«schon 
Fläche. 

40.  Die  PriTYiftmktionen.  Zerlegung  der  Funktionen  des  Elör- 
pers  in  Primfimfrtionen.  Nach  den  bisher  abgeleiteten  Resultaten 
sind  wir  nun  imstande,  mit  Hilfe  der  Integrale  dritter  Gattung  Punk- 
tionen mit  einfacher  Nullstelle  und  einfachem  Pole  zu  bilden,  welche 
aber  natürlich  im  allgemeinen  nicht  mehr  eindeutig  auf  91  sind,  son- 
dern bei  Fortsetzung  längs  eines  geschlossenen  Weges  konstante 
Faktoren  erhalten. 

Ist   nämlich   zunächst   w(^)  =  C^v\  ■\-  G^w^  -\ 1-  C^Wj,   ein 

heliebiges  Integral  erster  Gattung,  so  ist 

(134)  I!(^)  =  e^-tB) 

«ine  Funktion,  welche  auf  der  ganzen  JRiewannschen  Fläche  regulär 
ist  und  weder  NuU-  noch  Unendlichkeitsstellen  hat;  diese  sollen  daher 
als  transzendente  Einheitsfunltionen  bezeichnet  werden.  Ferner  ist  die 
Exp  onen  tial  tunktion 

(135)  fl(^,0.)^/^^«, 

deren  Exponent  das  vorher  bestimmte  Integral  dritter  Gattung  mit 
den  Unstetigkeitspunkten  Cli,  0^  und  den  Residuen  —  1,   +  1  ist, 

dem  Divisor  -g-  zugeordnet,  da  sie  nur  in  Qj   eine  NuUsteUe  und 

nur  in  Oi  einen  Pol  erster  Ordnung  besitzt,  in  aUen  anderen  Punk- 
ten aber  eine  reguläre  Einheitsfnnktion  ist.    Deswegen  heiße  77  eine 

mm  Divisor  -^  geimnge  Pnmfunktton.  Sowohl  die  Emheits-  als  die 
Primfunktionen  sind  auf  SR  nicht  eindeutig,  sondern  sie  multiphzieren 
sich  bei  Fortsetzung  längs  eines  Perioden weges  mit  einem  Faktor  c«, 
wenn  c  der  zugehörige  Periodizitätsmodul  des  Exponenten  ist.  Hier- 
bei bleiben  aber  bei  den  Primtunktionen  die  logarith mischen  Perioden 
außer  Betracht,  da  fttr  sie  c  em  Multiplum  von  2jci  ist 
Ist  endlich  _       ^u  ^..        ^.. 

irgendein  Divisor  nuUter  Ordnung  und  €Lq  ein  beliebiger  Hülfspunkt, 
ao  ist  die  allgemeinste  im  gleichen  Sinne  zu  3)  gehörige  Funktion: 
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(136)  P(Sß)  =  £0?) i7 ($, ^y- n (sp, ^f  ...n[% Ä)'» 

weil  sie  offenbar  lu  Dq  die  Orduungßzahl  Null  hat  und  daher  genau 
dem  Divisor  ©  eutspricht ") 

Ich  untersuche  nun,  unter  welchen  Bedingungen  5D  zur  Haupt- 
klasse  gehört  Dann  muß  es  möglich  sein;  die  Eonstanten  C^  so  zn 
hestimmen,  daß  die  den  Fundamentalperioden  s„  entsprechenden  Multi- 
plikatoren e*'«  sämtlich  gleich  1,  ihre  Exponenten  c„  also  Multipla 
von  2%i  werden.  Es  müssen  also  nach  (131a)  für  diese  Expo- 
nenten die  folgenden  Gleichungen  bestehen: 

k  =  \. 

wo  die  »„  ganze  Zahlen  sind  und  allgemein 

Ol  ß»  Oa 

Qk=°  thj^ip+k+ihj^ip+k  -\ h  HJ^ip+i:7 


Ol  O»  ÜA 


ist;  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  mit  Hülfe  der  allgemeinen 
Periodenrelationen  (I26a)  ergeben  sich  leicht  die  Bedingungen: 

p  p 

(Ä  =  l,2,.    ,p) 


ö/j  +  Jt —  ^  *'«^*,P  +  a         +^**p  +  a'fcftJ 


78)  Derartige  „multiplikative"  Funktionen,  sowie  allgemeiner  Funktionen- 
Systeme,  die  sich  beim  Durchlaufen  geschlosBener  Wege  auf  der  J?»cmonwschen 
Flilche  linear  substituieren,  sind  Gegenstand  selbständiger  Untersuchungen  ge- 
wesen, insbesondere  von  ^  JBiiicr  (Gott  Nachr  ltJ9S/4/6;  Math  Ann.  44,  47),  der 
die  Formentheone  benutzt  und  die  in  geeigneter  Weise  verallgemeinerten  Sätze 
über  Basissysteme  heranzieht,  und  in  der  letzten  Zeit  von  B  Köntg,  der  auf 
die  homogene  Schreibweise  ver/ichtet  und  die  Divisoreusymbolik  benutzt  (vgl 
das  Keferat  von  B.  Koiug  in  den  Mflnch  Ber  1918,  p  47ff,  wo  die  anderen 
Arbeiten  zitiert  werden)  Ober  andere  bezügliche  Untersuchungeu  vgl  die  Lite- 
raturangaben in  den  KöntgiGhen  Arbeiten,  sowie  B,  p  898—442 

In  diesen  Unters ughungen  gelingt  es,  auf  die  multiplikativen  Funktionen 
und  allgemeinen  Funktionenseharen  eine  Reihe  von  Sätzen  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  auszudehnen,  insbesondere  den  Biemann-Bochsohen 
Satz,  Partialbruchzerlegung  der  Integiale  usw.    [0] 
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Ton  denen  die  p  ersten  ein  System  von  notwendigen  Bedingungen 
für  die  Zugehörigkeit  von  3)  zur  Hauptklasse  liefern,  während  die 
p  letzten  dann  die  p  Eonstanten  C^  bestimmen.  Die  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen  sind  aber  die  zusammengehörigen  Perioden  der 
Integrale  t^^^^,  tj,^^, . . .,  i^^,  ^i,  ^  . . .,  t^,  genommen  auf  einem  und 
demselben  Periodenwege 

für  welchen  nach  (123  b)  die  Charaikteristiken  (s,s^  =  n^  sind.  Be- 
zeichnen wir  also  im  folgenden  wieder  die  Integrale  erster  Gattung 
t  ^1, . . .  t^p,  die  hier  wieder  in  eine  bevorzugte  Stellung  rücken,  wie 
früher  durch  Wi, . . .  w^  und  ihre  Perioden  t^^j^^^^i  durch  —  co^,,  die 
Perioden  ^p+t,i  durch  +<Ot,p^,i  so  kann  dieses  Resultat  in  dem  fol- 
genden Fundamentalsatz  zusammengefaßt  werden: 

Wenn  für  einen  Divisor  S)  der  Ordnung  NuU  die  p  Summen 
von  Integralen  erster  Gattung: 

Dl  a,        ^  Df 

(137)  Qk="i^xJ  äw^+ti^J  dWf,+    "-^Hj^JdWf, 

Qu  So  ^ 

(Ä  =  l,2,...,i)) 

ein  System  zusammengeböriger  Periodizitätsmodubi  für  einen  und 
denselben  geeignet  gewählten  Periodenweg  8  «=  n^Sj^  +•••-]-  ^ap^ao 
bilden,  so  daß  die  Gleichungen 

(137a)  (2,=-  fdtv,  (fc=-l,2,...,i,) 

sämtlich  erfüllt  sind,  so  gehört  dieser  Divisor  zur  Hauptklasse. 
Die  ümkehrbarkelt  dieses  Satzes  wird  sich  aus  dem  Äbelacken 
Theorem  ergeben. 

Während  die  hier  benutzten  Primfunktionen,  abgesehen  von 
Polen,  reguläi'  aber  nicht  eindeutig  sind,  kann  man  dem  Voi^ange 
von  Weierstraß  folgend  an  ihrer  Stelle  auch  solche  Primfanktionen 
«inführen,  welche  auf  8fl  durchweg  eindeutig  sind  imd  dafür  eine 
wesentliche  Singularität  nach  Art  der  Exponentialfunktion  besitzen, 
die  beim  Übergang  zum  Logarithmus  zu  einer  polaren  ünstetigkeit 
wird.  Man  kann  nämlich  nach  der  Bemerkung  am  Schluß  des  vorigen 
Paragraphen  zu  W^^e^  ein  solches  Integral  zweiter  Gattung  mit  dem 
Pole  ^00  hinzufügen,  daß  3yojjQ^=  "(5^0.0,+ ^  S^^  keine  zykhschen 
Perioden  besitzt,  so  daß  also 
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auf  31  eindeutig  ist.    Dasselbe  gilt  von  einem  Produkte 

(138)  P„=JT.(^,^)"...J7,($,§)^ 

und  dieses  besitzt  m  Dj,  Dj»  •  •  ö»  Nullstellen  oder  Pole,  hat  aber 
Überdies  noch  in  ^  eine  wesentliche  Singularität  von  der  Art,  daß 
sein  Logarithmus  daselbst  wie  ein  Integral  zweiter  Art  unendlich 
wird.  WiU  man  dann  aus  dem  Komplexe  der  so  erhaltenen  Funk- 
tionen die  Größen  von  der  Hauptklasse  aussondern,  so  hat  man  die 
Bedingung  daftir  au&usteUen,  daß  die  singulare  Stelle  bei  ^»  fortfälli 
Auch  hierfür  ergeben  sich  p  Gleichungen,  da  es  jj  eigentliche  Inte- 
grale zweiter  Gattung  gibt. 

41.  Das  Abelsohe  Theorem  als  Addltionsprinsip  der  Integrale. 
Zum  J.&e2schen  Theorem  in  seiner  allgemeinsten  Gestalt  führt  die 
fojgonde  einfache  Betrachtung:  Es  seien  S(  =  SliSTg . . .  Ä^  und 
S3  =  S3i  Söa » . .  S5^    zwei   beliebige   äquivalente    ganze   Divisoren   und 

also  *  =  ^  eine  algebraische  Funktion  r*"  Ordnung.     Ist  dann  91^ 

dio   zugehörige  r-blättrige  Biemn/nnsche  Flache,   Ä^,  die  einblättrige 
Kugelflache,  so  entsprechen  jedem  Punkte  p  {x  ==  a)  auf  Ä,  die  r 
Punkte  ^,  ^,   . .  ^r  ^^^  ^a'  speziell  gehören  zum  Punkte  )J  =  oo 
und  ^j  ==  0  die  Punkte  %  und  SS,;  jedem  Wege  etwa  von  oo  nach  0 
entsprechen  die  r  kongruenten  genau  untereinander  verlaufenden  Wege, 
welche  bei  geeigneter  Bezeichnung  von  S(^  nach  S3j  führen. 
Ist  nun  für  x  als  unabhängige  Variable 
dw  =  ^^'  dx 
die  Darstellung  eines  ganz  beliebigen  J.&eZschen  Differentiales  und  sind 
fuSaj-  •  •  %r  ^»ö  *■  konjugierten  Wei-te  von  g;,  so  besteht  für  die  SpuriS(J:J 
eine  Gleichung 

wo  B,{x)  eine  bestimmte  rationale  Funktion  von  x  bedeutet  Multi- 
pliziert man  diese  Gleichung  mit  dXy  integriert  sie  rechts  zwischen 
oo  und  0  auf  einem  beliebigen  Wege,  welchem  links  die  kongruenten 
Wege  von  ^^  nach  ^^  entsprechen,  so  ergibt  sich  das  allgemeine  Ab^ 
sehe  Theorem  in  der  Gleichung: 

58i    ,  $8,  »r  0 

(139)  jd(o-\-ldm+    •    -{-Jd(o^fB(x)dx. 

Nach  dem  ÄhelBoheTi  Theorem  können  also  Integrale  mit 
gleichem  Integranden  durch  das  Integral  einer  rationalen  Funktion 
summiert  werden,  sobald  die  Vereinigung  ihrer  unteren  und  ihrer 
oberen  Grenzen  zwei  ganze  Divisoren  derselben  Klasse  liefert. 
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Ich  spezialisiere  das  J&e?sclie  Theorem  zunächst  für  die  drei 
Haupifalle,  daß  dm  ein  Integral  erster,  zweiter  oder  dritter  Gattung 
ist.  In  diesen  Fällen  liefert  der  Hilfssatz  (72)  üher  die  Spur  Ton 
Punktionen  des  Körpers  unmittelbar  die  folgenden  Resultate: 

1*  F(ir  Integrale  erster  Gattung  ist  stets: 

(139a)  fdtv+fdw-{--'    +fdw^O, 

wenn  wie  immer  die  Integrale  auf  übereinander  verlaufenden  Wegen 
in  der  Fläche  91^  geleitet  werden. 

2  Ist  zweitens  t  =  j^dx  ein  Elementarintegral  zweiter  Galtung 
mit  dem  fi-fachen  Pole  D,  welcher  auf  JR^  ein  a-blattriger  Verzweigungs- 
punkt sein  mag,  und  ist  q  der  Wert,  welchen  ic  in  D,  annimmt,  so 
folgt  aus  demselben  Hilfssatz  fast  unmittelbar,  daß  die  Summe 

(139  b)  Jdt^,  +  fdt^  ^...^Jdt^ 

eine  ganze  Funktion  des    —       Grades  von  —  ist,  deren  Koeffizienten 

durch   die   des  Hauptteües  der  für   die  Umgebung  von  D  geltenden 
Reihenentwicklung  von  ^  bestimmt  sind. 

3.  Ist  endlich  STjg  =  /  ^dx  ein  Elementarintegral  dritter  Gattung 
mit  den  logarithmischen  Stellen  01  uud  Dj  und  den  Residuen  —  1 
und  +  1,  so  liefert  dieser  Hilfssatz  sofort  die  Gleichung: 

(139c)  /  dm,,  +  Jd^,,+  ' . .  +  /  dm,,=  ]gf-, 

wenn  g^  und  g^  die  Werte  sind,  welche  ä;  in  £1^  und  Dg  annimmt 
Die  bihher  In  diesem  Abschnitt  aufgestellten  Integralsatze  waren 
an  die  Bedingung  geknüpft,  daß  alle  Integi  ationswege  Z^sssSt^öj  in 
Mg.  übereinanderlaufen,  daß  diese  Wege  also  auf  einer  anderen  Flache  91, 
in  ganz  lesiimmter  Weise  von  'ä^  nach  üBj  geführt  werden  Es  ist 
leicht,  sich  von  dieser  Beschränkung  freizumachen:  Erstreckt  man 
nämlich  diese  Integrale  m  einer  Fläche  9(?,  auf  behebigem  Wege  A^ 
von  Stjj  nach  33^,  so  tritt  zu  den  Gleichungen  des  Abelschen  Theorems 
in  jedem  Falle  nur  eme  Periode  hinzu,  und  es  ist  wesentlich,  sich 
klarzumachen,  daß  die  ganzen  Zahlen,  welche  die  spezielle  Periode 
charakterisieren,  bei  allen  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung  allein 
von  den  Integration s wegen,  nicht  aber  von  den  Integranden  abhängen, 
daß   also   bei  Anwendung  des  Aldöcheu  Theorems  auf  ein  System 
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von  iDtegralen  die  auftretenden  Perioden  sich  sämtlicli  auf  den  gleichen 
Weg  beziehen  und  daher  dasselbe  Koeffizientensystem  erhalten. 

Für  Integrale  erster  Gattung  kann,  man  somit  das  allgemeinste 
Ahdsche  Theorem  in  der  folgenden  Form  aussprechen,  in  welcher  es 
die  genaue  Umkehrung  des  Fundamentalsatzes  (137)  ist: 

Ist  ^  =»  Ol'"' Bg''* . . .  D/A  ein  Divisor  der  Hauptklasse,  so 
bilden  die  p  Summen  von  Integralen  erster  Gattung: 

(140)  ^Wi(Di)  +  ■  •  +  /lA^iCCl^)  =  «103*1  +  WgCDia  H f-  th^(Ot,ip 

(Ä»l,2,,    .p) 
ein  System  zusammengehöriger  Periodizitatsmoduln   der  Integrale 

Hiernach  und  nach  (137)  bilden  diese  p  Gleichungen  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafüi-,  daß  ein  Divisor  der 
Ordnung  Null  der  Hauptklasse  angehört. 

Um  diesen  Satz  und  die  aus  ihm  zu  ziehenden  Polgerungen  ein- 
facher aussprechen  und  übersehen  zu  können,  wollen  wir  zwei  be- 
liebige Zahlensysteme  (Oi,  a^, . . .  a^)  und  i\,\,.'-h^  longruent 
nennen  {{a^  ^  (ö^)),  wenn  sich  je   zwei  entsprechende  Elemente  ß* 

und  \  nur  um  zusammengehörige  Perioden  Jdiü^.  tler  p  Integiale 
erster  Gattung  unterscheiden,  wenn  also  die  p  Gleichungen: 

für  dasselbe  ganzzahligo  System  %,  «j, . . .,  n^p  erfüllt  smd.     Solche 
Kongruenzen  können  offenbar  addiert  und  subtrahiei^t  werden    Dann 
nehmen  die  Gleichungen  (140)  des  J.6efechen  Theorems  die  einfachere 
Form  an: 
ri40a)  ii,w^{^,^  +  H'^v.ißi)  +  •  •  •  +  H^^k(^H)  =  0. 

Wir  wollen  zweitens  dui'ch  eine  einfache  Modifikation  die  Be- 
schrankung auf  Divisoren  der  Ordnung  Null  beseitigen  Wahlen  wir 
als  untere  Grenze  der  Integrale  Wi,  to^,  .,  w^  (wie  in  Nr  83)  den 
Punkt  ^ao,  und  ist  P«,  seine  Klasse,  so  sind  dieselben  Gleichungen  (140  a) 
für  einen  beliebigen  Divisor  3)  dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn  3) 
einer  der  Klassen  PL,  also  der  durch  P»  erweiterten  Hauptklasse 
(.      PZ^,  -P^S  Ij  ^08;  -P«?  •  •  •)  angehört,  weil  die  dann  hinzutretenden 

bzw.  fortftülenden  Integiale   i  dtv  kongruent  NuU  smd. 
Betrachten  wir  nun  ganz  allgemein  einen  Divisor 
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einer  ganz  beliebigen  Klasse  8o  möge  ftir  ihn 
(140  b:)  /*iM'»(Di)+    ■•  +  ^a«'*(^a)^«'*      (ä  =  1,2,...j>) 

aem.  Dann  heiße  (v^)  =  (uj , . . .,  v^  das  dem  Divisor  S)  entsprechende  Wert- 
system. Dann  entspricbt  also  nach  dem  J.2)ß7schen  Theorem  der  darcb 
Pco  erweiterten  Hauptklasse  das  Wertsystem  (0, . . .,  0).  Sind  ferner 
%  und  S)'  zwei  beliebige  Divisoren,  (vj)  nnd  (r^')  ihre  Wertsjsteme, 

so  entsprechftn  den  Divisoren  3)2)'  und  -^  die  Wertsysteme  (»4+  O; 
und  (v;,, —  v{),  und  2)  und  2)'  sind  stets  und  nur  dann  in  bezug  auf 
die  Klasse  P«  äquivalent,  wenn  {v^  ^  {v^}  ist.  Sieht  man  also  kon- 
gruente Wertsysteme  als  nicht  wesentlich  verschieden  an,  so  entspricht 
jeder  Klasse  relativ  äquivalenter  Divisoren  ein  und  nur  ein  Wert- 
system. Jede  solche  Klasse  wird  durch  ein  System  von  p  Zahlen 
(^i>  ^ii'-'^j)  charakterisiert.  Hier  ist  aber  zu  bemerken,  daß  das 
Wertsystem  (v^),  welches  einem  Divisor  von  nicht  verschwindender 
Ordnung  entspricht,  von  der  Auswahl  des  Punktes  ^00  abhängig  ist 
und  bei  Veränderung  dieses  Punktes  sich  ebenfalls  ändert;  allein  fOr 
die  Divisoren  der  Ordnung  Null  ist  das  entsprechende  Wertsystem  (»4) 

wegen  der  GHeichung  fii  +  ftg  H h  fti=  0  von  der  Auswahl  von 

^M  unabhängig. 

43.  Die  atia  dem  Abelsohen  Theorem  folgenden  Beduktions- 
probleme.  Das  AhehcAiQ  Theorem  ermöglicht  nun  die  vollständige 
Lösung  der  folgenden  Fundamentalaufgabe: 

Es  sei  ein  ganz  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  d 

und  ein  Primteiler  ^ß»  gegeben.   Dann  sollen  die  zugehörigen  p  Inte- 
gralsummen: Ol  ^ 


^ij  (i^i-i +i^kj^^^i 


durch  p  andere  Integralsummen: 


diVi  -h  Mw<  -f    •  ■  +  /  dtVi 


mit  gleicher  unterer  Grenze  und  möglichst  wenigen  Summanden  so 
ersetzt  werden,  daß  allgemein  s^^  ö"^,  daß  also  bei  geeignet  gewählten 
Integrationswegen  s^=  6^  wird. 

Sind  D  und  P^  die  zu  %  und  ^«o  gehörigen  Klassen,  so  stimmt 
diese  Aufgabe  mit  der  folgenden  überein: 

Es  soll  die  kleinste  Potenz  PS,  von  P«  so  bestimmt  werden,  daß 

[BF^i]  =  1 
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ist  Ist  nämlicli  diese  Bedingung  erfüllt  und  q  =  d  -\-  e  die  Ordnung 
der  Klasse  DPi,  so  gibt  es  m  dieser  einen  eineigen  ganzen  Divisor 
®  «  ?ßi^8. . .  ^5,  für  welchen  3)^'^  =  ®^r''~  ®j  also 

ist,  und  aus  dieser  Äquivalenz  folgen  nach  dem  ÄhelBoheji  Theorem 
die  j3  Kongruenzen  8^^  (f^  und  umgekehrt.  Wir  haben  hiernach  nur 
noch  die  Ordnung  q  von  &  zu  bestimmen  und  dann  diesen  Divisor 
selbst  darzustellen. 

Ans  dem  Biemamt-BochBoken  Satze  ergibt  sich  zunächst  unmittel- 
bar, daß  q  gleich  p  oder  kleiner  als  p  sein  muß,  und  daß  der  letzte 
FaU  nur  ausnahmsweise  auftreten  kann^  weil  die  obere  Gfrenze  p  z.  B. 
immer  dann  erreicht  wird,  wenn  ®  aus  p  wiQkürlioh  ausgewählten 
Primteilern  besteht. 

Eine  beliebige  Anzahl  von  Abdachen  Integralen  erster  Gattung 
läßt  sich  also  stets  in  eine  Summe  von  nur  p,  im  allgemeinen  aber 
nicht  in  eine  Summe  von  weniger  als  p  Integralen  mit  fester  unterer 
Gfrenze  zusammenfassen. 
Die  wirkliche  Darstellung  des  zu  3)  gehörigen  Divisors  ®=^i...?ß^ 
brauchen  wir  nur  m  den  beiden  HauptfaUen  durchzuführen,  m  denen 
S)  =  DjDa . . .  O^  ein  ganzer  Divisor   mit   beliebigen  Primfaktoren 
oder  abei   der  reziproke  eines  solchen  ist;  einmal  nämlich  kommen 
diese  Fälle  vorzugsweise  bei  den  Anwendungen  in  Betracht,  und  zwei- 
tens kann  der  allgemeinste  Fall  leicht  auf  diese  reduziert  werden.    In 
diesen  beiden  Fällen  smd  zu  den  p  Integralsummen; 

a,  =  j  dwj  +  •    •  +  /  ^^i 
die  Summen  «^  spp 


80  hinzuzufügen,  daß  die  p  Kongruenzen 

s^->tf,=  0    bzw.     Si-{-öi^O        {1  =  1,2,  .  ,p) 

erfüllt  smd.  Ferner  erkennt  man  leicht,  daß  die  erste  Reduktions- 
aufgabe durch  zweimalige  Lösung  der  zweiten  gelöst  werden  kann. 
Ist  nämhch  91  ==  aftj  3ff j  9^^  zuerst  für  SD  so  bestimmt,  daß  für 
seine  lutegralsummen  p^  5,  -{-  (»^  ^=  0  ist,  und  bestimmt  man  weiter  zu 
31  den  Divisor  ©==$1^3  . .  ^^  so,  daß  seme  Integral  summen  tf,  die 
Kongruenzen  (>,  +  ö,  ^  0  erfüllen,  so  folgt  durch  Subtraktion  jener 
beiden  Systeme,  daß  wirklich  8^ —  <?<  ^  0  ist.    Wir  wollen  daher  nur 
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den  zweiten  Fall  untersuchen,  obwohl  der  erste  anch  dii'ekt  leicht 
behandelt  werden  kann.'^j 

Sind  nun  r  beliebige  Punkte  D^ «»  (0^,  w,)  gegeben,  und  sind  die 
p  Punkte  '^]ii=(tt}  Vk)  s°  2^  bestimmen,  daß  die  p  Kongruenzen 
Sf-\-  (jj  =  0  erfüllt  sind,  so  ist  diejenige  Funktion 

ZU  bestimmen,  welche  ein  Multiulum  von  ^     ,     ""  ist. 

Ist  nun  r'^p  —  1  oder  r  ganz  beliebig,  aber  ^00  nicht  gerade 
ein  Weicrstraßimiakt,  so  ist  nach  dem  JRiemaiin-RochBchen  Sktza 
{ ^Jo"*"^  }==*"+  1 ;  es  gibt  dann  also  genau  r  -f-  1  linear  unabhängige 
Funktionen  i}}^°\  iIj^^\  .  . .,  ip^''^  mit  dem  Neuner  ^^p,  welche  leiclit  aus 
dem  zu  ^«,  gehörigen  normalen  Fundamentalsystem  zu  finden  sind. 

Also  ist  die  gesuchte  Funktion   ifj  =  Coi/'^°^+  C,^<')-J f-  C^iIj^''\ 

wo  nur  die  Konstanten  C^  so  zu  wählen  t^ind,  dtiß  ^(D^)  =  0  ist.  Setzt 
man  also  zur  Abkürzung  allgemein  il}^''\Sl)  =  V'«^*);  so  ist  die  ge- 
suchte Funktion  ^  durch  die  Gleichung: 

I  ^W       ^(»),  . . .  ^W 

^  «= 

eindeutig  bestimmt,  fulls  nur  die  Matrix  (^g^*^)  vom  Range  r  ist,  und 
der  Übergang  zur  Norm  eigibt  w((5Jj  =!ii^^  j  d  h,: 

die  Zerlegung  dieses  Quotienten  in  seine  LineorTaktoren  liefert  die 
^e-Koordinaten  g^  der  p  gesuchten  Punkte  Sß^.  Zu  ihrer  Bestimmimg 
bedarf  man  also  der  Auflösung  einer  Gleicliung  _p**°  Grades,  deren 
KoeflSzienten  lational  von  Dj,  Qj, . . .,  D^  abhängen  Die  zugehörigen 
Werte  i]f.  folgen  aus  den  Gleichungen  ^(Sl*,  i?^)  =  0  Die  Anwendung 
dieser  Betrachtungen  auf  die  Gleichung  u^  =  4ä^  —  ffj^e  —  g^  liefert 
z.  B   das  Additionstheorem  für  die  j<7-Funktion. 

43.  Das  Umkehrproblem  für  die  Abelsohen  Integrale.  Durch 
die  Auseinandersetzungen  von  Nr  41  Ende  ist  festgestellt  worden,  daß 
jedem  beliebigen  Divi.sor  ^  =  D/iDy/*».  . .  D/a  durch  die  p  Glei- 
chungen:     o,  o.  Oa 

(141)     (iiJdWi-i-  [i^JdWii---    +fij^JdWt=Vf       (»=1,2,...,|)) 

74)  Vgl.  E.-L,  p   685-691. 
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«in  Wertsystem  {v^, . .  .,  v^  zugeordnet  wird,  -welches  um*  nacL  seinem 
Kongrueuzwert  modulo  der  Peiioden  m  Betracht  kommt,  und  daß 
soleheu  Divisoren,  welche  im  eigentlichen  Smne  oder  auch  nur  m 
bezug  auf  die  Klasse  Poo  von  ^.o  äquivalent  sind,  kongruente  Wert- 
systeine  entsprechen. 

Duich  <liG  letzten  Entwickelungen  aber  hat  sich  ergeben,  daß 
jeder'  beliebige  Divisor  durch  einen  und  im  allgemeinen  auch  nui* 
einen  ganzen  Divisor  der  Ordnung  jp:  @  =  ^^^g .  .  ^j„,  das  obige 
System  (141)  also  durch  folgendes: 

(141  a)  /  dWf  -[-  ldiVf-\-    •  •  +  /  rf«f,  =  v^       {i  =  1, 2,  . ., j?) 

ii  ii  ii 

ersetzt  werden  kann.  Man  kann  also  die  Untersuchung  auf  die  ganzen 
Divisoren  der  Onlnmig  p  beschränken;  jeder  derselben  konstituiert 
aber  eine  Klasse,  deren  Dimension  nach  dem  lli''mann-Roch8ch.en.  Satze 
im  allgemeinen  gleich  Eins  und  nur  dann  großer  als  Eins  ist,  wenn 
@  in  einem  ganzen  Differentialteiler  enthalten  ist;  es  entsprechen  also 
verschiedenen  Divisoren  QJ  und  ©'  im  allgememen  auch  verschiedene 
Systeme  (v,)  und  {v'i) 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  umgekehrt  zu  jedem  Wert^ystem  (v,) 
ein  ganzer  Divisor  ®  der  Ordnung  p  gefunden  werden  kann,  so  daß 
die  Gleichungen  (141a)  erfüllt  sind;  ist  dies  aber  der  Fall,  so  ist  nach 
unseren  Ergebnissen  das  Punktsystem  (^i,  %,  . .,  ^p)  im  allgemeinen 
auch  eindeutig  bestimmt.  Das  so  sich  ergebende  Problem  heißt  das 
Jakolmclie  Umlehrprohlem'^*''-)  und  bildet  die  naturgemäße  Verallgemei- 
nerung des  Umkehrproblems  der  elliptischen  Integrale;  denn  dies  be- 
steht ja  dann,  aus  der  Gleichung 


/ 


dw^^v    (mod  03^,  a?a) 

die  Größen  des  Körpers  K{z,  u),  welche  sämtlich  eindeutige  Funk- 
tionen von  ^  sind,  als  Funktionen  von  v  darzustellen;  wie  dies  auf 
die  elliptischen,  so  lührt  das  allgemeine  Problem  auf  die  sogenannten 
AJbelüch.e\\  Funktionen 

Die  Autwort  auf  die  obengestellte  Frage  fällt  bejahend  aus;  der 
Beweis  erfolgt  entweder  durch  direkte  Integiation  des  Systems  von 
Different  i  algleichun  gen : 

dw,{^,)  +  dwl^^)  +  •  •  •  +  ^«'*(^p)  =  ^^i>  (i=l,2,...,iJ) 
welches  ja  mit  dem  System  (141  a)  im  wesentlichen  gleichwertig  ist, 

74a)  HB  7,  Nr  1. 
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oder  durch  Aufstellung  und  Benutzung  der  sogenannten  e7b<^&}sclien 
oder  Thetafunldionen  von  ^  Variablen  «j,  Vj, . . .,  tJp.  Die  Ausführung 
dieser  Untersuchung  liegt  außerhalb  der  Grenzen  dieser  Darstellung, 
welche  mit  der  Einordnung  des  transzendenten  Umkehrproblems  in 
den  Bereich  der  algebraischen  Fragestellungen  ihren  Abschluß  fin- 
den soll. 

TU.  (Anhang.)  Arithmetische  Theorie  der  algehraischen 

Zahlen. 


44.  Der  Körper  ^(1)  der  rationalen  Zahlen  und  der  Körper 
K(jß)  der  p-adisohen  Zahlen. ^^)  Die  in  I  und  11  auseinandergesetzten 
Prinzipien  führen  auch  zu  einer  vollständigen  Theorie  der  rationalen 
und  algebraischen  Zahlen.  Als  Aufgabe  der  ersteren  kann  die  Auf- 
suchung der  Beziehungen  bezeichnet  werden,  welche  zwischen  den 
rationalen  Zahlen  einerseits  und  einer  beliebig  angenommenen  festen 
Grundzahl  andererseits  bestehen,  welche  letztere  gleich  als  eine  Prim- 
zahl p  vorausgezetzt  werden  kann. 

Alle  rationalen  Zahlen  .4.  =  -g-  bilden  einen  Körper  Ä(l).  Eine 
solche  Zahl  heißt  ganis  oder  gebrochen  in  bezug  auf  p  oder  modtilo  p, 
je  nachdem  in  ihrer  reduzierten  Darstellung  -r-  der  Nenner  p  nicht 
enthält  oder  durch  p  teilbar  ist")  Ä  heißt  durch  B  teilbar,  wenn 
^  modulojp  ganz  ist.    Eme  Zahl  s  heißt  eine  EinJieit,  wenn  e  und 

—  modulop  ganz  sind.  Jede  Zahl  A  ist  eindeutig  m  der  Form  ep" 
darstellbar,  wo  s  eine  Einheit  bedeutet;  a  heißt  die  Ordnungszahl  von 
A.  Die  Ordnungszahl  eines  Produktes  bzw.  eines  Quotienten  ist  die 
Summe  bzw.  die  Differenz  seiner  Komponenten.  Eine  Zahl  A  heißt 
durch  p?  teilbar,  wenn  ihre  Ordnungszahl  a  wenigstens  gleich  q  ist; 
zwei  Zahlen  sind  "kongruent  modülo  jjP,  wenn  ihre  Differenz  durch  _p? 
teilbar  ist.  Zwei  Zahlen  heißen  gleich  für  den  Bereich  von  p,  wenn  sie 
für  jede  noch  so  hohe  Potenz  von  p  kongruent,  wenn  sie  also  iden- 
tisch sind. 

Die  rationalen  Zahlen  bilden  nun  einen  Teilbereich  des  folgen- 
den Zahlenreiches.    Jede  Zahlgroße: 

^  =  a„p«  +  a„^.i^«+iH , 

deren  Koeffizienten  a„,  «„+1,  . . .  modulo  p  ganze  rationale  Zahlen  -^ 
sind,  welche  beliebig  weit  berechnet  werden  können,  wird  eine  p-adische 

76)  Vgl.  Nt  I  dieBBB  Beferates. 
76)  Ygl.  Anm.  8. 
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Zähl  genannt,  und  die  rationalen  Zahlen  a^p",  a^p"  -f-  a-a+iP"'^^}  •  •  • 
heißen  ihre  Ndhemngstoerte.  Zwei  Zahlen  Ä  und  A'  sind  kongruent 
modvHo  ^f  wenn  fast  alle  ihre  Näherungswerte  modulo  p^  koDgi-uent 
sind;  sie  sind  gleidi  für  dm  Bereich  von  p,  wenn  sie  für  jede  noch  so 
hohe  Potenz  von  p  kongruent  sind.  Bei  dieser  Definition  der  Gleich- 
heit und  der  gewöhnlichen  Festsetzung  über  die  Addition  und  die 
Multiplikation  p-adischer  Zahlen  bilden  diese  einen  ZahJkorpei  K{p) 
welcher  dem  in  Nr.  3  eingeführten  Kör[3er  E{p)  aller  konvergenten  und 
nicht  konvergenten  Potenzreihen  für  die  Stelle  p  völlig  entspricht. 

Jede  rationale   Zahl  ^  «=  -r-  von  S:{1)  ist  nun  einer  einzigen 

p-adischen  Zahl  a^p^f  +  «p+ij?^"*'^  H gleich;  also  ist  wirklich  Ä(l) 

ein  Teilkörper  von  K(j)),  und  zwar  derjenige,  in  welchem  die  Koeffi- 
zienten ßp,  flp4.i,  . . .  jedesmal  linearen  ßekuraionsformeln  genügen. 
Die  arithmetische  Untersuchung  der  rationalen  Zwhlen  für  den  Bereich 
von  p  fällt  hiemach  mit  derjenigen  der  p-adischen  Zahlen  zusammen, 
und  diese  kann  genau  ebenso  geführt  werden,  wie  dies  in  Nr.  2  für 
die  Potenzreihen  des  Köi-pers  J^(p)  für  die  Stelle  p  {s  >=  et)  geschieht. 

Hier  werden  noch  die  folgenden  Bemerkungen  hinzugefügt:  Ist 
p  eine  beliebige  ungerade  Primzahl,  so  enthält  der  Köi-per  K(p) 
p  —  1  (p — 1)**  El nheits wurzeln  und  keine  andere  Einheitswurzel. 
Im  Körper  K{2)  ist  nur  die  zweite  Einheitswurzel  —  1  vorhanden. 
Für  ein  ungerades  p  ist  jede  p  adische  Zahl  Ä  eindeutig  in  der  Form 
^=^«M^(1  -{- p)y  darstellbar,  m  welcher  w  eine  primitive  (p —  1)** 
Einheitswurzel  ist,  a  die  Ordnungszahl  von  Ä  und  /3,  der  sog.  Index 
von  a,  eine  der  Zahlen  0,1,  ..p  —  1  bedeutet;  endlich  ist  y  eine 
ganze  J9- adische  Zahl;  für  p  =  2  ist  J[  =  2"^ — l)/*o>'  die  entspre- 
chende d jadische  multiplikative  Darstellung  von  A.  Das  Esponenten- 
aystem  («,  ß,  y)  wird  der  Logarithmtis  von  A  für  dm  Bereich  von  p 
genannt. 

45.  Die  algebraischen  Zahlkörper  und  die  ilmen  isomorphen 
rationalen  Kongruenzkörper.")  Der  Gegenstand  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Zahlen  in  ihrem  allgemeinsten  Umfange  ist  die  Unter- 
suchung der  Teilbarkeitseigenschaften  aller  algebraischen  Zahlen  eines 
durch  die  Wurzel  einer  ganz/ahligen  Gleichung  definierten  Zahlkör- 
pers. Hierzu  würde  noch  die  Betrachtung  der  Größenbeziehungen 
treten,  welche  zwischen  denselben  Zahlen  bestehen;  diese  zweite  Unter- 
suchung kann  ganz  ebenso  wie  die  erste  durchgefuhi-t  werden,  auf  sie 
soU  in  der  folgenden  kurzen  Darstellung  nicht  besonders  eingegangen 
werden. 

77)  YgL  I7r  II  diescB  Referates. 
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Es  sei  F(x)  =  0  eine  im  Körper  S(l)  aller  rationalen  Zahlen 
irrednzible  Gleichung  w**"  Grades  und  |  eine  Wurzel  derselben  in 
irgendeinem  Erweiterungsköi-per  ß(^);  dann  ist  Ä(|)  einstufig  isomorph 
dem  Kongruenzkörper  K{x,  mod  Fix))  =  K(x,  1)  aller  modulo  F{x) 
ganzen  rationalen  Funktionen  von  x  mit  rationalen  Zahlkoeffizienten 
für  diese  Funktion  als  Modal,  und  dieser  kann  und  soll  daher  statt 
Ä(g)  weiter  untei sucht  werden 

Die  oben  gestellte  Aufgabe  der  Theorie  der  algebi-aischen  Zahlen 
ist  nun  vollständig  gelost,  wenn  man  die  Teilbarkeitsbeziehungen  aller 
Zahlen  von  Ä:(|)  oder,  was  dasselbe  ist,  aller  Funktionen  von  K{Xf  1) 
zu  einer  beliebigen  i-eellen  Primzahl  p  kennt;  sie  sollen  daher  im 
folgenden  untersucht  weiden 

46.  Untersnoixung  der  rationalen  Eongnieuzkörper  für  den 
Bereioh  einer  Frimzahl  p.  Ihre  Beduktion  auf  die  j^-adisohen  Eon- 
gruenzkörper.  Bei  dieser  Untersuchung  können  und  sollen  nun  die 
rationalen  Zahlkoeffizienten  aller  Funktionen  von  Z"(a;,  1)  nach  'Po- 
tenzen von  p  entwickelt,  d  h  durch  die  ihnen  gleichen  jö-adischen 
Zahlen  ersetzt  werden.  Dann  bildet  der  Bereich  K{x,  1)  einen  Teil- 
körper  des  größeren  Bereiches 

(142)  B{x,  p)  =  B^{x,  mod F{x)) 

aller  modulo  F(x)  ganzen  Funktionen  von  x  mit  'beliebigen  jp-adischen 
Koeffizienten  m  der  Weise,  daß  jedes  Element  von  K(Xf  1)  einem 
solchen  von  Ii(x,  p)  gleich  ist,  während  umgekehrt  jedes  Element  von 
Il(Xjp)  der  Grenzwert  einer  Folge  von  Elementen  von  K(x,  1)  ist. 
Es  kann  und  soU  daher  statt  des  Zablkorpers  ^(^)  bzw.  des  Kon- 
gruenzkörpeis  K(x,  1)  dieser  Bereich  R{x,p)  auf  die  Teilbarkeits- 
eigenschaften seiner  Elemente  untersucht  werden. 

Dieser  neue  größere  Bereioh  Ii{x,p)  unterscheidet  sich  nun  von 
seinem  Teilkörper  K{x,  1)  ganz  wesentlich  dadurch,  daß  im  rationalen 
Korper  Ä(l)  F{x)  unzerlegbar  ist,  w.ihrend  dieser  Modul  in  dem 
größeren  Körper  K{p)  im  allgemeinen  in  ein  Produkt  von  eindeutig 
bestimmten  Primfaktoren  mit  j9-adischen  Koeffizienten  zerfallt,  welche 
aber  immer  voneinander  verschieden  sind.    Es  sei  nun 

(143)  F{x)  =  f,{x,p)  f,{x,p)  --f^p)  (p) 
jene  Zerlpgung  von  F(x)  in  ^^-adische  Primfaktoren  und  Aj,>l3,  ...A^ 
seien  ihre  Grade.  Dann  ist  der  Bereich  R{x,p)  ein  Kongruenzring,  wel- 
cher sich  in  einfacher  Weise  auf  die  v  jj-adischen  Kongruenz körper: 
(143a)  K,(x,p)  =  K,{x,moäft{x,p))  (j=l,2,..  v) 
aller  m  bezug  auf  je  ein  f{(x,p)  ganzen  rationalen  Funktionen  von 
Xf  modulo  fiiXfP)  betrachtet,  reduziert. 
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Sind  nämlich  Ij,  Ij, . . .  1^  v Funktionen  des  Ringes  B{x,p\  welche 
so  gewählt  sind,  daß  aUgemein: 

(144)  1,=  1     (niod/;(a;,p))        1,=0    (modif,{x,p))         (i^Jc)- 
ist,  und  welche  durch  das  Euklidische  Teilerverfahren  unmittelbar  be- 
stimmt werden  können,  so  ist  jedes  Element  v{x)  von  B  eindeutig  in 
der  Form: 

(144a)  ü^Vi-li-f-Vg-lj-f .  -H-^-ly^Kj^s^'-'^)  (mo^Fix)) 
darstellbar,  wo  allgemein  v,  -:3  v  (mod  fiix,p))  der  Wert  Ton  v  im  Ringe 
Et(XfP)  ist,  und  umgekehrt  gehört  zu  jedem  System  (v^j  Vj, . . .  «?J, 
dessen  Elemente  in  den  Köipem  K^{x,p)  ganz  beliebig  angenommen 
sind,  ein  einziges  Element  ««=(vi,t?a, ,  .  t>J,  welches  aUgemein  in 
^tip^i  P)  gerade  den  Wert  v^  hat. 

Sind  feiner  v  =  (v^),  w  =  (w^  zwei  beliebige  Elemente  von  22  in 
dieser  Darstellung,  so  ergeben  sich  für  die  Summe,  Differenz,  Produkt 
und  Quotient  derselben  die  entsprechenden  Darstellungen: 

die  letzte  Gleichung  besteht  aber  dann  und  nur  dann,  wenn  —  wirk- 
lich dem  Ringe  R  angehört,  wenn  nämlich  alle  Komponenten  w^  des 
Nenners  von  Null  versobieden  sind.  Durch  diese  Darstellung  v  =  (t>J 
aller  Elemente  von  R  wird  also  der  ganze  Ring  einstufig  isomorph 
auf  das  System  (K^iXjp^  . . .  K,(x,p))  der  v  Kongruenzköiper  Kf{x,p) 
abgebildet,  wenn  für  zwei  Elemente  (v^  und  (wj  die  Addition  und 
die  Multiplikation  durch  die  Gleichungen: 
<144b)  (vj  +  («ü,)  =  (Vt  -f  «ü,),    (vt)  •  (wi)  =  (t?,«;^ 

definiert  wird.  Hierdurch  ist  die  allgemeine  Aufgabe  der  arithmeti- 
schen Theorie  der  algebraischen  Zahlen  vollständig  auf  die  Unter- 
suchung der  Teilbarkeitseigenschaften  aller  Elemente  eines  ^adisohen 
Eougruenzkörpers 

(145)  K{x,  p)  ■=>=  E(x,  mod  f(,x,  p)) 
zurückgeführt,  zu  der  ich  jetzt  übergehe. 

47.  Die  j)-adisohezi  Eongnienzkörper  und  die  Urnen  lsomorph.en 
ETdrper  K{^)  der  n-adisohen  algebraiBchen  Zahlen.^^)  Es  sei  X  der 
Grad  des  unzerlegbaren  Moduls  fiXfP)  in  (145),  es  sei  also  K(x,p) 
vom  A*™  Grade.  Ist  dann  i'rj],Vii  •  "Vi))  etwa  (1,  a;, .  .ä*"^),  irgend- 
€ine  Basis  für  /"(a:,  p),  so  lehrt  das  in  der  Aum  5  auseinandergesetzte 
Verfahren,  d-iß  jedes  Element  v  des  Körpers  einer  Gleichung  A*™  Grades: 

78)  Vgl   Nr.  6  dieses  Beferates. 
Enoyklop.  d   math.  Wlaienaob.  118  '^3 
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mit  ^adisohen  Koeffizienten,  der  sog.  Hauptgleiehung  genügt,  deren 
linke  Seite  irreduzibel  oder  die  Potenz  einer  irreduziblen  Funktion 
g^iß)  ist,  je  nachdem  v  ein  primitives  Element  von  K(jie,p)  ist  oder 
nicht. 

Ich  nenne  nim  das  Element  v  algebraisch  gane  oder  gebrocJien, 
je  nachdem  seine  Hauptgleichnng  g(t)  ganze  jj-adische  Koeffizienten 
hat  oder  nichi   Dann  besteht  der  folgende  Fiindamentalsatz: 

Ein  Element  v  des  Körpers  K{x,p)  ist  algebraisch  ganz  oder 
gebrochen,  je  nachdem  seine  Norm  n{v)  ■=  6;^  eine  ganze  oder 
eine  gebrochene  j>adische  Zahl  ist.'^) 

Durch  diesen  Satz  wird  die  Untersuchung  der  ganzen  Elemente 
von  K{x,  p)  und  die  Behandlung  aller  Fragen  der  Teilbarkeit  in  diesem 
Körper  außerordentlich  einfach  und  durchsichtig,  denn  man  braucht 
nur  die  fdr  die  J^adischen  Zahlen  n{v),  n(w),  . .  geltenden  Defini- 
tionen und  Sätze  auf  die  zugehörigen  Elemente  v,  w^  .  .  zu  über- 
tragen. So  ergibt  sich  unmittelb<ir,  daß  die  Summe  und  das  Produkt 
ganzer  Elemente  wieder  ganz  ist,  daß  also  die  ganzen  Elemente  von 
K{XfP)  einen  Ring  bilden    Von  zwei  Elementen  v  und  w  heißt  das 

erste  durch  das  zweite  teilbar,  wenn  —  ganz,  wenn  also  n(v)  durch 
n(w)  teilbar  ist;  sie  heißen  äquivalent,  wenn  außerdem  auch  —  ganz 

ist,  wenn  also  n(v)  imd  n(w)  äquivalent  sind,  d.h.  gleiche  Ordnungs- 
zahl haben.  Ein  Element  £  heißt  eine  Einheit,  wenn  n(s)  eine  ^-adische 
Einheit  ist.  Alle  Emheiten  £,  s',  . . .  bilden  eine  Gruppe,  da  sie  sich 
durch  Multiplikation  und  Division  wiedererzeugen.  Äquivalente  Ele- 
mente V  und  w  unterscheiden  sich  also  nur  durch  einen  Einheits- 
faktor 

Da  die  Norm  jedes  ganzen  Elementes,  welches  keine  Emheit  ist, 
eine  positive  Ordnungszahl  besitzt,  so  muß  es  mindestens  ein  solches 
sr  geben,  für  welches  die  Ordnungszahl  von  n{3t)  positiv  und  möglichst 
klem  ist.  Jedes  solche  Element  soll  eine  Prinigalil  im  Körper  iC(rr,^) 
heißen  und  die  Oidnungszahl /*  ihrer  Norm  w(ä)  «=  £^/  werde  ihr 
Grad  genannt.  Der  Körper  K{x,p)  enthält  unendlich  viele  solche 
Primzahlen  sr,  %',  ^ . .,  aber  alle  sind  untereinander  äquivalent;  ist  also 
7C  eine  unter  ihnen,  so  sind  alle  anderen  und  nur  sie  in  der  Form 
7C  •=•  sx  enthalten.  Allgemeiner  ist  jedes  gHnze  oder  gebrochene  Ele- 
ment V  eindeutig  in  der  Form  v  =  csr*  darstellbar,  wo  a  eine  be- 
stimmte ganze  Zahl  bedeutet,  welche  dann  und  nur  dann  nicht  negii-» 
tiv  ist,  wenn  v  algebraisch  ganz  ist.    a  heißt  die  OrdniingseaJd  von  v. 

79)  Vgl.  Nr.  6  dieses  Referates  und  If  EI,  S  4S8ff 
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Die  Ordnungszahl  eines  Produktes  (Quotienten)  zweier  Elemente  v  und 
w  ist  also  die  Summe  (Differenz)  der  Ordnungszahlen  seiner  beiden 
Komponenten.  Hat  v  =  sn'*  die  Ordnungszahl  a,  so  ist  af  diejenige 
ihrer  Norm.  Ist  also  speziell  p  =  sn',  ist  also  e  die  Ordnungszahl 
der  Primzahl  p  im  Körper  K{x,p\  so  besitzt  n{jß)  =  p^  die  Ordnungs- 
zahl efj  es  ist  also  k  =  ef.  Die  Zahl  e  soll  im  folgenden  die  Ordr 
nung  der  Primzdlil  jt  genannt  werden.  Das  Produkt  ef  der  Ordnung 
und  des  Grades  der  Primzahl  tc  ist  also  stets  gleich  dem  Grade  X  des 
Körpers  K{x,p).  Ein  Element  v  heißt  durch  %^  teilbar,  wenn  n(v) 
durch  n{n^)r^pf^  teilbar  ist;  also  ist  v  dann  und  nur  dann  durch  jede 
noch  so  hohe  Potenz  von  sr  teilbar,  wenn  m(v)  =  0  ist  Dann  ist 
aber   die   Hauptgleichung  für   v  g{t)  =  n{t  —  v)  =  t^,   d  h.   es   ist 

.v^  =z  0   also   V  =  0.     Ein   Element  ??  =»  «j^ü^  -| 1-  v^x^  ist  also 

dann  und  nur  dann  durch  jede  noch  so  hohe  Potenz  von  jc  teilbar, 
wenn  es  NuU  ist,  wenn  also  alle  seine  Koeffizienten  v,  Null  sind. 
Zwei  Elemente  v  und  v'  sind  mithin  stets  und  nur  dann  für  jede 
noch  so  hohe  Potenz  von  sc  kongruent,  wenn  sie  gleich  sind. 

Im  Körper  K{x,p)  verliert  die  reelle  Zahl  p  ihren  Primzahl- 
charakter stets  und  nur  dann,  wenn  c  >  1  ist,  und  an  ihre  Stelle 
tritt  in  jedem  Falle  die  zugehörige  Primzahl  jc  oder  jede  ihr  äqui- 
valente, während  p  äquivalent  der  Primzahlpotenz  sr*  wird.  Die  Unter- 
suchung der  Teilbarkeitsbeziehungen  der  Elemente  v  des  Kongruenz- 
körpers K{x,p)  wird  also  voUstäiidig  durch  diejenige  jener  Elemente 
zu  einer  Primzahl  st  ersetzt,  zu  der  ich  jetzt  übergehe 

Diese  Untersuchung  erfordert  zunächst  eine  vollständige  Über- 
sicht über  alle  ganzen  Elemente  y  des  Kongruenzkörpers  K{x,'p)  Man 
kann  durch  ein  direktes  eudliches  Yerfuhren  stets  eine  solche  Basis 
(sc-^f  x^y. .  .xj)  von  lauter  ganzen  Elementen  finden^  daß  alle  und  nur 
die  ganzen  Elemente  jenes  Körpeis  in  der  Form  {c^x^  +•  '•\'CiXj) 
mit  ganzen  jp-adischen  Koeffizienten  dargestellt  sind;  jedes  solches 
System  {x^  heißt  ein  Fundainentahysiem  für  diesen  Körper 

AUe  diese  ganzen  Größen  y  bilden  nun  modulo  %  betrachtet 
einen  endlichen  Kongruenzkorper  K{y,  mod  n)  vom  Grade  /";  derselbe 
enthält  also  genau  /"  modulo  ä  unabhängige  Elemente  {pc^jXi, . .  .Xy), 
wä-hrend  zwischen  je  /'+  1  Elemente  {x^jX^, .  .x/)  eine  lineare  Kon- 
gruenz CqXq  -{-  c^Xj.-] h  c^Xj.  =E  U  (mod  n)  besteht.  Jedes  System 

(iTj, . , .  Xf)  von  /■  unabhängigen  Elementen  heißt  auch  hier  ein  Fun- 
damentt(üystem  jenes  Kongruenzkörpers.  Man  kann  aus  einem  Funda- 
meutalsystem  {x^, ,  . .  x^)  für  alle  gan/eu  Elemente  von  K{x,p)  stets 
f,  etwa  (rcj, . . .  x^)  so  auswählen,  daß  sie  em  Fundamentalsystem  für 
den  Kongruenzkörper  K(^y,  %)  bilden.  Dann  bilden  die  tf  =i/  ~  n(n;) 

48* 
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Elemente  ^  _  c.rri  +  •  •  •  +  C/^/  (c,  =  0,l.  ..i>— 1) 

ein  vollständiges  Restsystem  (fi^°^,  s^*', . . .  &^°~'^')  modulo  n. 

Die  Elemente  v  des  Kongraenzkdrpers  £'(:r,  j^)  stimmen  nun  iu 
ihrer  Gesamtheit  übereui  mit  dem  Eorper  K{^y  der  sog.  n-adischen 
Zahlen,  welcher  folgendermaßen  definiert  ist:  Jede  Zahlgröße: 

(147)  «  =  £X  +  «axl«^  +  '  +  ---, 

deren  Entwicklungszahl  tc  eine  beliebige  Primzahl  von  K(XfP)  ist  und 
deren  Koeffizienten  «a'^a+i»««-  g«uize  Elemente  desselben  Körpers 
sind,  welche  beliebig  weit  berechnet  werden  können,  soll  eine  Ä-adische 
Zahl  genannt  werden;  die  Elemeute  von  K(^,x) 

(147  a)  B,%-,    £,3t«  +  fi,^iJc«+S    ... 

heißen  ihre  Näherungswerte.  Zwei  nj-adische  Zahlen  a  nnd  a  sind 
hmgruent  modulo  ^  oder  modulo  1}^\  wenn  fa^t  alle  ihre  Näherungs- 
werte modulo  sr*  kongraent  sind;  sie  sind  gleich  für  den  Bereich  von 
§ß,  wenn  sie  für  jede  noch,  so  hohe  Potenz  von  ^  kongruent  sind. 
Wird  die  Entwicklungszahl  %  fest  gewählt,  und  werden  die  Koeffi- 
zienten Bj^  auf  ein  und  dasselbe  Bestsystem  modulo  n  beschränkt,  so 
heißt  die  Reihe  (147)  die  redueiette  DarsteUimg  von  a,  und  jede  st-adische 
Zahl  ist  einer  einzigen  reduzierten  gleich.  Bei  dieser  Definition  der 
Gleichheit  und  der  gewöhnlichen  Festsetzung  über  die  Addition  und 
die  Multiplikation  nr-adischer  Zahlen  bilden  diese  einen  Zahlkörper 
X(^),  welcher  dem  in  (12)  eingeführten  Korper  K{^)  aller  konver- 
genten uml  nicht  konvergenten  Potenzreihen  für  den  Punkt  ^  der 
JRiemanvb'^Qhen  Fläche  völlig  entspricht 

Man  beweist  nun  direkt,  daß  jedes  Element  v  des  Kongrueuz- 
körpers  K(x,p)  einer  einzigen  3c-adischen  Zahl  y  gleich  ist,  welche 
ihre  x-adisfhe  Entwicidung  genannt  werde,  und  daß  auch  umgekehrt 
jede  3r-adische  Zahl  gleich  einem  Elemente  von  K{x,p)  ist.  Also  ist 
der  zu  untersuchende  Kongruenzkörper  K(x,p)  dem  Korper  jK^('iß)  der 
3t-adischen  Zahlen  einstuKg  isomorph;  der  letztere  kann  daher  jetzt 
an  Stelle  von  K{x,'p)  weiter  untersucht  werden. 

Der  Körper  K{^)  der  jü  adischen  Zahlen  ist  ein  algebraiscber 
Erweiterungskörper  vom  ef=k^^  Ti'rade  über  dem  Körper  -ff(p)  der 
^adischen  Zahlen  In  ihm  sind  aUe  (]/  —  1)**°  Einheitswurzeln  «;" 
(v  =  0, 1  ..pf  —  2)  enthalten,  wo  w  eine  solche  primitive  a-adische 
Einbeits Wurzel  bedeutet.  Außer  diesen  kann  K(^)  höchstens  noch 
jp?*°  Einheitswurzeln  enthalten,  deien  Wurzelexponent  eine  Potenz  von 
p  ist.  Die  6  =  pf  Zahlen  (0,  1,  «;, . . .  w^^'^)  bilden  ein  vollständiges 
Restsystem  modulo  ^;  deshalb  heiUt  der  durch  w  bestimmte  Körper 
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K(w)  der  zu  K{^)  gehörige  Koefßaientenkbrpey.  Derselbe  ist  ein 
algebraischer  Körper  f^  Grailes  über  K{p),  während  K(^)  ein  Kör- 
per e*^  Grades  Über  E(w)  ist. 

Im  Körper  K(w)  ist  die  Primzahl  ä  ein  primitives  Element.  Ist 
e  nicht  durch  p  teilbai-,  so  kann  ar  stets  so  ausgewählt  werden,  daß 
es  in  K{ui)  einer  einfachsten  reinen  öleichniig  e^^  Grades 

(148)  Ä«  —  t/jö  =  0 

genügt,  daß  also  die  Entwicklungszahl  der  ac-adischen  Zahlen  abge- 
sehen von  einer  Binheitswurzel  die  e^  Wurzel  aus  p  ist™) 

Die  sE-adischen  Zahlen  unterscheiden  sich  also  nur  dadurch  von 
den  p  adischen  Zahlen,  daß  ihre  Beihen  nicht  nach  ganzen,  sondern 

im  allgemeinen  nach  gebrochenen  Potenzen  Xf^p^  von  p  fortschreiten, 
und  daß  ihre  Koeffizienten  nicht  (j>  —  1)*°,  sondern  (jp^ — 1/^  Emheits- 
wurzeln  sind.  Ihrer  Natur  und  ihrem  arithmetischen  Verhalten  nach 
stimmen  beide  Zahlkörper  genau  überein. 

48.  Der  zu  einer  vorgelegten  Gleiohnng  F(x)  =  0  zngeliörige 
G-alolssolie  sr-adisolie  Zahlkörper.^^)  Die  bisher  gefundenen  Ergeb- 
nisse können  jetzt  zur  Bildung  eines  solchen  Erweiterungskörpers  Ei^S\^) 
von  9r  adischen  Zahlen  bcDutzt  werden,  daß  in  ihm  die  linke  Seite 
f(x)  der  vorgelegten  Gleichung  vollständig,  d  h.  in  ein  Produkt 
(p  —  «OC^J  —  cc^)  . .  .(x  —  a^  von  n  Linearfaktoren  zerfällt. 

Zerlegen  wir  nämlich  die  Punktion  f(x)  wie  in  (142)  im  Körper 
K(p)  in  das  eindeutig  bestimmte  Produkt  von  v  verschiedenen  ^J-adi- 
schen  Primfaktoren: 

(149)  f{^)=-ft(^,P)     "fr(^,Pl  (P) 

und  sind  diese  schon  alle  vom  ersten  Grade,  ist  also  v  =  n,  so  ist  die 
gestellte  Aufgabe  bereits  durch  den  Körper  K{p)  gelöst.  Ist  dagegen 
V  <  »,  so  sei  etwa  der  Grad  X^  von  /i  {x,  p)  größer  als  Eins.  Dann  sei 
der  zugehörige  Kongruenzkörper  des  Xj*^  Grades  Kj,{a:,  mod  f^ix, p)) 
gleich  dem  algebraischen  Äj-adischen  Köi-per  KCÜ^i)  vom  kj^  Grade, 
dessen  Primzahl  jtj  die  Ordnung  e^  und  den  Grad  /j  haben  möge,  so 
daß  e^fi  =  Xi  ist.  Zerlegt  man  nun  die  Grundfunktion  f{x)  in  dem 
Oberkörper  JK"($i)  von  K{p)  weiter  in  ihre  Primfaktoren,  so  erhält 
man  eine  neue  Zerlegung: 

(149a)  f{x)  =  /i(»(a;,  st,)  •  •  •  flWx,  sr,),  (*) 

welche  darin  besteht,  daß  sich  jeder  der  p  adischen  Faktoren  /"^(ic,  p) 
jetzt  noch  weiter,  nnd  zwar  wieder  in  lauter  verschiedene  st^-adische 

80)  Vgl  p  647  (18)  und  (18  a)  dieseg  Referates. 

81)  Vgl.  Nr  7  dieses  llefarates  xmä  E  UI,  p.  446  ff 
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Faktoren  spaltet.  Die  Anzahl  v,  aller  dieser  Faktoren  ist  sicher  größer 
als  Vf  da  von  jenen  v  ersten  Primfaktoren  jedenfalls  der  erste 
fifäSfP)  =  (os  —  ^dfiipt^x)  S'ch  mindestens  in  zwei  aTi-adisohe  Fak- 
toren zei  legen  läßt.  Ist  jetzt  v^  =  m,  so  zerfällt  f{x)  innerhalb  K(^^ 
Tollständig  in  Linearfaktoren,  und  die  Aufgabe  ist  gelöst. 

Es  sei  jetzt  auch  v^  <  w,  und  f^^\Xf  n^  sei  irgendeiner  dieser 
Vi  irreduziblen  :ti-adiaehen  Faktoren  /■/*)(«;,«,),  dessen  Grad  X^  giößer 
als  1  ist;  dann  ist  der  zugehörige  Kongruenzkörper  K„  (x,  mod  /^^^(a:;«,)) 
«=  K(x,jCj)  aller  modulo  f^^"^  (x,  st^)  ganzen  Funktionen  von  x  mit  n^- 
adischen  Koeffizienten  ebenfalls  vom  Aj*"  Grade,  und  man  zeigt  nun 
genau  ebenso  wie  vorher,  daß  derselbe  gleich  einem  Körper  Ä'(^j) 
von  Wg-adisohen  Zahlen  vom  Grade  X^  über  Ä'($,)  ist;  ist  also  e^  die 
Ordnung,  f^  der  Grad  einer  Primzahl  n^  innerhalb  dieses  Körpers,  so 
ist  e^/g  =  Ag.  In  bezug  auf  den  Körper  K(p)  ist  K{^^)  ein  alge- 
braischer Erweiterungskörper  vom  Grade  X^X^,  und  für  ihn  sind  e^e^ 
und  /'i/'g  Ordnung  und  Grad  der  Primzahl  jTg. 

In  diesem  größeren  Erweiterungskdrper  K{^^)  zerfäUt  die  Funk- 
tion f(ai)  noch  -weiter,  da  sich  jetzt  von  dem  vorher  irreduziblen  Fak- 
tor /(^J(i»,  srj  noch  mindestens  ein  Lmearfaktor  (x  —  «j)  abspaltet. 
Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  ergibt  sich  also  nach  emer  end- 
lichen Anzahl  von  Schritten  em  «-adischer  Zahlkörper  Z"(?|5)  der  Art, 
daß  in  ihm  f(x)  vollständig  in  Lmearfaktoren  zerfällt,  daß  also  in 
ihm  die  Gleichung  f(a;)  =  0  genau  n  eindeutig  bestimmte  jc-adische 
Wurzeln  hat. 

Für  jede  Primzahl  p  erhält  man  so  einen  Galotsschen  Körper 
jr-adiBcher  Zahlen  K{^),  innerhalb  dessen  die  Galoissche  Theorie  gilt 
und  hier  vollständigen  Aufschluß  über  die  arithmetischen  Eigenschaften 
aller  algebraischen  Zahlen  hefert.  Es  ergibt  sich  endlich  der  Satz, 
daß  jede  Gleichung  F{x)  =  0  m  jedem  p-adischen  Zahlkörper  K(jß) 
algebraisch,  auflösbar  ist^^) 

82)  H.  m,  p.  451—452. 


(Abgeschlossen  im  März  1921.) 
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L  Einleitung. 

Die  arlthmetiBche  Theorie  der  algebraiscben  Fuiiktionen  zweier 
Veranderliclien  isb  noch  nicht  so  weit  ausgebaut  wie  die  entsprechende 
Theorie  bei  den  Funktionen  emer  Ver^nderhchen.  Vor  allem  fehlen 
eingehendere  Untersuchungen  über  die  Integrale.  Die  folgende  Über- 
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siclit  enthält  im  wesentliclieu  nur  die  AuBeinaDdersetznng  der  Methoden 
und  der  Grundbegriffe.  Im  übrigen  sei  auf  die  angegebene  Literatur 
verwiesen. 

n.  Der  Körper  der  algebraischen  rmiktlonen  zweier 
Teränderlichen. 

1.  Die  DarsteUung  der  Funktionen  des  Körpers  in  der  Um- 
gebung einer  Kurve.   Der  Köiper  besteht  ans  allen  rationalen  Futik- 
tioaen  dreier  Größen  a;,  y,  8,  zwischen  denen  eine  irreduktible  alge- 
braische Gleichung 
(1)  G{x,y,z)=^0 

besteht.  Er  heiße  K{Xf  y,  ff).  Deuten  wir  x,  y,  ß  als  kartesisoho 
Eoordinaten,  so  wird  durch  (1)  eine  algebraische  Fläche  G  definieit 
Es  sei  Ä{Xj  y)  ein  irreduktibles  Polynom,  also  J.  «=  0  die  Gleichung 
einer  Kurve  A  in  der  a;g/-Ebene.  Für  die  Darstellung  der  Funktionen 
des  Körpers  K(Xf  y,  ä)  in  der  Umgebung  von  A,  d.  h.  für  solche 
Werte  von  a?,  y,  fCLr  die  \A{x,  y)\  hinlänglich  klein  ist,  hat  Hensd 
folgendes  bewiesen.*) 

Wir  nehmen  au,  daß  A(x,  y)  von  y  wirklich  abhängt.  Sollte 
das  nicht  der  Fall  sein,  so  wäre  im  folgenden  x  mit  y  zu  vertauschen. 
Ißt  y^  eine  Wurzel  von  A{x,  y)  =  0,  so  läßt  sich  g  und  damit  jede 
Funktion  B.  des  Körpers  K  nach  steigenden  Potenzen  von  y  —  y^  ent- 
wickeln mit  Koeffizienten,  die  algebraische  Funktionen  von  x  sind. 
Statt  nach  Potenzen  von  y  —  y^  kann  man  auch  nach  solchen  von  A 
entwickeln,  was  aus  den  JSewseüschen  Ergebnissen  sofort  folgt,  da  man 
y  —  y^  nach  Potenzen  von  A  (x,  y)  entwickeln  kann,  wobei  die  Koef- 
fizienten algebraische  Funktionen  von  x  werden. 

Über  die  Entwicklungen  gilt  folgendes*): 

a)  Es  kann  höchstens  eine  endhche  Zahl  von  negativen  Potenzen 
von  y  —  y^  vorkommen. 

b)  Im  aUgemeinen  sehreitet  die  Entwicklung  nach  ganzen  Po- 
tenzen von  y  —  yo  fort.  Nur  für  eine  endliche  Zahl  von  Kurven 
A  (x,  t/)  =  0  gibt  es  Entwicklungen,  die  nach  ganzen  Potenzen  einer 
gebrochenen  Potenz  von  y  —  yo  fortschreitea. 

c)  Die  Koeffizienten  sind  sämtlich  Funktionen  eines  bestimmten 
algebraischen  Körpers  der  einen  Veränderlichen  x,  der  entweder  der 
durch  A{x,  y)  =  0  definierte  Körper  oder  ein  Körper  über  diesem  ist. 

1)  Eensel  A,  B,  €. 

2)  H&nsel  C.  Diese  Entwicklungen  finden  sioli  schon  bei  Ealphen  am  oben 
angegebenen  Orte 
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d)  Die  Entwicklimg  von  3  schreite  nach  ganzen  Potenzen  von 

(.y  —  2/o)"  fo^'^*  I^®i*  Körper  der  Koeffizienten  sei  vom  Relativgrade  0 
m  bezug  auf  den  durch  Ä  {^x,  y)  =  0  definierten  Körper.  Man  erhält 
dann  aus  der  Entwicklung  im  ganzen  aa  konjugierte,  indem  man  die 
«-te  Wurzel  aus  y  —  t/j,  durch  ihre  anderen  Werte  ersetzt  und  die 
Koeffizienten  durch  die  0  —  1  ihnen  relativ  zum  Korper  ^  =  0  kon- 
jugierten Funktionen.  Diese  aa  Entwicklungen  sind  nicht  notwendig 
voneinander  verschieden.  Es  gibt  aber  immer  eine  algebraische  Funk- 
tion e  von  X  folgender  Art.  Setzt  man  e"(y  —  ^o)  =  '^  ^^^  schreibt 
die  Entwicklung  von  3  als  Potenzreibe  von  rj,  so  werden  die  Koef- 
fizienten Funktionen  eines  Kelativkörpers  über  dem  Körper  Ä  =  0 
von  einem  Relativgrade  t  deiart,  daß  die  ar  konjugierten  Entwick- 
lungen voneinander  verschieden  sind.  Es  heißt  r  die  Koeffizienten- 
ordnung. 

e)  Es  sei  der  Grad  der  Gleichung  (1)  in  0  gleich  n.  Ist  n  =  tu, 
so  gibt  es  nur  die  eine  Entwicklung  iür  0  mit  ihren  konjugierten  für 
die  Umgebung  der  Kurve  A.  Ist  n  <  t«,  so  gibt  es  mindestens  noch 
eine  weitere  Entwicklung,  jedenfalls  aber  nur  eme  endliche  Zahl.  Jede 
dieser  Entwicklungen  stellt  e  in  der  Umgebung  einer  auf  der  Fläche  Q- 
liegenden  Kurve  dai-,  deren  Projektion  auf  die  xy-^hene  die  Kurve  Ä 

ist.   Schreitet  die  zugehörige  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen  von 

1 
(1/  —  2/0)"  ^^^f  so  heißt  die  auf  G  liegende  Kurve  eine  Verzweigungs- 
kurve in  bezug  auf  x,y  von  der  Veraweigungsoidnung  « —  1. 

f)  Es  sei  (a,  6)  ein  auf  der  Kurve  Ä  liegender  Punkt,  und  es  sei 
i/o  in  der  Umgebung  von  (a,  h)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x~a. 
Dann  kann  es  sein  —  und  nur  für  eine  endliche  Zahl  von  Punkten 
(a,  h)  ist  es  nicht  so  — ,  daß  sich  die  Reihen  filr  g  verwandeln  lassen 
in  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a,  y  —  &.    Ist 

(2)  g^<!ß(^-a,y-b) 

eine  solche  Reihe,  und  ist  ^  (0,  0)  =  c,  so  gibt  uns  (2)  die  Umgebung 
des  Punktes  (a,  &,  c)  der  Fläche  G.  Es  ist  jedoch  i.  a.  nicht'  filr  aUe 
Punkte  von  G  möglich,  aus  den  Eensehchen  Reihenentwicklungen  Dar- 
stellungen zu  gewinnen,  die  uns  die  ganze  Umgebung  des  betreffenden 
Punktes  liefern.  Die  Untersuchungen  von  Sensel  bedürfen  daher  einer 
Ergänzung. 

2.  Die  Darstellimg  der  Funktionen  des  Körpers  in  der  ITm- 
gebung  einer  Stelle,  a)  Es  sei  P  ein  Punkt  der  Fläche  G.  Er  habe 
die  Koordinaten  a,  l,  e.    Dann  kann  man  die  Gleichung 

Gix,y,0)  =  O 


2.  Die  Darstellang  der  Funkt  des  Körpers  \n  der  Umgebung  einer  Stelle.  655 
für  die  Umgebung  von  P  in  der  Form  auflösen,  daß  man  hat 

wo  ^1,  ^j,  ?ßg  gewöhnliche  Potenzreihen  von  zwei  Parametern  u,  v  sind, 
die  für  u  =  v  =  0  verschwinden  Eine  endliche  Zahl  derartiger  Dar- 
stellungen genügt,  um  alle  Stellen  von  G  in  einer  genügend  klein  ge- 
wählten Umgebung  von  P  zu  erhalten.  Dieser  Satz  ist  bewiesen  von 
J3.  L&oi^)  und  G.  W.  M.  Black''), 

Der  Beweis  von  Black  läßt  sich  leicht  so  umformen,  daß  zu- 
gleich folgt,  daß  die  Hilfsgrößen  u,  v  als  Funktionen  des  Körpers 
K{Xj  y,  8)  gewählt  werden  können.  Black  selbst  legt  darauf  keinen 
Wert,  da  er  sich  nicht  auf  algebraische  Funktionen  beechränkt.  Man 
braucht  nur  die  Gleichung  (ß)  in  §  2,  S.  304  in  der  Blacksahen  Arbeit 
in  der  Form  anzunehmen 

Dann  ist  E  eine  Einheit  für  x  =  y  —  0,  und  p{Xf  y)  ist  eine  ganze 
rationale  Funktion  von  x,  y,  die  für  a;  =  y  =  0  verschwindet,  in  der 
aber  die  Glieder  erster  Dimension  vorkommen    Man  hat  dann  zu  setzen 

woraus  sich  x  als  gewöhnliche  Potenzreihe  von  ä^  und  y  ergibt 

Diese  Substitution  ist  statt  der  Gfleiehung  {S)  von  Mack  zu  verwenden. 
Alles  andere  bleibt  ungeändert 

b)  Es  sei  P  ein  Punkt  der  a;y-Ebene  mit  den  Koordinaten  a,  &. 
Dann  kann  man  die  Gleichung 

Q{x,y,!s)  =  0 
in  der  Form  auflösen,  daß  man  hat 

x  —  a='  «|Si(m,  v),  2/  —  &  =  ^aCw,  ü), 
wo  ?ßi  und  ^ßg  gewöhnliche,  f ttr  t*  =  ü  =>  0  verschwindende  Potenz- 
reihen von  w,  V  sind,  wahrend  8  entweder  auch  eme  gewöhnliche 
Potenzreihe  von  w,  v  wird  oder  der  Quotient  zweier  solchen.  Es  ge- 
nügt eme  endliche  Anzahl  solcher  Dai Stellungen,  um  alle  Werte  von 
£  für  eine  hinlänglich  klein  gewählte  Umgebung  von  P  zu  erhalten. 
Dieser  Satz  ist  von  H  W.  E.  Jmg^)  bewiesen.  Er  ist  in  dem  unter 
a)  angegebenen  enthalten     Man  kann  daher  auch  hier  «  und  v  als 

8)  Lern  A— P. 

4)  Black.  ^      T,!«  v    « 

5)  Jung  C  Während  Levi  und  3lack  die  Singularitäten  der  1^  lache  Lt 
mit  Hilfe  von  Transformationen  von  x,  y,  e  auflösen,  benutzt  Jung  nur  Trans- 
formationen der  unabhängigen  Veränderhohen  x,  y. 
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Funktionen  des  Korpers  wählen,  was  in  der  Arbeit  von  Jung  nicht 
bewiesen  ist,  obwohl  das  in  der  Jünleitung  gesagt  ist  Das  kommt 
daher,  daß  der  Schluß  der  Arbeit  wahrend  des  Druckes  geändert  ist. 
8.  Die  Stellen  des  Körpers  K{.x^  y,  si).  Mit  Benutzung  einer 
Darstellung  von  x,  y,  e  in  der  Nr.  2  angegebenen  Form  mit  Hilfe  zweier 
Parameter  u,  v  lassen  sich  alle  Funktionen  des  Körpers  K{x,  y,  e)  dar- 
stellen als  gewöhnliche  Potenzreihen  von  u,  v  oder  als  Quotienten 
solcher.  Die  Gesamtheit  dieser  Darstellungen  definiert  eine  SieHe  des 
Körpers  mit  ihrer  Umgebung.    An  der  Stelle  selbst  kann  eine  Funk- 

tiou  aus  K{x,  y,  a)  unbestimmt  sein,  wie  z.  B  die  Funktion  —  an  der 

Stelle  M  =  «  =  0.  Die  Stellen,  des  Korpers  K{x,  y,  e)  sind,  im  Unter- 
schiede m  dtn  Stellen  eines  älgebrais<hen  Körpers  einer  Yeranderltthenj 
nicht  loUstdndig  bestimmt.  Zunächst  kann  man  irgend  r  (^  2)  Funk- 
tionen des  Köi'pers  auswählen,  von  denen  zwei  voneinander  unabhängig 
sein  müssen,  und  festsetzen,  daß  an  jeder  Stelle  diese  Funktionen  oder 
üiro  reziproken  Werte  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Hilfsgrößen  w,  v 
werden,  so  daß  die  ausgewählten  Funktionen  an  keiner  Stelle  un- 
bestimmt sind.^)  Betrachtet  man  einen  algebraischen  Körper  und  nicht 
eine  algebraische  Fläche,  so  wird  man  zweckmäßig  gwei  voneinander 
unabhängige  Funktionen  auszeichnen  und  diese  dann  als  unabhängige 
Veränderliche  betrachten,  da  es  sich  um  emen  Körper  von  zwei  unab- 
hängigen Veränderlichen  handelt  Betrachtet  man  aber  die  algebraische 
Fläche  G  (a?,  y,  s)  =  0,  so  wird  man  die  drei  Größen  x,  y,  g  auszeichnen 
und  die  Stellen  des  Köipers  so  definieren,  daß  x,y,8  an  keiner  Stelle 
unbestimmt  werden.  Dann  nämlich  entspricht  jeder  Stelle  des  Körpers 
ein  ganz  bestimmter  Punkt  der  Fläche.  Man  kann  dann  aber  auch 
noch,  einen  Schritt  weiter  gehen.  Sind  x', «/',  z'  die  Ebenenkoordinaten 
einer  Beriihrungsebene  von  G,  so  kann  man  die  Stellen  des  Körpers 
auch  so  dehnieren,  daß  außer  x,  y,  z  auch  x\  y\  z  an  keiner  Stelle 
unbestimmt  werden,  so  duß  jeder  Stelle  des  Körpeis  sowohl  ein  be- 
stimmter Punkt  wie  auch  eine  bestimmte  Berührungsebeno  entspricht. 
Daß  die  Stellen  ganz  verschieden  sind,  je  nachdem,  welche  Größen 
man  bei  ihrer  Definition  auszeichnet,  zeigt  schon  folgendes  einfache 
Beispiel    Es  sei  der  Körper  definiert  durch 

G  —  y«  — a;«  =  0. 

Nehmen  wir  x,  y  als  unabhängige  Veränderliche,  so  können  wir  ftir 
die  Umgebung  von  a;  =  0,  y  =  0  setzen 

(3)  a;  =  w,     t/  =  i;,     *f=^- 

6)  3M.nQ  H,  Eap  I,  §  4 


8.  Die  Stellea  des  Körpers  K{se,y,tf).  657 

Nebmen  wir  dagegen  y,  0  als  unabhängige  Veränderliche,  so  könnein 
wir  für  die  ümgebimg  von  y  =  0,  0  =  0  setzen 

I.  a;-»Mü,      y^v,         «»w^v; 
II.  a;  =»  Mu ,      y  ^>=uHj      0  =  v. 


(4) 


Man   kann   I   benutzen   etwa  für 


>1,     \0\<1    und   II   für 


^  1 ,  I  jsf  I  <  1.    Sowohl  die  Darstellung  (3)  wie  auch  (4)  geben 

uns  unter  anderem  die  ganze  Umgebung  des  Punktes  äc  "=  y  ==,  0  bs  Q. 
In  (3)  wird  0  für  m  =»  v  =  0  unbestimmt,  während  in  (4)  0  immer 
bestimmt  ist,  so  daß  die  durch  (3)  und  (4)  definierten  Stellen  wesent- 
lich verschieden  sind. 

Aber  selbst,  wenn  wir  einige  Funktionen  des  Eörpa^  ausgewählt 
haben  und  die  Stellen  so  definieren,  daß  diese  Funktionen  überall 
bestimmte  Werte  haben,  ist  diese  Definition  nicht  eindeutig.  Es  sei 
z.  B.  der  Körper  K(x,  y,  0)  der  Körper  der  rationalen  Funktionen 
Ton  x,y.  Die  Umgebung  des  Punktes  x,y  können  wir  darstellen 
durch  die  Gleichungen        a;  ■=«  w      «  ==  « 

Wir  können  sie  aber  auch  darstellen  durch  die  beiden  Gleichungspaare 

I.    X  =  UVf       J/  =  «j 
n.    x=°Vf        y  =  uv, 

indem  wir  I   etwa  gelten  lassen  für    —  >  1 ,  ]  i»  |  <  1   und  11  für 


^  1  >  I  ^  I  <^  1      -f™-  ersten  Falle  haben  wir  nur  eine  Stelle  im 


'.  Punkte  o;  =  y  =  '^ ,  im  zweiten  unendlich  viele.  Denn  jeder  Stelle 
u  s=  Uj ,  r  =  0  des  Korpers  entspricht  die  Stelle  a;  ■=  y  •=  0,  wenn 
Wj  irgendeine  endliche  Zahl  ist. 

Diese  WillkQrlichkeit  in  der  Definition  der  Stellen  hat  ihre  Nach- 
teile, aber  auch  ihre  Vorteile  Hat  man  z.B.  auf  der  Fläche  Q  eine 
Kurve  mit  iigendwelchen  mehrfachen  Punkten,  .so  kann  man  aUein 
durch,  andere  Drßmtion  der  SteUm  die  Kurve  verwandeln  in  eine  Kurve 
ohne  mehrfache  Stellen,  wovon  auch  die  italienischen  Mathematiker 
häufig  Gebrauch  machen.  Es  kommt  das  daher,  daß  eine  Verände- 
rung in  der  Definition  der  Stellen  nichts  anderes  ist  als  eine  biratio- 
nale Transformation.  Und  wenn  man  bedenkt,  daß  bei  einer  solchen 
Transformation  Punkte  der  Flache  O  in  Kurven  und  Kurven  in  Punkte 
übergehen  können,  so  sieht  man,  duß  die  WiUkürlichkeit  in  der  De- 
finition der  Stellen  in  der  Natur  der  Sache  liegt. 


658    H  C  6.  Jung    Anthm.  Theorie  d.  algebr.  Fankt  zweier  tuiabhäng.  Yer&^derl, 

ni.  Primteiler  und  Divisoren. 

4.  Die  Frimteiler  erster  Stufe.  ^  Es  sei  ^  ein  algebraischer 
Körper  einer  Veränderlichen,  der  zum  Körper  K{x,  y,  e)  in  folgender 
Beziehung  steht  Jeder  Funktion  aus  K{x,  y,  e)  entspreche  eine  und 
nur  eine  Funktion  aus  ^.  Jede  Gleichung,  die  zwischen  Funktionen 
aus  K(Xf  y,  e)  besteht,  bestehe  auch  zwischen  den  ihnen  entsprechenden 
Funktionen  aus  ^.  Es  heißt  dann  ^  ein  Pnmteiler  erster  Stufe  ton 
Kix,  y,  g).  Den  Übergang  von  K{x,  y,  e)  zu  ^  drückt  man  so  aus, 
daß  man  sagt,  man  setzt  ^  =  0  Ist  i?  eine  Funktion  aus  K(x,  y,  e\ 
der  im  Körper  ^  die  Zahl  0  entspricht,  die  also  für  ^  =  0  identisch 
null  wirii,  so  sagt  man  11  ist  durch  $  teilbar,  oder  '^  ist  m  R  ent- 
halten Sind  die  Funktionen  R  und  8  beide  durch  ^  teilbar,  und 
wird  der  Quotient  JR  •  /S  für  ?ß  =  0  weder  identisch  nuU  noch  un- 
endlich, so  sagt  man,  22  und  S  werden  fflr  ^  =  0  von  derselben  Ord- 
nung null,  oder  sie  enthalten  ^  in  dei selben  Potenz  Wird  aber  BiS 
für  ^  ==  0  zu  null,  so  sagt  man,  12  enthält  ^  in  höherer  Potenz  als  S. 
Nun  gibt  es  immer  eine  durch  ^  teilbare  Funktion  T  aus  K.{Xf «/,  g) 
von  der  Art,  daß  keine  Funktion  aus  K{x,  y, ;?)  ^  in  niedrigerer  Po- 
tenz enthält  als  T 

Ist  dann  R  irgendeine  Funktion  des  Körpers,  die  für  ^  =  0  zu 
null  wird,  die  also  durch  ^  teilbar  ist,  so  muß  unter  den  Funktionen 
R'.TjR:T^,R'.T^,...  eine  vorkommen,  die  für  ^  =  0  weder  null 
noch  unendlich  wird.  Denn  erstens  muß  R :  T^  für  genügend  großes 
ganzzahlifres  l  iür  ^  =  0  gleiih  unendlich  werden.  Ist  zweitens 
R'.  T^^^  die  erste  Funktion  der  Reihe,  die  für  ^  =  0  unendlich  wird, 
und  ist  J2 :  T^  für  ^  =  0  null,  so  würde  R :  T^  eine  Funktion  des 
Körpers  sein,  die  für  $  =  0  von  geringerer  Ordnung  null  wird  als  T. 
Es  wird  also  R\T^  f ür  ^  =  0  weder  identisch  null  noch  unendlich. 
Wir  sagen:  R  ist  durch  $^  teilbur  oder  ^  ist  in  72  in  der  >i-ten  Po- 
tenz enthalten.  Wenn  22  für  ^  ==  0  unetulhch  wird  und  22  T^  für 
«j5  =  0  weder  null  noch  unendlich,  so  sagen  wir,  22  ist  durch  ^"* 
teilbar,  oder  22  enthält  ^  in  der  Potenz  —  L 

Es  entspricht  z.B.  jeder  Henselst^Qn  Entwicklung  von  e  nach 
Potenzen  eines  ineduktiblen  Polynoms  Ä{x,y)  ein  Pnmteiler  erster 
Stufe.     Ist  ukmlich  etwa 

(5)  0  =  a^^a^A''  -[-a^A-  -f  •  ■  • 

eine  solche  Entwicklung,  wo  die  Koeffizienten  a,  algebraische  Funk- 
tionen von  X  sind,  so  können  wir  mit  Hilfe  dieser  Entwicklung  jede 

7)  Jung  A,  Jmg  F,  Nr.  1. 


5.  Die  Einteilung  der  Frimteiler  ereter  Stnfe  in  zwei  Arten  G59 

Funktion  des  Körpers  K{x,  y,  0)  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  Ton 

i_ 
Ä"  fortsolireitende  Potenzreihe  entwickeln,  deren  Koeffizienten  al- 
gebraische  Funktionen  von  x  bind.  Setzen  wir  in  diesen  Entwicklungen 
^  =  0,  so  gehen  die  Funktionen  des  Körpers  K  über  in  algebraische 
Funktionen  von  x,  und  zwar  in  Funktionen  des  zur  Reihe  (5)  ge- 
hörenden Koeffizientenkörpers.  Wir  erhalten  so  aus  K  einen  zur  Ent- 
wicklung (6)  gehörenden  Primteiler  Sß  erster  Stufe  Eine  Funktion  R 
aus  K  ist  dann  durch  ^^  teilbai,  wenn  ihre  Entwicklung  nach  steigenden 

Potenzen  von  A  mit  der  >l-ten  Potenz  von  A'^  beginnt.  Man  kann 
j6den  Frimteiler  ^  erster  Stufe  auf  diese  Art  definieren,  tcenn  man 
nur  die  unabhängigen  Verandp'lichen  passend  uäldt  Sie  müssen  so  an- 
genommen werden,  daß  sie  nicht  beide  für  5p  >=  0  konstant  werden. 

6.  Die  Einteilung  der  Frimteiler  erster  Stufe  in  zwei  Arten.^) 
Es  gilt  der  Satz:  Jede  Funltion  des  Korpers  K(x,  y,  e)  milialt  unend- 
licüi  viele  Frimteiler  erster  Stufe. 

Nehmen  wir  z.  B.  den  Korper  K(x,  y)  der  rationalen  Funktionen 
von  X,  y  Es  sei  a  irgendeine  ganze  positive  Zahl.  Wir  setzen  in  die 
rationalen  Funktionen  von  x,  y  statt  y  ein  ir^|,  entwickeln  nach  stei- 
genden Potenzen  von  x  und  lassen  dann  x  zu  nuU  werden  Es  gehen 
auf  diese  Art  die  ratioualen  Funktionen  von  x,  y  über  in  rationale 
Funktionen  von  |.  Wir  erhalten  so  einen  algebraischen  Körper  der 
einen  Veränderlichen  |,  der  ein  Primteiler  erster  Stufe  des  Körpers 
K{x,  y)  nach  der  in  Nr.  4  angegebeneu  Definition  ist.  Wir  bezeichnen 
ihn  mit  ^^.  Wir  erhalten  so  unendlich  viele  Primteiler  $1,  ^a;  ^8>  •  • 
Durch  aUe  diese  Primteiler  ist  y  teilbar,  und  zwar  enthält  y  ^^„  genau 
in  der  aten  Potenz. 

Die  hierdurch  entstehende  Schwierigkeit  ist  von  ganz  anderer  Art 
als  m  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  Dort  besteht  die  Schwie- 
rigkeit daiin,  die  Primteiler  so  zu  defiuieren,  daß  eme  eindeutige  Zer- 
legbarkeit der  Zuhlen  in  Primteiler  gewährleistet  ist.  Hier  lassen  sich 
die  Primteiler,  wie  m  Nr.  4  angegeben,  einfach  definieren,  und  es  ist 
auch  für  jeden  Primteiler  zu  definieren,  wie  oft  er  m  einer  Funktion 
enthalten  ist  Die  Schwierigkeit  ist  hier  pniktischer  Art,  Jede  Funk- 
tion enthält  unendlich  viele  Primteiler,  die  man  bei  der  Zei  legung 
der  Funktion  nicht  nlle  explizit  angeben  kann  Da  tritt  der  glück- 
liche Umstand  ein,  daß  man  die  Primteiler  m  zwei  Aiten  teilen  kann 
in  der  Weise,  daß  jede  Funktion  nur  eiue  endliche  Zahl  von  Piim- 
teilern  der  einen  Art  enthält  und  eindeutig  in  Primteiler  dieser  Art 

8)  Jung  A,  §  2,  Jung  F,  Nr.  2. 
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zerlegt  werden  kann,  und  daß  weiter  die  Primteiler  der  anderen  Art, 
die  in  der  Funktion  enthalten  sind,  durcH  die  der  einen  mitbestimmt  sind. 
a)  Die  Primteüer  erster  Art.  Es  liegt  nahe,  die  Primteiler  erster 
Art  geometrisch  zu  definieren.  Definiert  G(x,  y,  e)  =  0  den  Körper 
K{Xf  y,  e)j  so  kann  man  G  =  0  eis  Gleichung  einer  algebraischen 
Fläche  auffassen,  indem  man  so,  y,  e  bIb  kartesische  Pnnktkoordinaten 
deutet  Man  kann  dann  einen  Primteüer  $  von  der  ersten  Art  nennen, 
wenn  ihm  auf  G  eme  Kurve  entspricht,  wenn  also  für  ^  =  0  die 
drei  Größen  x,  y,  m  nicht  alle  drei  konstant  werden.  Oder,  wenn  man 
nur  zwei  Größen,  etwa  x,  y,  auszeichnen  will,  die  man  dann  als  un- 
abhängige Veränderliche  auffassen  kann,  so  kann  man  ^  einen  Pnm- 
teiler  erster  Art  nennen,  wenn  für  ^  =  0  nicht  x  und  y  beide  kon- 
stant werden,  wenn  also  ?ß  auf  G  eine  Kurve  entspricht,  deren  Pro- 
jektion auf  die  xy-'EbQnQ  kein  Punkt  ist.  Aber  es  zeigt  sich,  daß  eine 
derai'tige  Definition  nicht  das  Wesen  der  Sache  trifft,  wie  folgendes 
Beispiel  zeigt.  Beschränkt  man  sich  auf  diese  Primteiler,  die  also, 
gleich  null  gesetzt,  x  und  y  nicht  beide  konstant  werden  lassen,  so 
kann  ein  Doppeldifferential  unendlich  werden,  ohne  daß  es  längs  eines 
Primteilers  unendlich  wird.  Man  hat  also  kein  übersichtliches  Krite- 
rium dafür,  daß  ein  Doppeldiflerential  von  der  ersten  Gattung  ist. 
Z  B   wird  das  Doppeldifferential 

dxdy  dxdy 

für  keinen  Primteiler  der  angegebenen  Art  unendlich,  wird  aber  tiotz- 
dem  im  Punkte  x^y^  is  =  Q  unendlich.  Man  hat  nämlich  —  unter 
anderem  —  die  Darstellung 

(6)  a;  =  M,    j/  =  wv    fif  =  w^  y  1  —  «;*, 

woraus  folgt  dxdy  dudv 

so  daß  das  Differential  für  m  =  0  unendlich  wird,  d.  h.  für  x  =  y 
=  Ä  =  0.  Nun  wird  durch  «  =  0  ein  Primteiler  definiert.  Setzt  man 
nämlich  in  alle  rationalen  Funktionen  von  a*,  .v,  e  für  x,  y,  B  die  Werte 
(6)  ein,  entwickelt  nach  steigenden  Potenzen  von  u  und  setzt  dann 
u  =  0,  so  werden  die  Funktionen  des  Kdi-pers  K{Xj  y,  ß)  rationale 
Funktionen  von  v  und  l/l  —  v\  also  Funktionen  eines  algebraischen 
Korpers  einer  Veränderlichen.  Man  wird  den  so  definierten  Primteiler 
mit  zu  den  Primteilem  erster  Art  rechnen  wollen.  So  kommt  man 
zu  folgender  Definition  der  Primteiler  erster  Art. 

Zunächst  smd  die  Stellen  des  Körpers  zu  definieren.    Wir  be- 
trachten dann  eine  Funktion  E  des  Körpers  in  der  Umgebung  einer 
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Stelle  S,  wo  sie  null  wird.   Sie  habe  unter  Benutzung  der  zur  Stelle  S 
gehörenden  Hilfsgroßen  u,  v  die  Darstellung 

wo  L  und  H  gewöhnliche  Potenzreiheu  von  m,  v  sein  sollen,  und  wo 
L  iüx  u  =  v  =  0  verschwinden  soD.  Wir  nehmen  äu,  daß  L  und  S 
m  der  Umgebung  von  it  ==«;=»  0  keinen  gemeinsamen  Paktor  haben. 
Wir  können  L  in  Faktoren  zerlegen,  die  gewöhnliche  fär  m  =» «;  «=  0 
verschwindende  Potenzreihen  von  w,  v  sind,  und  die  sich  nicht  weiter 
in  derselben  Art  zerlegen  lassen.  Das  wird  sofort  klar,  wenn  man 
nach  dem  Weiersiraß sehen  Vorbereitimgssatze  L(u,  v)  darstellt  in 
der  Form  l(u,  v)  =  E(u,  v)l(u,  v), 

wo  E  eine  Einheit  für  die  Stelle  u  =  v  =  0  ist,  d.  h.  eine  Potenz- 
reihe von  M,  t;,  die  für  m  =  r  =  0  nicht  verschwindet,  während  l  eine 
ganze  rationale  Funktion  von  v  ist,  in  der  der  Koeffizient  der  höch- 
sten Potenz  gleich  1  ist,  während  die  anderen  Koeffizienten  gewöhn- 
liche Potenzreihen  von  u  sind,  die  fflr  m  =  0  verschwmden.  Ist  7c(u,  v) 
ein  nicht  weiter  zerlegbarer  Faktor  von  L,  so  wird  durch  Ä  =  0  em 
Primteiler  ^  erster  Stufe  definiert.  Denn  es  wird  für  Ä  =  0  auch 
22  =  0,  so  daß  zu  der  Gleichung  G{Xfy,g)  =  0  noch  eine  algebraische 
Gleichung  hinzukommt.  Es  kann  sein,  daß  noch  andere  Faktoren  von 
L  denselben  Primteiler  ^  definieren.  Das  Produkt  aller  ?ß  definieren- 
den Faktoren  von  L,  jeden  in  der  ersten  Potenz  genommen,  nenne 
ich  die  zugeordnete  Funktion  von  ^  für  die  Stdle  S  und  bezeichne  es 
mit  ^{u,  v)  Die  zugeordnete  Funktion  boU  nur  bestimmt  sein  bis 
auf  eine  Einheit  für  die  Stelle  u  =  t?  =>  0  als  Faktor.  Es  kann  also 
nach  dem  WeterstraßädheTi  Vorbereitungssatz  ^(w,  v)  auch  immer  als 
ganze  rationale  Funktion  von  v  angenommen  werden.  Haben  wir  die 
Hilfsgrößen  u,  v  als  Funktionen  des  Körpers  K(x,  y,  m)  gewählt,  so 
besteht  zwischen  ihnen  für  ^  =  0  eine  irreduktible  rationale  Glei- 
chung jt)(u, «;)  =  0,  und  es  kann  dann  ^(m,  v)  nichts  anderes  sem  als 
der  größte  gemeinsame  Teiler  von  Z(m,  v)  und  p{u,  v). 

Ist  ^'  ein  m  i2  m  positiver  Potenz  enthaltener  Primteüer,  und 
definiert  keiner  der  Faktoren  von  L{u,  v),  gleich  nuU  gesetzt,  den 
Piirateiler  Sß\  so  setzen  wir  die  zugeordnete  Funktion  von  ^'  für  die 
SteUe  S  gleich  1. 

Nehmen  wir  ein  einfaches  Beispiel  Es  sei  die  Fläche  G  definiert 
durch  G  =  {0  —  xy—y^{l  +  x)  =  0. 

Aus  G  =  0  folgt  dann  für  die  Umgebung  von  ic  =  y  «=»  0 

e  =  x:hyVi  -{-  X. 

Snoyklop.  d.  math.  WlBBenBota.   II 8.  Ü 
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Wir  haben  also  im  FunUe  a;  ==«/==  j?  «==  0  zwei  Stettm  Sj  und  8^ 
Ton  Q,  (iie  definiert  sind  durch 

S^:    x==u,    y=Vf   iSf  =  M -(- v j/1 -f- «  =  «  +  *'  + "2 wv  —  \u^v-\ , 

S^i    x  =  Uf    y=Vf    g==u  —  vyi-\-u  =  u~v  —  ■|Mt;4- ■§■«'» H 

Wir  betrachten  die  Stelle  8^  und  wählen  R  =  ye.  Es  wird  dann 
JT=1  und 

L{U,  v)  =  v{u  -\-  Vyi  -\-  u)  =  V(U  -\-  V  -\-  \  UV  -{•  •  ■  ■). 

Wir  haben  also      l(u,  v)  =  v  [v  -\-  u(l  -^  w)~ä^}. 

Es  hat  hier  l  zwei  Faktoren  ]Ci=>  v  und  7tj  =  v  -|-  w(l  +  u)~  s".  Der 
durch  ^,  =  0  definierte  Pnmteüer  heiße  Sß.  Für  «ß  =  0  wird  g  =^  0, 
so  daß  wegen  ö  ==  0  zwischen  u  =  x,  v  =  y  £ilr  Sß  =  0  die  Q-lei- 
chung  besteht  ^^^^  ^^  _  ^»^^  ^  „)  _  „s  _  q. 

Es  ist  hier  h^  der  größte  gemeinsame  Teiler  von  p  und  Z,  also  die 
zugeordnete  Funktion  von  ^  für  die  Stelle  S^.  Durch  l\==0  wird 
ein  von  ?ß  verschiedener  Primteiler  ^j  definiert  Denn  für  ^i  =  0 
wird  y  zu  null,  für  ^  =  0  aber  nicht. 

Em  anderes  Beispiel  ist  folgendes:  Es  sei  K(x,  y,  e)  der  Körper 
K{Xf  y)  der  rationalen  Funktionen  von  x,  y  Wir  betrachten  die  Stelle 
Sj  so  c=  y  =  0    Wir  haben  einfach  zu  setzen 

X  =  u,    y  =  v 
Es  sei  R^E  (jf  —  x)(y^  —  a^  —  x^),  also   m   der  Umgebung  von  8, 
^=1  und     L(u,  v)  =  (v  —  u)(v^ -  u'  —  u^)  —  ^^,  v) 
Hier  hat  l  drei  Faktoren  Jc^,  7rj,  Z'j. 

7c^  a=  t;  —  u,    Äs  =  V  —  M  (1  +  m)%    ^  «=  «  +  m  (1  +  m)  , 

wo  wir  uns  für  (1  +  w)  die  Potenzreihe  gesetzt  zu  denken  haben. 
Es  wird  durch  Är^  =  0  ein  Pnmteiler  ^^  definiert,  dem  geometrisch 
die  Gerade  y  =  x  entspricht.  Durch  l\  =  0  und  Ag  ==  0  wird  derselbe 
Primteiler  ^g  definiert,  dem  geometrisch  die  Kurve  «/" — x^  —  x^=0 
entspricht.    Es  ist 

?ßi(tt,  v)  =  ü  —  M,     %iUf  ü)  ==  ü'  —  w^  —  m". 

Wir  nennen  jetßt  einen  Primteiler  von  der  ersten  Art,  uenn  er 
auch  nitr  für  eine  Stelle  eine  von  1  verschiedene  zugeordnete  Funktion  Jiat 

Es  gilt  dann  der  Satz^): 

Jede  Funktion  des  Körpers  K{Xf  y,  e)  läßt  sich  auf  eine  und  nur 
eine  Art  m  eine  endliche  Zahl  von  Primteilern  erster  Art  zerlegen, 

9)  Jwig  A,  §  S. 
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und  zwei  Funktionen,  die  dieselben  Primteiler  erster  Art  in  derselben 
Potenz  enthalten,  unterscheiden  sich  höchstens  durch  einen  kon- 
stanten Faktor. 

Es  genügt  also,  die  Primteiler  erster  Art  aneugehm.  Damit  ist 
nicht  gemeint,  daß  die  Funktion  keine  anderen  Primteüer  enthält, 
kann  auch  nicht  gemeint  sein,  da  ja  jede  Funktion  unendlich  viele 
Primteiler  enthält 

Femer  gilt: 

Hat  man  für  die  Funktion  B  des  Körpers  K(x,  y,  e)  die  Zerlegung 

m  Primfaktoren,  und  ist  ^„(w,  v)  die  augeordnete  Funktion  von  ^^ 
für  eine  Stelle  S,  so  ist 

B  =  «ßi(M,  «?)p^^s(m,  vy^ . . .  ^^(m,  vyi*E{u,  v) 

die  Darstellung  von  B  in  der  Umgebung  von  5  durch  die  HiLfsgrößen 
M,  V.    Daljei  ist  E  eine  Einheit  für  die  Stelle  8. 

Die  Primteiler  erster  Art  teilen  wir  wieder  in  zwei  Arten.^")  Ist 
5ß  ein  solcher  Primteiler,  so  werden  für  ^  =  0  entweder  x  und  y 
beide  konstant  oder  nicht.  Im  ersten  Fall  heißt  ^  Punk^rimieiler, 
im  zweiten  Falle  Kurvenprimteiler  ^^) 

b)  Die  Primteiler  gweüer  Art  ^') 

Jeder  Primteiler  93  zweiter  Art  gehöi*t  zu  einer  bestimmten  Stelle, 
etwa  zur  Stelle  S.  Sind  m,  v  die  Hilfsgrößen,  durch  die  wir  die 
Funktionen  des  Korpers  K(x,  y,  a)  in  der  Umgebung  von  S  darstellen, 
so  können  wir  S3  so  definieren: 

Wir  setzen: 

V  r=>  a^ui^  -\-  a^uP'  -\ —  +  <^,-iW  '^  +  ^^w/*' , 
wo  die  Exponenten  von  u  positive  rationale  Zahlen  mit  dem  Haupt- 
nenner ß'  sind,  wo  aj  <  «j  <  -  •  <  a^.i<  ß"  und  wo  die  a^  konstant 
sind,  während  t  ein  Parameter  ist.  Stellt  man  alle  Funktionen  aus 
E{x,  y,  g)  durch  w,  v  dar,  setzt  dann  v  =  «,  ordnet  nach  Potenzen  von 
M  und  setzt  dann  w  =»  0,  so  gehen  alle  Funktionen  aus  Kix,  y,  s)  m 
rationale  Funktionen  von  t  [oder  m  Konstante]  über.  Wir  erhalten 
so  eine  Abbildung  von  K(x,y,e)  auf  einen  Körper  S3  vom  Geschlechte  0, 
der  ein  Primteiler  zweiter  Art  von  K(x,  y,  g)  ist  v  heißt  die  S3  de- 
finierende Funktion     Es  gelten  die  Sätze: 

10)  Jumg  A,  §  2. 

11)  Die  l'rimteiler,  die  Hensel  mit  Hilfe  seiner  Reihenentwicklungen  de- 
finiert, sind  die  Kurvenprimteiler  (vgl.  Hensel  0,  §  16). 

12)  Jung  A,  §  2,  Nr.  2,  Jung  F,  Nr  8 

44* 
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1.  Ist  B  eine  Funktion  ans  Z"(ä,  y,  e),  nnd  stellen  wir  B  in  der 
Umgebung  von  S  durch,  u,  v  dar,  setzen  dann  v  =  v  und  entwickeln 
nach  steigenden  Potenzen  w,  so  ist  B  genau  durch  S3^  teübar,  wenn 

das  Ajifangsglied  die  X*°  Potenz  von  iifi'  enthält  Diese  Definition 
stimmt  mit  der  in  Nr.  4  gegebenen  tiberein.  Denn  aus  der  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderhchen  folgt,  daß  es  immer 

eine  rationale  Funktion  T  von  m,  v  gibt,  so  daß  T{u,  v)  genau  durch 

j^ 
die   erste  Potenz  von  u^  teilbar  wird.    Da  aber  u  und  v  rationale 
Funktionen   von  Xfy,g   smd,   so  ist  T  eine  Funktion  des  Körpers 
E.{x,  y,  s),  und  diese  wird  für  93  =  0  von  möglichst  niedriger  Ordnung 
null.   Und  man  definiert:  Ist  ?ß  ein  durch  S  gehender  Primteiler  erster 

Art,  und  beginnt  die  Entwicklung  von  ^  (m,  v)  nach  steigenden  Po- 

i_ 
tenzen  von  u  mit  der  ii^^  Potenz  von  uP',  so  sagt  man,  ^  ist  durch 
SSi"  teilbar.  Die  Pnmteder  sweiier  Art  sind  also  m  denen  erster  Art  ent- 
halten und  durch  diese  miüiestimmt. 

2.  Ist  der  Hauptnenner  der  Exponenten  ^ ,  ^ ,  ■  •  •  ^^  gleich  d, 
und  ist  ß'  ==  sd,  so  smd  die  Funktionen  des  Körpers  S5  rationale 
Funktionen  von  r  =  t' 

und  es  ist  t  selbst  eine  Funktion  des  Körpers  S3. 

Man  setzt  ^^) 
(7)   '  Norm  (i;  —  v)  =  B(u,V]x), 

wobei  die  Norm  in  bezug  auf  die  zu  v  konjugierten  Entwicklungen 
zu  bilden  ist.  Es  ist  die  Norm  B  eine  ganze  rationale  Funktion  von 
«,  V  und  T.  Sie  heißt  die  Eichfunktion  von  SS.  Ihr  Qrad  in  m,  v  ist 
iß',  jS").    Die  Zahl  j3  =  /3'  +  ß"  —  1.  heiße  die  Ordnung  von  83. 

6.  Die  Primteiler  zweiter  Stufe.")  Jeder  Primteiler  erster  Stufe 
ist  ein  algebraischer  Körper  einer  Veränderlichen.  Die  Piimteiler,  die 
zu  den  Steilen  emes  solchen  Körpers  gehören,  heißen  Prirateiler  zweiter 
Stufe  des  Körpers  K{x,  y,  n).  Ist  im  besonderen  ^  ein  Primteiler 
erster  Art,  und  ist  ^  («,  v)  seine  zugeordnete  Funktion  für  eine  Steile  ä, 
durch  die  ?ß  geht,  so  gibt  die  Gleichung  ^  (w,  ü)  ==>  0  für  v  eine  oder 
mehrere  Lösungen,  die  für  m  =  0  verschwindende  gewöhnliche  Potenz- 
reihen  von  u  oder  einer  gebrochenen  Potenz  von  m  smd.   Ist  etwa  v^ 

eine  solche  Lösung,  und  schreitet  v^  nach  ganzen  Potenzen  von  m* 

18)  Jung  P,  Nr.  8,  Schluß. 
14)  Jung  B,  §  3. 
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fori^  -so  ordnen  wir  %  einen  Primteiler  zweiter  Stufe  ))j  zn,  indem  wir 
definieren,   der  Primteiler  erster  Art  D  ist  durch  i)J  teilbar,   wenn 

CI(m,  Vi)  durcli  u"  teilbar  ist  Man  kann  so  für  jeden  Primteüer 
[zweiter  Stufe]  von  ?ß  bestimmen,  ob  und  in  welcher  Potenz  er  in  O 
enthalten  ist.  Das  Produkt  aller  in  D  aufgehenden  solchen  Primteiler, 
jeden  in  der  in  Cl  enthaltenen  Potenz  genommen,  sei  mit  q  bezeichnet. 
Man  sagt  dann:  D  geht  für  ^  =  0  in  q  über.  Ist  O  ==  ClJ'DJ«  .  DJ»- 
ein  Produkt  von  Pnmteilern  erster  Art,  und  geht  sDi  für  $]S  =  0  über 
m  q, ,  so  geht  O  f Qi-  ^  =  0  über  in  qj»  q^  . .  q^»-  Ist  im  besonderen 
D  eme  Funktion  aus  K(Xf  y,  is),  so  erhalten  wir  so  die  Zerlegung  von 
D  tn  Primteüer  des  Körpers  ^. 

Man  kann  für  jede  Stelle  S,  durch  die  Sß  geht,  bestimmen,  durch 
welche  Potenz  der  zu  8  gehörenden  Primteiler  von  ^ 

i.3_f    oder    i-^"M 
du  dv  dv  du     ■' 

teilbar  ist.  Das  Piodukt  aller  dieser  Primteiler,  jeder  in  der  fest- 
gestellten Potenz  genommen,  sei  bezeichnet  mit  b$.  Es  heißt  b$  der 
Divisor  der  mehrfadien  Stellen  von  ^.  Seine  Ordnung  ist  immer  end- 
lich und  immer  gerade.     Sie  sei  bezeichnet  mit  20v^ 

7.  Divisoren,  DivlsorenklasBen.")  Ein  Produkt  von  irgendwelchen 
Primteilem,  jeden  in  irgendemer  positiven  oder  negativen  ganzzahligen 
Potenz  genommen,  heiBt  Divisor.  Kommen  keine  negativen  Potenzen 
von  Primteilem  m  ihm  vor,  so  heißt  er  gang.  Ist  D  ein  Divisor 
erster  Art,  enthalt  also  jQ  nur  Primteiler  erster  Art,  und  ist  B  em 
Divisor  zweiter  Art,  so  ist  Ob~*  gai^z,  wenn  Ö,  du^ßh  6  teilbar  ist. 
Ist  r  ein  Divisor  zweiter  Stufe,  dessen  Pnmteiler  zum  Körper  ?ß  einer 
Veränderlichen  gehören,  so  ist  Dr~^  S^^^}  wenn  O  durch  r  teilbar 
ist,  wenn  also  f lir  ^  =  0  der  Divisor  Q  in  einen  durch  r  teilbaren 
Divisor  des  Körpers  ^  übergeht. 

Ebenso  wie  bei  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen 
heißen  zwei  Divisoren  äquivalent  (~),  wenn  ihr  Quotient  eine  Funk- 
tion des  Köi-pers  ist  Alle  zueinander  äquivalenten  Divisoren  bilden 
eme  Klasse.  Jede  Klasse  ist  durch  irgendeinen  in  ihr  enthaltenen 
Divisoi  vollkommen  bestimmi  Ist  D  ein  Divisor,  so  wird  die  Klasse, 
der  ^  angehört,  mit  (Q)  bezeichnet.  Smd  Dj_  und  Dj  zwei  Divisoren 
erster  Stufe,  so  heißt  die  Klasse  (D,  Dg)  das  Produkt  und  die  Klasse 

(&)  ^^^  Quotient  der  Klassen  (D^),  (Dg)- 

W)  Da  'iß  =  0,  so  iBtd«p  =  PdM-f  |^d«=-0  oder  Ap„_^p. 
'        ^       '  ^      du  dv  dudv         avdu 

15)  Jung  B,  §  8. 
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für  <P  =  0  in  (fc)  übergeht.  Es  gilt  der  Satz"):  Ist  (Ä)  die  Jcano- 
nisdie  Klasse  von  K(x,  y,  0),  so  geht  die  Klasse  (Ä^b^^)  fUr^=sO 
in  die  kanoniscJie  Klasse  von  ^  über  Da  der  Grad  dieser  Klasse  gleich 
Sä^j  —  2  ist,  wenn  st^  das  Geschlecht  von  ^  ist,  so  folgt 

(11)  23t$  —  2  =  {%  «(5Ä)  —  20^ , 
wenn  26^  die  Ordnung  von  b$  ist 

Hiemach  definiert  man  als  Geschlecht  einer  Klasse  (D),  wo  D  ein 
Divisor  erster  Art  ist,  die  Zahl 

(12)  «0-1(0,0^  +  1. 

Wenn  Q,  ein  ganzer  Divisor  aus  (O)  ist,  so  ist  stq  identisch  mit  dem 
virtuellen  Geschlecht  der  Q  auf  der  Fläche  G  entsprechenden  Kurve. 

Nach  M.  Noether  heißt  das  Geschlecht  p^i)  der  kanonischen  Klasse 
das  Kurvengeschlecht  der  Fläche  G  und  der  Grad  der  kanonischen 
Klasse,  eine  auch  von  M.  Noether  eingeftthrte  Zahl,  wird  mit  />(*)  oder 
auch  mit  a>  —  1  bezeichnet.  Es  ist  jp^^)  ==  |-(Ä,  ft»)  -|-  1  =  (Ä,  Ä)  + 1, 
so  daß  sich  sehr  einfach  die  Noetlierache  Gleichung  p^^'^  =  p^^'^  —  1  ergibt. 

9.  Birationale  Transformation.^")  Sind  |,  -rj  irgend  zwei  Funktionen 
des  Körpers  K(x,y,e),  die  nicht  konstant  sind  und  zwischen  denen 
keine  Gleichung  besteht,  so  können  wir  |,  vi  geradesogut  als  un- 
abhängige Veränderliche  wählen  wie  x,  y.  Es  gibt  immer  eine  Größe  t 
aus  K{x,  y,  0),  so  daß  aUe  Funktionen  aus  K(x,  y,  0)  auch  als  ratio- 
nale Funktionen  von  |,  ly,  g  dargestellt  werden  können,  wo  zwischen 
g,  1?,  g  eine  irreduktible  Gleichung  r(|,  1^,  g)  ==  0  besteht.  Es  sind  die 
Korper  K{x,  y,  0)  und  K(^,  rj,  g)  miteinander  identisch.  Den  t5her- 
gang  von  einem  zum  andern  nennt  man  hrationäle  Transformation. 

Bei  der  birationalen  Transformation  hleiben  die  Pnmteüer  mvariunt, 
sowohl  die  erster  wie  zweiter  Stufe.  Aber  die  Emteüung  der  Prim- 
teiler  erster  Stufe  in  zwei  Arten  ist  nicht  invariant,  da  diese  abhänsrt 
von  der  Defimtion  der  Stellen  und  damit  von  der  Wahl  der  un- 
abhängigen Veränderlichen.  Man  nennt  diejenigen  Primteiler,  die  in 
bezug  auf  K{x,  y,  0)  und  K{1,  rj,  §)  von  verschiedener  Art  sind,  aus- 
ge0eichnete  Primteiler  oder  Fundamentalprmiteiler  für  die  Transformation. 
Ihre  Zahl  ist  immer  endlich  Man  nennt  femer  diejenigen  Primteiler 
erster  Art  von  K{x,  y,  0),  die  überhaupt  bei  irgendeiner  Transformation 
in  einen  Primteiler  zweiter  Art  übergehen  können,  ausge0eicknete  Prim- 
teiler von  K{x,y,0)  Ihnen  entsprechen  auf  der  Fläche  G'  die  aus- 
gezeichneten Kurven.    Es  seien  ^,%,...%j^  diejenigen  Primteiler 

19)  Jung  B  und  Jung  G;  E,  Nr  12, 18,   Hier  zeigt  sich  besonders  deutlich, 
■wie  viel  einfacher  die  Definitionen  mit  Hilfe  der  arithmetischen  Theorie  werden 
SO)  Jung  A  und  Jung  F. 


9.  Biiationale  Transfoimation  QQQ 

erster  Ai*t  von  K(x,  y,  s)y  die  in  bezug  auf  JE(|,  17,  g;)  yon  der  zweiten 
Art  sind.  Sie  seien  als  Primteiler  von  K{^,  1;,  g)  bezeichnet  mit 
Oj,  O3, . . .  a;i.  Es  seien  S3i,  S32>'*  ®/t  ^^^  Primteiler  erster  Art  von 
JSr(|,  %  g),  die  in  bezug  auf  K{Xy  y^  e)  von  der  zweiten  Art  sind.  Sie 
seien  als  solche  bezeichnet  mit  61,  62»  •  •  ^fi  ^^t  ^  irgendein  Prim- 
teüer  erster  Art  von  K(sSjy,  e),  so  bezeichnet  man  mit  s(^)  das  Pro- 
dukt der  in  ^  enthaltenen  Primteüer  ^i,^^,  >  •  -h^f  jeden  in  der  Po- 
tenz genommen,  in  der  er  in  ^  enthalten  ist.  Die  entsprecheilde  Be- 
deutung habe  s(D'),  wenn  D'  ein  Primteiler  erster  Art  in  bezug  auf 
K{1  %  l)  ist. 

Ist  ^  ein  Primteiler  erster  Art  in  bezug  auf  X{Xf  y,  0)  und  nicht 
einer  der  ausgezeichneten  Pnmteiler  8l„,  so  bezeichnen  wir  ^  als 
Primteiler  von  K{%  %  ^)  mit  ^'.  Es  gelten  dann  folgende  Transforma- 
tionsgleichungen 

Wenn  die  Klasse  (Ä)  oder  eine  ihier  positiven  Potenzen  einen  ganzen 
Divisor  enthält,  so  ist  «(SfJ  =  5(99^)  =  1}^) 

Es  sei  Aj^{u,  ti;  r)  die  Eichfunktion  von  a^  und  J9j|.(w,  <?;  ffj)  die 
von  6^.  Die  Ordnung  von  Aj^  m  (m,  «)  sei  {tt[,a'^i  die  bei  5^  sei 
te,  ft')-     Setzt  man 

(14)  «*==«*  +  <—!;     /5i==Ä  +  Ä'— 1, 

a  =  a«»a^> . . .  ap ,     ö  =  Bf» Bf* . . .  BjJ/*, 

so  geht  die  Klasse  (AB)  über  in  die  Klasse  (Ä'a),  wenn  (Ä)  die  kano- 
nische Klasse  von  K{x,  y,  e)  und  (Ä')  die  von  i(i,  iy,  g)  ist  Hieraus 
folgt  dann  leicht  der  Satz,  daß  jeder  ganze  Divisor  der  Klasse  (Ä) 
durch  alle  ausgezeichneten  Kurven  des  Korpers  K{x,  y,  e)  teilbar 
sein  muß. 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  sich  die  Zahl  der  Schnittpunkte  von 
zwei  Primteilem  a^,  0,  oder  B^,  B,  so  definieren  läßt,  daß  die  Zahl  der 
Schnittpunkte  zweier  aus  Primteilem  erster  Art  von  K{x,y,8)  und 
aus  Primteilem  B^  zusammengesetzten  Divisoren  gleich  der  Zahl  der 
Schnittpunkte  derjenigen  Divisoren  ist,  in  die  sie  beim  Übergang  zu 
^(g,  iy,  g)  übergehen  Dabei  ist  die  Zahl  der  Schnittpunkte  eines  Di- 
visors erster  Art  von  K{x,  y,  g)  mit  einem  der  Pnmteiler  B^  und 
ebenso  die  Zahl  der  Schnittpunkte  eines  Divisors  erster  Art  von 
JBTd,  ij,  &)  mit  einem  Primteiler  a^  gleich  null  za  setzen.  So  folgt 
z.B.  aus  (Ä&)  =  (ra) 

(15)  (Ä,Ä)  +  (&,&)«(ß',Ä')H-(a.tt). 

21)  Jung  P,  Nr.  8 
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Wenn  die  Klasse  (^)  oder  eine  ihrer  positiven  Potenzen  einen  ganzen 
Divisor  enthält,  so  folgt  hieraus^') 

(16)  Ä  Ä)  +  A  -=  (Ä',  ftO  +  ^, 
wo  X  die  Zahl  der  a^  und  /t  die  der  \  ist. 

10.  Fandamentalsysteme  flir  die  Vielfachen  eines  DiviBors.'^) 
Es  seien  S,  9Jl  die  Nenner  von  x  und  y.  Es  sei  D  irgendein  ß  nnd 
iDt  nicht  enthaltender  Divisor  erster  Art.  Man  kann  sich  die  Aufgabe 
stellen,  alle  Funktionen  aus  K{x,  y,  d)  zu  bestimmen,  die  in  der  Form 
darstellbar  sind 

(17^  -^ 

wo  &  ein  ganzer  Divisor  ist.  Wir  nennen  die  Funktionen  der  Form 

(17)  Vielfache  von  D.  Wenn  aber  @  nui*  ganz  ist  in  bezug  auf  Kurven- 
primteiler,  so  nennen  wir  sie  unvollständige  Vielfache  von  D. 

Es  gelten  die  Sätze: 

Man  kann  n  Funktionen  gj,  gj,  • . .,  ^  des  Körpers  K(x,  y,  b)  so 
finden,  daß  alle  unvollständigen  Vielfachen  von  0,  und  mir  diese  sich 
Iq  der  Form  darstellen  lassen 

9i^i  +  9tliA h  </„§», 

wo  die  g^  ganze  rationale  Funktionen  von  x,  y  sind.  Die  Funktionen 
Sil  Sa»  •  •  •>  S«  heißen  em  Fundafnentalsystem  für  die  Vielfachen  von  O 

Das  zum  System  (g^,)  reziproke  und  adjungierte  System  ist  Fun- 
damentalsystem für  die  unvollständigen  Vielfachen  von  ^^y£r\ 

Während  sich  aus  den  entsprechenden  Sätzen  bei  den  alge- 
braischen Funktionen  einer  Veränderlichen  sehr  einfach  der  JRiematin- 
RocliBohe  Satz  ergibt,  ist  das  hier  nicht  der  Fall. 

k 

IT.  Die  Zeutlien-Segresche  Inyariante  mid  das  nnmerisclie 

Geschlecht. 

11.  Die  Fläche  F.^)  Es  seien  ST^,  %,  STj,  H^  vier  linear  unab- 
hängige zueinander  äquivalente  ganze  Divisoren  und  SI^  sei  ii'gendeiu 
Divisor  der  Klasse  (StJ.   Es  sind  dann 

%.  %  8r„  sr^ 

Funktionen  des  Körpers  K  und  ebenso  die  Quotienten  Xj^ :  fl?^,  x^  :  x^, 
x^:  x^^.  Zwischen  diesen  besteht  also  eine  irreduzible  algebraische 
Gleichung,  so  daß  die  x^  einer  homogenen  Gleichung 

F(xi,  x^,  Xfi,  x^  ==  0 

22)  Jmg  F,  Nr  9 

23)  Senael  A;  Jung  B. 

24)  Jwng  H,  Kap.  1,  §  2—4;  Jtmg  J,  I  und  II. 
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genügen.  Deuten  wir  die  a;^  als  homogene  Ponktkoordinaten,  so  wird 
hierdurdi  eine  algebraische  Fläche  F  definiert,  und  umgekehrt  läßt 
sich  jede  algebraische  Fläche  in  dieser  Weise  definieren.  Wir  können 
und  woUen  annehmen,  daß  der  Körper  K  mit  dem  Körper  der  ratio- 
nalen Funktionen  von  x^'.x^,  x^:x^,  x^:  x^  übereinstimmt. 

Es  seien  x^,  x^,  x^^  x^  die  Ebenenkoordinaten  der  Tangential- 
«benen  von  -F,  und  es  sei  x'a  =  ~rj  wo  SI«  ganze  Divisoren  ohne  ge- 

meinsame  Teuer  sein  sollen.  Durch  passende  Definition  der  Stellen 
des  Körpers  K{x,  y,  e)  kann  mau  erreichen,  daß  weder  die  3r„  noch 
die  SI«  an  einer  Stelle  gleichzeitig  verschwinden  Es  entspricht  dann 
jeder  Stelle  von  K{x,  y,  s)  eineindeutig  eine  Stelle  von  F  und  eine 
Berührungsebene.  Ist  femer  95  ein  Primteiler  zweiter  Art  des  Kor- 
pers K{x,  y,  0),  so  werden  für  S3  =  0  sowohl  die  Verhältnisse  der 
Sl[^  wie  die  der  Sl«  konstant,  so  daß  jedem  Primteilen  zweiter  Art 
«in  bestimmter  Punkt  und  eine  bestimmte  Tangentialebene  entspricht. 
Es  sei  jetzt  ^  ein  Primteiler  erster  Art  Dann  sLud  folgende 
vier  Fälle  möghch: 

I.  Für  ^  =  0  werden  weder  die  Verhältnisse  der  Sl^  noch  die 

der  Sla  konstant 
n.  Für  ?P  =  0  werden  die  Verhältnisse   der  St^  konstant,  aber 

nicht  die  der  ST«. 
HI,  Für  ?P  =  0  werden  die  Verhältnisse  der  ?l„  nicht  konstant, 

wohl  aber  die  der  Sl«.     • 
IV.  Für  ^  =  0  werden  sowohl  die  Verhältnisse  der  Sf„  wie  die 

der  Ha  konstant 
Wir  lassen  in  allen  vier  Fällen  dem  Pumteiler  ?|5  eine  Kurve  auf 
der  Fläche  F  entsprechen,  die  wir  auch  mit  ^  bezeichnen.  Im 
Falle  I  ist  ^  eine  wirkliche  Kurve,  und  die  Berührungsebenen  von 
F  in  ihren  Punkten  sind  im  allgemeinen  vonein  nder  verschieden. 
Im  Falle  II  entspricht  dem  Primteiler  ^  ein  Punkt  S  der  Fläche 
F,  die  Kurve  ^  ist  in  einem  Punkt  londensieri,  aber  die  Berührungs- 
ebenen von  F  in  den  Stellen  der  Km  ve  ^  sind  im  allgemeinen  von- 
einander verschieden  Sie  bilden  einen  Kegel  h  mit  der  Spitze  H,  Es 
ist  H  ein  isolierter  singularer  Punkt  von  F,  und  der  Kegel  h  ist  der 
Berührungskegel  von  F  in  E.  Im  Falle  IIl  ist  ^^  eine  wirkliche  Kurve, 
aber  die  Beruh  rungsebenen  von  F  m  den  Stellen  von  $ß  fallen  alle 
zusammen  in  eine  Ebene  S'.  Diese  Ebene  berührt  also  F  längs  ^. 
Wir  sagen  in  diesem  Falle:  "iU  ist  in  eine  Ehern  londensiert.  Der  Fall  III 
entspricht  dem  Falle  II  dual  Im  Falle  IV  ist  die  Kurve  5|5  in  einem 
Punkt  H  kondensiert  und  die  Berührungsebenen  von  F  in  den  Stellen 
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von  ^  fallen  alle  in  eine  Ebene  H'  zusammen.  Die  Kurve  ^  ist 
gleichzeitig  kondensiert  und  ebene  Berührungskurve.  Der  Puukt  H 
kann  in  diesem  Falle  ein  gewöhnlichtr  Punkt  der  Fläche  F  sein. 
Trotzdem  ist  es  am  einfachsten,  auch  in  diesem  Falle  dem  Primteiler 
^  eine  Kurve  auf  F  entsprechen  zu  lassen. 

12.  Die  Zeuthen-Segresohe  Invariante.^'')  Es  sei  c^^^  -f~  ^^s 
ein  Kurvenbüschel  auf  einer  algebraischen  Fläche  F.  Ihre  Ordnung 
sei  n,  ihre  Klasse  n'.  Es  sei  ö  die  Anzahl  der  Kurven  des  Büschels 
mit  I^ppelpunkt  Das  Ge5chle(ht  einer  allgemeinen  Kurve  des  Bü- 
schels sei  7C,  und  die  Zahl  der  festen  Punkte  des  Buscheis  sei  N 
Dann  ist  j-=  ^  _  4^^  _  jv" 

nach  Zeuthen  und  Segre  eine  Invariante  der  Fläche  F,  d.  h.  sie  ist 
unabhängig  von  der  Wahl  des  Kurvenbüsehels.  Sie  heißt  die  Zmthen- 
tSegresßhe  Invariante.  Es  entsteht  die  Frage,  wie  sind  d  und  N  zu 
definieren,  wenn  zugelassen  wird,  daß  unter  den  Kurven  des  Büschels 
irgendwie  zerfallende  vorkommen  und  wenn  Kurven  des  Büschels 
irgendwelche  Singularitäten  haben  Diese  Frage  ist  von  Jung  voll- 
ständig beantwortet. 

Es  sei  @  irgendeine  Kurve  des  Büschels.  Es  sei  ©'  die  Kurve, 
die  aUe  in  ®  enthaltenen  Primkurven,  aber  jede  nur  emmal,  enthält. 
Es  werde  gesetzt  @  =  18g@' 

Natürlich  ist  nur  für  eine  endliche  Zahl  von  Kurven  ®  die  Kurve 
JB|  von  1  verschieden  Es  bedeute  v(®')  die  Zahl  der  Zweige  von 
®',  die  durch  die  mehrfachen  Stellen  von  ©'  gehen,  q[&')  die  Zahl 
dieser  Stellen,  v^,  q^  seien  dieselben  Zahlen  für  eine  allgemeine  Kurve 
©a  des  Büschels  Es  sei  ferner  jc(&')  das  Geschlecht  von  ©'  und 
2cf(ß')  die  Ordnung  des  Divisors  der  mehrfachen  Stellen  von  ©'.  Es 
seien  ir^,  26^  dieselben  Zahlen  für  eine  allgemeine  Kurve  ®^.  Das 
Geschlecht  n(&')  soll,  wenn  etwa  ©'=  ^^^ßj . .  «ß^,  wo  die  «ß^  Prim- 
kurven vom  Geschlechte  ä^  sind,  deßniei-t  sein  duich 

r 


i*     Sr>Tini++r»nTilrfo     tmn     . 

du 
©'  und 


a-1 

Es  sei  weiter  esiO^')  die  Zahl  der  Schnittpunkte  von  -^  =  0, 
-5—  =  0  in  emer  mehi  fachen  Stelle  S  von  ©'  und 


s 

wo  die  Summe  über  aUe  mehrfttchen  Stellen  von  ©'  zu  ersti-ecken  ist,  und 
es  bedeute  d^  dieselbe  Zahl  für  eine  allgememe  Kurve  ©^  des  Büschels. 

26)  E,  Nr  14.    Jung,  E,  H  und  K,  Kap.  VL 


(18) 


18.  Das  muueriflolie  oder  arithmetische  Geschlecht  p^  von  F.         673 
Wir  setzen  dann 

-^a-Qa-  2«?a  -  {»'C®')  "  qW)  "  2(y(®')} 

=  ^.  -  ^C®')  +  2(58*,  ®„)  -  (Jß*,  ©1)  +  (SB*,  Ä). 
Hier  ist  ©^  eiae  allgemeine  Kurve  des  Büschels  nnd  Ä  eine  Kurve 
der  kanonischen  Klasse.    Es  ist  dann  in  der  Definitionsformel  für  die 
Zeuthen-Segreache  Invariante  zn  setzen 

(19)  S=2H®), 

wo  die  Summö  aber  alle  Kurven  ®  des  Büschels  zu  erstrecken  ist. 
Ferner  hat  man  zu  setzen 

(20)  N^2iv^-Q,)+f, 

wo  f  die  Zahl  der  festen  Stellen  des  Büschels  ist. 

Für  das  Verhalten  von  J  bei  birationaler  Transformation  gilt: 
Es  ist  J+(Ä,Ä) 

invariant  bei  birationaler  Transformation,  wo  (Ä)  die  kanonische 
Klasse  ist 

13.  Das  numerisohe  oder  arithmetisohe  Gesobleoht  j?^  von  JF.'^) 
Es  ist  (^St,  Ä)  +  J^  I2p^  +  8,37) 

wo  p^  das  arithmetische  Geschlecht  von  F  ist.  Da  J  jetzt  für  be- 
liebige Flächen  und  Kurvenbüschel  defimert  ist,  so  ergibt  sich  die 
Möglichkeit,  p^  für  Flachen  mit  beliebigen  Singularitäten  zu  be- 
rechnen.   Man  findet  folgendes: 

a)  Es  seien  H^,  SC^, .  ,5,  die  isolierten  singularen  Punkte  der 
Fläche  F.  Es  sei  Sl(")  ein  durch  H^  gehender  ebener  Schnitt  von  F 
ohne  besondere  Lage.  Es  bedeute  (S„  die  Kurve,  die  alle  Primkurven 
von  W-"^  enthält,  aber  jede  nur  in  der  ersten  Potenz  und  es  werde 
Sl(«)  =  Sß(ö)ß^^  gesetzt.  Ist  O  irgendeine  ganze  Kurve,  die  keine  Prim- 
kurve  in  höherer  als  der  ersten  Potenz  enthält,  so  verstehen  wir 
unter  2tf(Cl)  die  Ordnung  ihres  Divisors  der  mehrfachen  Stellen, 
unter  v{€i)  die  Zahl  der  Zweige  von  D,  die  durch  die  mehrfachen 
Stellen  gehen,  und  unter  (>(0)  die  Anzahl  der  mehrfachen  Stellen, 
und  wir  setzen 

(21)  /x(0)  =  20{ß)—  v(0)  +  Q  (Cl). 

26)  Jimg  Cr,  femer  Arbeiten  von  Jung  in  den  Mitteilungen  der  Math  Ges. 
m  Hamburg  5,  Beftl  (1911),  p.  20;  6,  Hett2  (1918),  p.82;  6,  Heft;  5  (1916),  p  194. 

27)  B,  Nr  14. 
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Wir  setzen  weiter 

(22)  K  -  («^''^  ß)  -  («^"^  SSW)  +  ,x(SJ 
und  « 

(23)  "  ^=-^K' 

Ferner  sei  Stj  die  Ton  in  Punkte  kondensierten  Kurven  befreite 
Rückkekrkurve  2fl,  und  es  sei  in  Primkurven  zerlegt 

Es  bedeute  r„  den  Bang  von  Sf}^,  d  h.  die  Zabl  der  durch  eine  be« 
liebige  G-erade  gehenden  Tangenten  von  JR^*    ^^  setzen 

(24)  r=^Q,r,. 
Es  ist  dann'  «^^ 

(25)  12  {p,  +  1)  =  (Ä,  Ä)  -  4(i)  -  1)  -  w  +  W  4-  Ä  +  r, 

wo  p  das  Geschlecht  eines  allgemeinen  ebenen  Schnittes  ist  Sind 
Ji'j  r  die  den  Zahlen  Ä,  r  dual  entsprechenden,  und  ist  p'  das  Ge- 
schlecht eines  aUgememen  Berührungskegels,  so  ist  auch 

(26)  12(j),  +  1)  =  (Ä,  Ä)  -  4(i)'  -  1)  -  n'  +  n  +  Ä'  +  r'. 

Man  kann  der  Formel  für  j5^  verschiedene  Formen  geben.   Z  B. 
m\    I ^^'^  -{n-l){n~  2){n  _  3)  -  4i(n  -  3)  -  c{n  ~  1) 
^    ^    i  +mS))  +  (®,9?)  +  iCH,^)  +  i(A  +  r) 

Für  den  Fall,  daß  F  an  Singularitäten  nur  eine  Doppelkurve 
hat,  wird  Ä  =  0,  91  =  1,  r^O,  und  es  läßt  sich  (SD,  SD)  berechnen. 
Man  erhält  dann  die  bekannte  Formel  für  p^  Im  allgemeinen  Fall 
ist  die  .Bestimmung  von  (2>,  S)),  (9i,  91),  (91,  55)  als  Funktionen  von 
n  noch  nicht  gelungen. 

b)  Verwendet  man  nichthomogene  Koordmaten,  so  erhält  man 
fflr  p^  folgende  Formel.  Es  sei  G  (r,  y,  g)  =  Q  die  Gleichung  der 
Fläche  G.  Sie  sei  in  x,  y,  0  vom  Grade  (?,  m,  n)  Es  habe  G  an 
Singularitäten  nur  eine  Doppelkurve  vom  Geschlechte  n  mit  t  drei- 
fachen Punkten,  ferner  irgendwelche  isolierte  Doppelpunkte  und  t 
dreifache  isolierte  Punkta  Ebenen  senkrecht  zur  x-,  y-,  ;ef-Achse  mögen 
die  Doppelkurve  in  d',  d",  d"  Punkten  schneiden    Dann  ist''^) 

^^^>[  +„  +  2t-<-1. 

28)  Jung,  Mitteil  d.  Math  Ges.  in  Hamburg  6,  Heft  1,  p.  21  Dort  steht 
durch  einen  Fehler  in  der  Berechnung  8  t  statt  2r 


(Abgedchlosaen  im  April  1921 ) 


